H. Schmidli Einfithrung in die Stochastik WS 16/17

Losung der Nachklausur

1. Wir verwenden die Bayes-Formel. Der Nenner der Bayesformel wird

2.

0.96 - 0.05 4+ 0.022 - 0.3 4+ 0.015- 0.2 4+ 0.003 - 0.6 = 0.0594 .

Somit erhalten wir aus der Bayes-Formel die Wahrscheinlichkeiten

a)

b)

Krankheit 0 A B AB
Wahrscheinlichkeit | 0.8081 | 0.1111 | 0.0505 | 0.0303

Dies folgt aus Proposition 2.7, oder direkt aus dem Borel-Cantelli-Lemma,
da Ay = {Xox_1 = 6, X5, = 6} unabhiéingig sind und Wahrscheinlichkeit
1/36 haben.

Um nach 5 Wiirfen zu enden, miissen Wurf 4 und 5 eine sechs zeigen. Der
dritte Wurf darf keine Sechs zeigen, sonst wére nach 4 Wiirfen fertig. Die
ersten beiden Wiirfe diirfen nicht beide eine Sechs sein. Also ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit
11— (%)2]2(%)2 = % ~ 0.0225051 .

Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass das Experiment mit einer geraden Anzahl
Wiirfen endet. Dann ist 1 — p die Wahrscheinlichkeit, dass das Experiment
mit einer ungeraden Anzahl Wiirfen endet. Ist der erste Wurf eine 6, so muss
entweder der zweite Wurf eine 6 sein, oder der zweite Wurf keine 6 sein, und
danach das Experiment mit einer geraden Anzahl weiterer Wiirfe enden. Ist
der erste Wurf keine 6, so muss das Experiment mit einer ungeraden Anzahl
weiterer Wiirfe enden. Also

p=G +gp+ril-n=5-%p.
Daraus folgt
31

p=5 =8 ~0508197.
36



3.

a)

b)

b)

Wir wollen IP[Z < z] berechnen. Wegen der Symmetrie der Variablen ist
die Verteilung von Z symmetrisch. Weiter ist fir z > 0, P[0 < Z < z] =
2IP[Z < 2, X > 0,Y > 0]. Sei nun z > 0. Ist Y = y > 0 bekannt, so muss
X < zy sein. Also

yz
IP[O<Z<z—2// ~@ /2 qp dy |

Leiten wir nach z ab, erhalten wir die Dichte
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Dies ist die gesuchte Dichte.

Der Erwartungswert wére wegen der Symmetrie 0, sofern das Integral fiir
den Positivteil endlich ist. Wir erhalten
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da log(1 + y?) fiir y — oo nach Unendlich konvergiert. Somit kann der
Erwartungswert nicht definiert werden.

Leiten wir ab, erhalten wir

2

QQF@y)zgx(m—i-y—xy)—xy(l—m):ﬁ x
dx oy oz (x +y — zy)? or (x +y — zy)?
_tety—wy) - —y) 2wy
(r+y—xy)® (z+y—zy)?

Es handelt sich um ein absolutstetige Verteilung, da x +y—xy = (1 —y) +
y > 0. Somit ist die Dichte positiv.

Setzen wir y = 1, so erhalten wir F(z,1) = . Somit ist die Randverteilung
die Gleichverteilung auf (0,1). Wegen der Symmetrie ist auch Y auf (0, 1)
gleichverteilt.

Die beste Prognose ist die bedingte Erwartung von X gegeben {Y = y}. Die
bedingte Verteilung hat die Dichte fx,(z) = W’ da die Randdichte
von Y 1 ist. Der begingte Erwartungswert Wiré

/1 222y G (= Cy(y® — 4y + 3+ 2logy)
o (x+y—ay) (1—y)




5. a) Wir haben E[X}] = ~. Somit ist der Schétzer

b) Der Log-Likelihood ist

(v = 1)) log Xi — nlog('(7)) = > X .

k=1 k=1

Ableiten nach v und Nullsetzen ergibt

n I—V
Zlong—n (7)20.
— I'(7)

Dies ist die zu losende Gleichung. Dass es sich um ein Maximum handelt,
folgt aus der Tatsache, dass logI'(x) eine konvexe Funktion ist.

c) Die gemeinsame Dichte der Daten und des Parameters + ist
S AR eXp{ zn:xk}ﬁxgl
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Somit wird der bedingte Erwartungswert gegeben X, (Bayes-Schitzer)
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6. Wir verwenden den y?-Anpassungstest. Die Wahrscheinlichkeit der Werte ist
Pr = (i) (1/3)%(2/3)*~*. Wir fassen 3 und 4 zusammen, da fiir die Normalappro-
ximation 5 Werte pro Zelle auftreten sollten.

Wert 0 1 2 3&4
Dk 0.1975 | 0.3950 | 0.2963 | 0.1111
N, 19.75 | 39.50 | 29.63 | 11.11

Die Teststatistik wird

(26 — 19.75)2 (49 —39.5)2 (17—29.63)> (8 — 11.11)

19.75 i 39.5 * 29.63 * 11.11
= 10.5169 .

T ist nidherungsweise &2 verteilt mit 3 Freiheitsgraden. Der Wert sollte unter
der Hypothese im Intervall (0.2158,9.3484) liegen. Somit wird die Hypothese
verworfen.

Falls die Zellen 3 und 4 nicht getrennt werden,



Wert 0 1 2 3 4
Dr 0.1975 | 0.3950 | 0.2963 | 0.09877 | 0.01234
Ty 19.75 | 39.50 | 29.63 9.877 1.234

Die Teststatistik wird

(26 -19.75) | (49-395)° (172963  (7-9877)°  (1—1234)

19.75 39.5 29.63 i 9.877 - 1.234
= 10.5287 .

Aus der Tabelle der y2-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden sollte der Wert im In-
tervall (0.4844,11.143) liegen, was der Fall ist, Somit wiirde die Hypothese bei-
behalten.



