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Losung der Klausur

1. a) Xjist genau dann Null, falls im zweiten Schritt nach Null gesprungen wird.
X, kann nur Eins (Zwei) sein, wenn X; Null (Eins) ist. Also

PX,=0=1-p, PX,=1]=(1-p)p, P[X, =2] =p*.

b) Wir haben IP[X3 = 0] = 1 — p. Nach der Bayschen Formel erhalten wir

P[X,=0]X;=0]= P[X;=0| )1(2_219011[3[)(2 =0 _ @ —119)_(1]9— p)

:1_p7

P[X; =0 | X = 1]P[Xs = 1]

P[X;=1[X3=0]= 1= ={1-pp,
PX;5=0]| X, =2/P Xy =2
P[X, =2 | X3=0] = X ’f_p] Xe=2 _ o

c) Nein. Das Ereignis { X» = 0, X3 = 3} hat Wahrscheinlichkeit 0, aber IP[X, =
0JP[X; = 3] = (1 — p)p* # 0.

2. a) Im Falle f;; haben wir X; = 1 mit Wahrscheinlichkeit p. Ist Xy = 1 (Wahr-
scheinlichkeit p), so ist Tj; = 2. Ist Xy = 0 (Wahrscheinlichkeit 1 — p), so
beginnen wir wieder von Vorne, miissen also im Schnitt zusétzlich zu den
zwei erfolglosen Versuchen fi; warten. Ist X; = 0, so warten wir, zusétzlich
zum ersten Schritt, im Mittel noch fi;. Im Falle fiq ist der Fall X; = 0
analog. Ist X; = 1, so erhalten wir die Sequenz 10, beim néchsten Auftritt
von 0. Die mittlere Wartezeit fy = IE[Tp] auf 0 ist

i]P[T0>k] :ipk:L.
k=0 k=0 1-=p

Zusétzlich haben wir eins auf X; = 1 gewartet.

b) Aus der ersten Gleichung erhalten wir f;; = (p + 1)/p?, aus der zweiten
Gleichung erhalten wir fio = 1/(p(1 — p)).



c)

b)

b)

Fir p = % erhalten wir f;; = 6 und fip = 4. Zuerst muss man auf eine 1
warten. Im zweiten Falle ist das Warten zu Ende, wenn danach das erste
Mal eine Null erscheint. Im ersten Fall ist das Warten nur zu Ende, falls

sofort eine 1 erscheint. Ansonsten muss man wieder von Vorne beginnen.

Wir haben {Z,, < a} = {5, — Org}cig Sk < a}, und damit

P[Z, < a] = P[S, — min S < a] = P[max S,_; < a] = P[T, >n] .

0<k<n 0<k<n

Wir haben

P[Z, = a] = P[Z, < a+ 1] — P[Z, < a] = P[T,.; > n] — P[T, > n]
P[S, € [-a —1,d]] — P[S, € [—a,a — 1]]

=IP[S, € {—a—1,a}] =P[5, € [a,a+1]] .

Ist a + n gerade, erhalten wir

P[Z, = a] = P[S, = a] = (5( " ))2—n.

n-+a

Die erste Gleichung ist klar. Fiir die zweite verwenden wir den Satz von
Fubini

/OOO/\: dF(y) dx:/ooo/oyg dmdF(y):/Oooy2 AF(y) = E[X]

Es gilt, da (1 — F(y/x)) eine fallende Funktion ist,

SR, > Vil = Yo - P < [ (0= F(va) de = B[] < o

n=1

Aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt nun die Aussage.

Die Dichtefunktion ist f,(z) = az™* '1,>;. Somit ist die gemeinsame Dich-
te fol(zy, ... 2n) = &"(IT1—y k)" 15, Li,>1. Die Umkehrfunktion wird
Xp=Y firk<nund X,, =Y,/ HZ;% Y,.. Daher wird die Jacobi-Matrix

1 0 cee 0 0
0 1 cee 0 0
J(y) = s z z z
0 0 < 1 0
_ Yn _ Yn - _ Yn 1
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b)

Die Determinante ist 1/ []r—; yx. Somit wird die gemeinsame Dichte der

{Yi}

n

[0
fraly) = =y, '1 I, >1 -
Hk:1 Yk H "=

Die bedingte Dichte von (Y3,...,Y, 1) gegeben Y, ist

n,,—a—1 n—1
"y, T ety Loy Ty

n yn/zl yn/Hz;f 2k g, —a—1 n—1
klykfl th avyy, /Hk:1zkdzn71~~-d21
n—1
]IynZHZ;ll e 1 1k=1 ]ka>1
Yn/z1 yn/ TTRZT 2n '
Hk 1yk T e U 1/Hk12kdzn1 . dz

Dies hdangt nicht von « ab. Somit ist 7 suffizient.

Leiten wir nach A ab, erhalten wir /XA — 1. Dies ist strikt positiv fiir A <7
und strikt negativ fiir A > 7. Die Funktion ist Null fiir A = 7, strikt wachsend
fiir A < n und strikt fallend fiir A > 7. Damit ist die Funktion strikt negativ
fiir A\ # n.

Der optimale Test ist der Likelihood-Quotienten-Test. Um den Kommilito-
nen zu widerlegen, muss die Hypothese 6y = 1 und die Alternative 6; = \
sein. Somit ist die Teststatistik

T ngl e ANk /N _ ) @)zg_lwk
[Tizy ek /N, ! n

— exp{nln— ) + Z Nilog(\/n)}

Der gesuchte Test hat damit den kritischen Bereich {T" > ¢} fiir ein entspre-
chend gewéhltes c.

Wir schreiben
T = exp{n(n - A+ % i Nj, log(A/n))} :
k=1

Nach dem Gesetz der grossen Zahl konvergiert %22:1 Nj nach n unter
der Hypothese und unter der Alternative nach A. Da unter der Hypothese
im Grenzwert lim, o tlogT = ¢ = n— X+ nlog(A/n) < 0, ist n — A+
L3 hi Nilog(A/n) < 5 fiir n gross genug. Da exp{n3¢} nach 0 konvergiert,
konvergiert als die Teststatistik nach Null. Unter der Alternative kénnen die
Rollen von A und 7 vertauscht werden. Dann konvergiert 1/7 nach Null, also
T nach Unendlich.



