H. Schmidli Einfiihrung in die Stochastik WS 22/23

Losung der Klausur

1. a) Die erwartete Anzahl Schiiden in einer Gruppe ist jeweils A. Dies ergibt fiir
den Erwartungswert der Anzahl Schiaden N

E[N] = P[AJE[N | A] + P[BE[N | B] + P[C]E[N | ]
~0.5-0.1+03-02+0.2-0.5=021.

b) i) Nach der Bayes-Formel wird
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ii) Nach der Bayes-Formel wird
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2. Damit M > a, muss die Irrfahrt zuerst a erreichen, bevor sie —1 erreicht. Dies ist
das Ruinproblem bei dem Spieler A Anfangskapital 1 und Spieler B Anfangskapi-
tal @ hat. Aus dem Skript haben wir die Formel P[M > a] = |—1|/(a—(-1)) =
1/(a+ 1). Daher haben wir
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PM=a|=PM >a]-P[M >a+1]=



Aus Hilfssatz 1.8 erhalten wir

a)

b)

d)

b)

Da {T >t} = {T < t}*, ist nach der Definition der o-Algebra {T" > t} € .
Da wir

{T > s} = Upe(s,o0)ni? > v}

schreiben kénnen, ist {T" > s} eine abzdhlbare Vereinigung von Mengen aus

2l und damit in 2.
Dies folgt aus {max{7, S} <t} ={T <t} n{S <t}
Dies folgt aus {min{7, S} <t} ={T <t} U{S < t}.
Wir schreiben
{S+T >t} =Useq({S>s}nN{T'>t—s}).

Dies ist wieder eine abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus 2l und damit
in 2.

Lassen wir y gegen Unendlich, so erhalten wir die Paretoverteilung IP[X <
z] =1— 273 mit x — oo, die Paretoverteilung P[Y < y] =1 -y~

Ableiten nach z gibt fiir z,y > 1

e '(1—y™) Bty '1l-2?)(1-y ") 31—y

1 — $_3y_4 (1 _ l'_3y_4)2 (1 _ l‘_3y_4)2 ’

Weiter ableiten nach y gibt

31.72718y75(1 _ y74) B 3x748x73y74(1 _ y74)2

(1 — z—3y=5)2 (1 —z—3y—1)3
2y (- a1 -y
(1 — x—3y—4)3 ‘

Somit ist die Verteilung absolutstetig mit der Dichte

24 4y 5(1 —273)(1 —y™4)
f(x7 y) = (1 _ x73y74)3 ]ICE>17ZJ>]. .




c) Die Dichte der Paretoverteilung ist az~*"!. Somit wird der Erwartungswert

o0 o0 «
rar * tdr = o r “dr = ,
1 1 o — ]_

falls a > 1. Das zweite Moment ist

o o o
oz dr = o T dr = ,
1 1 a—2

falls o > 2. Also haben wir IE[X] = 3/2, E[Y] = 4/3 und Var[Y] = 2 —
(4/3)* = 2/9. Damit wird die Prognose

S 0.0624
X =15
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(Y — 1.333) = 1.1256 + 0.2808Y .

5. Dies ist ein Problem fiir eine lineare Regression. Wir erhalten die Grossen
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Wir erhalten die Schatzer

XY - XY R
X?__X?

Y —aX = —27.6946 .

Fiir das Jahr 2050 erhalten wir die Prognose exp(a - 2050 — 27.6946) = 12.2597,
also ein Bevolkerung von 12.26 Miliarden. Die 10 Milliardengrenze wird geschétzt
im Zeitpunkt (log(10) + 27.6946)/0.0147322 = 2036.17, also im Jahr 2036 (oder
2037). Die Varianz wird mit der Formel aus der Vorlesung als 0.001523 geschétzt.

6. Die Hypothese ist “Mittelwert ist gleich dem Median”. Wir verwenden den Vor-
zeichentest fiir den Median. Der kritische Bereich wird dann K = {|48—115/2| >
¢} = {9.5 > ¢}. Unter der Hypothese hat 3,2 Ty, 20049 den Mittelwert 115/2
und die Varianz 115/4 = 28.75. Wir kénnen dies durch eine Normalverteilung
approximieren. Somit wird ¢ = 1.964/28.75 = 10.5093. Dies liegt nicht im kriti-
schen Bereich, so dass die Hypothese nicht widerlegt werden kann.



