
H. Schmidli Einführung in die Stochastik WS 25/26

Lösung der Klausur

1. a) Wir können z.B. Ω = {A,B,C,D} × {0, 1}3 wählen. Als F wählen wir
die Potenzmenge von Ω. Die Gewichte der Wahrscheinlichkeitsfunktion sind
dann

IIP[ω] = αω1

4∏
`=2

pω`ω1
(1− pω1)

1−ω` .

b) Die Wahrscheinlichkeiten, dass genau eine Birne vorzeitig ausbrennt, sind
p̃k = 3pk(1− pk)2,

Anbieter A B C D
p̃k 0.0576 0.0713 0.0847 0.1354

Nach der Formel von Bayes

Pk = IIP[ω1 = k | ω2 + ω3 + ω4 = 1] =
αkp̃k

0.5p̃A + 0.25p̃B + 0.2p̃C + 0.05p̃D

erhalten wir

Anbieter A B C D
Pk 0.4096 0.2534 0.2408 0.0962

2. a) Spieler i scheidet aus, wenn j in der ersten Runde trifft und i nicht, oder
wenn beide treffen und er später in dieser Runde ausscheidet. Damit haben
wir πi = (1 − pi)pj + pipjπi, also πi = (1 − pi)pj/(1 − pipj). Dass keiner
ausscheidet passiert mit Wahrscheinlichkeit

1− (1− pi)pj
1− pipj

− (1− pj)pi
1− pipj

=
1− pipj − pj − pi + 2pipj

1− pipj
=

(1− pi)(1− pj)
1− pipj

.

b) Spieler i gewinnt, wenn Spieler j sofort ausscheidet oder Spieler i später
gewinnt. Also, Pi = (1− pj)pi + Pi(pipj + (1− pi)(1− pj)). Damit erhalten
wir Pi = pi(1− pj)/(pi + pj − 2pipj).
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c) Sei Gi die Wahrscheinlichkeit, dass C gewinnt falls i wählen darf. Wir ver-
wenden die oben berechneten Wahrscheinlichkeiten. Ist A der letzte Gegner
von C, so ist PC = 3/4. Ist B der letzte Gegner, ist PC = 2/3. Wählt Spieler
C Spieler A als Gegner, scheidet er mit Wahrscheinlichkeit pC = 1/7 aus und
mit Wahrscheinlichkeit 3/7 scheidet keiner aus. Wählt er Spieler B, ist die
Wahrscheinlichkeit pC = 1/5 und mit Wahrscheinlichkeit 2/5 scheidet keiner
aus. Spielen A und B gegeneinander, so scheidet A mit Wahrscheinlichkeit
3/11 und B mit Wahrscheinlichkeit 2/11 aus.

Betrachten wir den Fall, dass C Spieler A wählt. Um zu gewinnen, muss C
entweder im ersten Spiel gewinnen oder beide treffen nicht und C gewinnt
später; GC = 3

7
· 2
3

+ 3
7
GA. Analog erhalten wir die anderen Gleichungen, was

das System

GC =
3

7
· 2

3
+

3

7
GA

GA =
3

11
· 2

3
+

2

11
· 3

4
+

6

11
GB

GB =
3

11
· 2

3
+

2

11
· 3

4
+

6

11
GC

gibt. Die Lösung ist

GC =
841

1478
≈ 0.5690 , GA =

977

1478
, GB =

929

1478
.

Im Fall, dass Spieler B gewählt wird, erhalten wir

GC =
2

5
· 3

4
+

2

5
GA

GA =
3

11
· 2

3
+

2

11
· 3

4
+

6

11
GB

GB =
3

11
· 2

3
+

2

11
· 3

4
+

6

11
GC

Die Lösung ist

GC =
601

1066
≈ 0.5638 , GA =

703

1066
, GB =

667

1066
.

Die optimale Wahl ist also Spieler A. Spieler C will also gegen den leichteren
Gegner spielen. Wir sehen, dass die Gewinnwahrscheinlichkeit am grössten
ist, wenn A beginnt. Es scheint also, dass C darauf hofft, dass A gegen B
gewinnt.

3. a) Der Ausdruck (eθx + eθy − 1)−(θ
−1+2) lässt sich nicht als Produkt schrei-

ben f1(x)f2(y) schreiben, was man auch sehen kann, da die Ableitung des
Logarithmus z.B. nach x noch von y abhängt.
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b) Für x, y > 0, u = eθv, z = eθw, du = θeθv dv, dz = θeθw dw,

F (x, y) = (θ + 1)

∫ x

0

∫ y

0

(eθv + eθw − 1)−(θ
−1+2)eθ(v+w) dw dv

=
θ + 1

θ2

∫ eθx

1

∫ eθy

1

(u+ z − 1)−(θ
−1+2) dz du

=
1

θ

∫ eθx

1

(u−(θ
−1+1) − (u+ eθy − 1)−(θ

−1+1)) du

= 1− (eθx)−θ
−1 − (eθy)−θ

−1

+ (eθx + eθy − 1)−θ
−1

= 1− e−x − e−y + (eθx + eθy − 1)−θ
−1

.

c) Lassen wir y →∞ erhalten wir FX(x) = 1−e−x und analog FY (y) = 1−e−y.
Also sind die Randverteilungen die Exponentialverteilung.

d) Nach der Formel für die bedingte Verteilung ergibt sich für x > 0

fX|Y=y(x) =
(θ + 1)(eθx + eθy − 1)−(θ

−1+2)eθ(x+y)

e−y

= (θ + 1)(eθx + eθy − 1)−(θ
−1+2)eθxe(θ+1)y .

Somit wird die Verteilungsfunktion

FX|Y=y(x) = (θ + 1)e(θ+1)y

∫ x

0

(eθv + eθy − 1)−(θ
−1+2)eθv dv

=
θ + 1

θ
e(θ+1)y

∫ eθx

1

(u+ eθy − 1)−(θ
−1+2) du

= e(θ+1)y[(eθy)−(θ
−1+1) − (eθx + eθy − 1)−(θ

−1+1)]

= 1− (eθ(x−y) + 1− e−θy)−(θ
−1+1) .

4. a) Damit N = n müssen wir unter den ersten n + 1 Versuchen genau einen
Erfolg haben und im n+2-ten Versuch einen Erfolg. Die Wahrscheinlichkeit
ist also

pn =

(
n+ 1

1

)
p2(1− p)n = (n+ 1)p2(1− p)n .

b) Die Wahrscheinlichkeit pn lässt sich schreiben als

pn = exp{n log(1− p) + 2 log p}(n+ 1) .

Der kanonische Parameter ist also η = log(1− p). Damit ist p = 1− eη. Für
die Funktion a erhalten wir

a(η) = −2 log p = −2 log(1− eη) .
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c) Die momentenerzeugende Funktion ist

MN(r) = e−2{log(1−e
η+r)−log(1−eη)} =

( 1− eη

1− eη+r

)2
=
( p

1− (1− p)er
)2
.

5. a) Der Erwartungswert ist 1
2
h′′′(1) und h(x) = p3{(1−p)x}2

(1−p)2(1−(1−p)x) . Dies schreiben
wir als

p3

(1− p)2
{1− (1− p)x}2 − 2{1− (1− p)x}+ 1

1− (1− p)x

=
p3

(1− p)2
(

1− (1− p)x− 2 +
1

1− (1− p)x

)
.

Die dritte Ableitung ist 6p3(1 − p)(1 − (1 − p)x)−4. Somit ist der Erwar-
tungswert 3(1− p)/p.

b) Für die Momentenmethode setzen wir 3(p̂−1 − 1) = µ̂, also p̂ = 3
µ̂+3

.

c) Der Log-Likelihood für die Daten N1, N2, . . . , Nn ist

3n log p+ log(1− p)
n∑
k=1

Nk +
n∑
k=1

log(1
2
(Nk + 2)(Nk + 1)) .

Das Maximum wird durch 3n/p −
∑n

k=1Nk/(1 − p) = 0 bestimmt. Wir
bemerken, dass der Log-Likelihood an den Grenzen −∞ ist; was zeigt, dass
es sich wirklich um ein Maximum handelt (Für µ̂ = 0 wird das Maximum bei
p̂ = 1 angenommen). Der Schätzer ist somit p̂ = 3

µ̂+3
. Der Schätzer stimmt

somit mit dem Momentenschätzer überein.

6. a) Es sind viele Quadrate und die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes
Quadrat getroffen wird ist klein (1/576).

b) Der Schätzer ist λ = 537/576 ≈ 0.9323.

c) Wir machen ein χ2-Anpassungstest. Dann ist

Anzahl Bomben 0 1 2 3 ≥ 4

Erwartete Quadrate 226.7 211.4 98.5 30.6 8.7
Beobachtete Quadrate 229 211 93 35 8

Wir erhalten die Teststatistik

T =
2.32

226.7
+

(−0.4)2

211.4
+

(−5.5)2

98.5
+

4.42

30.6
+

(−0.7)2

8.7
= 1.0202 .

Wir haben vier Freiheitsgrade. Der entsprechende Wert ist 9.48. Somit geben
die Daten keinen Hinweis darauf, dass die Poisson-Verteilung falsch ist.
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