H. Schmidli Mathematik fiir Physiker II SS 11

Losung der Klausur

1. Die Funktionen sind stetig partiell differenzierbar. Daher existieren alle Ablei-
tungen.

a) Aus den partiellen Ableitungen erhalten wir

cos(z + y) cos(2x + Y)
flloy)= | n(y+1) 5
—ysin(zy) —xsin(zy)

p _(2zy 2* 0
g(x,y,z)—< 1 1 1 '

b) Wir erhalten

c) Die Ableitung wird

h/(%y’z):(cosx —siny m) .

Zur Erinnerung, die Ableitung von tanh z ist

(ez _ efz), B (ez + efz)2 _ (ez _ efz)2 B 4 B 1
e?+e 2 (e* +e7%)2 ~(e"+e %)% cosh®(z)
Alternativ kann die Ableitung auch als m — 1 — tanh® 2z dargestellt
werden.

d) Nach der Kettenregel erhalten wir

(go f)(x,y) =4 (f(x,9)f (z,y)

B (2 sin(z +y)e*In(y? + 1) sin’*(x+y) 0 )
a 1 1 1

cos(x +y) cos(x+y) (a g) |

x | e®In(y? + 1) 2 -

—ysin(zy) —xsin(zy)



mit
a = 2sin(x + y) cos(z + y)e” In(y* + 1) + sin®*(z + y)e* In(y* + 1) ,

2y sin®(z + y)e®
y*+1

)

= 2sin(x + y) cos(x + y)e” In(y* + 1) +

¢ = cos(z +y) + e In(y? + 1) — ysin(ay) ,

T

d=cos(z+y)+ — xsin(xy) .

y?+1

2. a) Leiten wir h(y) ab, erhalten wir h'(y) = (y +2)e? > 2. Somit ist h(y) streng
wachsend und daher streng monoton.

b) Wir betrachten die Funktion f : R X [0,00[— IR, (z,y) — ye¥ — y — x°.
Dann ist g(x) die positive Losung von f(z, g(x)) = 0. Die Ableitung nach y
ist % = (y+1)e¥ —1 = h(y). Setzen wir y = 0, erhalten wir 32 ]y o= 0. Da
h(y) streng wachsend ist, haben wir 8—5 > 0 fiir y > 0. Also ist f (x,y) streng
wachsend in y. Weiter divergiert f(x,y) fir y — oo nach Unendlich. Fiir
x > 0ist 22 > 0, und somit gibt es eine eindeutige Losung der Gleichung
f(z,y) = 0 fiir jedes x.

(x) = 0 nur fur x = 0 moglich ist. Fir x # 0
ist somit g(z) > 0 und damit 8—f > (. Weiter ist f = —2z. Nach dem Satz
)

iiber implizite Funktionen ist (

c) Aus f(z,0) = —z? folgt, dass g(x
g(x 1fferen21erbar und damit

o 2z
gl(x) - _g_;}i - Neglx) — 1 °
2~ (gla) + 1)or -

3. Die Kugeloberfliche ist durch z? + y? + 2% = 1 gegeben. Insbesondere haben
wir max{|z|,|y|, |z|} <1 und |zyz| <1 < Z. Somit ist tan(zyz) fir alle z,y, 2
auf der Kugeloberfliche definiert. Da in IR” die Kugeloberfliche kompakt ist,
muss das Maximum angenommen werden. Wir miissen daher die Extrema der
Funktion

tan(zyz) — e(z® +y> + 2° — 1)

unter der Nebenbedingung finden. Ableiten ergibt die drei Gleichungen

yz(1 + tan*(zyz)) — 2ex =0,
rz(1 + tan®(zyz)) — 2ey =0,
zy(1 + tan?(zyz)) — 2e2 = 0.

Ist ¢ =0, so muss y = 0 oder z = 0 oder x = 0 gelten. Der Wert an einer dieser
Stellen wére tan(zyz) = tan0 = 0. Das gleiche gilt, wenn eine der Koordinaten
0 sind. Wir werden im Folgenden einen hoheren Funktionswert finden.



Multiplizieren wir die erste Gleichung mit x, die zweite mit y und die dritte mit
z, erhalten wir

wyz(1 + tan*(xyz)) = 2ex? = 2ey® = 2e2*.
Somit ist #* = y? = 2> = 1. Da tanz < 0 fiir z € [—1,0], muss zyz = 375/
gelten, also wird das Maximum bei tan 3732 ~ 0.194862 angenommen. Dies ist

wirklich der maximale Wert, da ein Maximum angenommen wird. Die Punk-
te, in denen der Wert angenommen wird sind (- 75 \1[ })T, (3 L T,

V3TV B
(_\Lf % _\/LE)T’ (—\/Lg, —\/Lg, 7§) , also an vier Stellen.

4. Die Funktion f ist gerade. Somit sind die Fourierkoeffizienten

1 1 1
b, = / el sin(nre) do = / e “sin(nrx) do — / e “sin(nrz) dz =0,
_ 0 0

1

(z = —x) und

1 1
an = / e 7l cos(nma) da = 2/ e “cos(nmx) dr .
- 0

1

Fiir das Integral erhalten wir mittel partieller Integration

1 1
/ e “cos(nrx)dr =1— (—1)"e ! — mr/ e “sin(nmzx) dx
0 0
1
=1— (="' - n27r2/ e “cos(nmx) do .
0

Losen wir nach dem Integral auf, erhalten wir

1—(=1)"e!
1+ n2n2

1
/ e ? cos(nmzx) de =
0

Damit haben wir die Fourierreihendarstellung

n—l

—lel — e !
e l=1—-e"+ 22 . + n272 cos(nmz) .

Da f stetig ist und f(—1) = f(1) konvergiert die Reihe iiberall.

5. Aus dem Satz von Gauss folgern wir

/wdS:/divwdx,
B A



wobei A = {(z,y,2)" € R*: 2% 4 2y% + 322 < 6} der Ellipsoid ist. Wir erhalten
divw = 4. Die Achsenlédngen des Ellipsoids sind 2\/6, 2v/3 und 2v/2. Damit ist
das Volumen des Ellipsoids %71'\/6\/3\/5 = 8. Damit erhalten wir
/wdS:4-87r:327r.
B
Um das Volumen zu berechnen kann man auch Integrieren
V6 pa/3-a2/2  py/2-22/3-242/3
/ / / 1dz dy dx
- V/3—12/2 J—\/2—a2/3-2y2/3

x2/2
/ / 2¢/2 — x2/3 — 2y2/3 dy du

3— x2/2

3— z2/2
=4/2 / / 23 —22/2 —y? dy dx

3— 12/2

ZVQE/Qéyﬂﬁp Jr de = /2/37[6V6 — (v6)/3] = 87 .

6. a) Die Funktion hat Pole in z = 0. Da f(z) = f(0) + f(0)z + f"(0 )% +
ist die Laurentreihenentwicklung

£(0) , 2/(0) £ £(0)

) = 4
) 22 z

(£ [z+27)(F(0)= 7+ £/(0)+£7(0) = + .

2
Also ist das Residuum 2f(0) & f'(0). Aus dem Residuensatz folgt nun

/|:1(2 + [z + z_l])@ d

b) Als Kurvenintegral erhalten wir

/|1(2 +[z+ zl])@ dz = /OQW(Z + [ + eiﬁ])%j)iem do

= 2i /%(1 + cos ) f(e) d = 4i /W(l + cos(20)) f(e*?) df

2 = 2mi(2£(0) £ £(0)) .

= 4i/ (cos® f + sin? @ =+ [cos? @ — sin” 0]) f(e*?) A6 .
0
Dies gibt die beiden Gleichungen

27i(2£(0) + f/(0 —81/ f(e*) cos? 0 db ,
2mi(2£(0) — £/(0)) :81/0 f(e*%)sin?60 do .

Teilen wir durch 27i, erhalten wir das gewiinschte Resultat.



