H. Schmidli Mathematik fiir Physiker WS 10/11

Losung der Klausur

a) Zéhler und Nenner konvergieren gegen 0. Somit verwenden wir die Regel
von L’Hospital
en? —1—x _ (cosz)e™T —1 (cosz)esm® — 1

lim —————— = lim ~— = lim ,
=0 el=cosz — 1  2—0 (sinz)el=es®  2-0 sin

Y

wobei wir die Kettenregel verwendet haben. Zéhler und Nenner konvergieren
immer noch nach 0. Eine weiter Anwendung der Regel von L’Hospital und
der Ketten- und Produktregel gibt

(cosz)esin® — 1 (cos? z — sin x)esin®

lim - = lim =1.
z—0 SN x z—0 COS T
Also haben wir .
. gsinw _ 1—r
lim —=1.

r—0 el—cosz _ ]

b) Auch hier konvergieren Zahler und Nenner nach 0. Durch die Anwendung
der Regel von L’Hospital und der Kettenregel erhalten wir

—sinz
lim = lim <% = — lim
x—0 :L‘Q x—0 21‘ x—0 21‘

In(cos x) sin x

Eine zweite Anwendung der Regel von L’Hospital (oder durch Verwendung
des Resultates aus dem Buch) ergibt

. In(cosx) . sinz . CosT 1
lim ———~ = — lim = — lim =—3.
x—0 1’2 z—0 21 x—0 2

c) Da arctan x gegen 7/2 konvergiert, geht der erste Term nach Unendlich, der
zweite nach 0. Also erhalten wir mit der Regel von L’Hospital

1
I —arctanzx

. s . . T 1422
lim m[— — arctanx} = lim 22— — lim —%
T—00 2 T—00 xil T—00 —x*Q

1
= lim =



d) Mit der Kettenregel erhalten wir

1 1
[sin(arctan(In x))]" = cos(arctan(In x))m;
e) Die Quotienten- und Kettenregel ergeben
[ sin(e®) ]/ _ cos(e”) e’ arctanz — sin(e”) ;o
arctanz) (arctan x)?
f) Mit der Kettenregel erhalten wir
[sin((cos ) + Inz)] = cos((cosz) +Inz) (z7" —sinx) .

a) Um die Umkehrfunktion zu vereinfachen, setzen wir f'(z) = 2 und g(z) =

arctan . Dann ist f(z) = $2% und ¢'(z) = ﬁ Partielle Integration gibt

1
1+ a2

dzx .

a a
/ rarctanz dr = %az arctana — % / 22
0 0

Das Integral konnen wir als

@ 1 @ 1
/ x? dx :/ 1— dx = a — arctana
0o 1422 0 1+ 2?2

berechnen. Also haben wir

/0 varctanz dz = 1[(a® + 1) arctana — a .

b) Um die Verkniipfung zu losen, setzen wir ¢t = Inz, also z = e'. Dann ist
dz = e’ dt, und die Substitutionsregel ergibt

a Ina
/ sin(lnz) do = / (sint)e’ dt .
1 0

Nun versuchen wir partielle Integration f(¢) = €' und g¢(t) = sint. Somit
erhalten wir

Ina Ina
/ (sint)e’ dt = asin(lna) — / e’ cost dt .
0 0
Eine weitere partielle Integration mit f(¢) = e’ und g(t) = cost gibt
Ina Ina
/ etcostdt:&cos(lna)—1+/ e'sint dt
0 0

=acos(lna) — 1 —I—/ sin(lnz) dz .
1



b)

Setzen wir die Losungen zusammen, erhalten wir
a a
/ sin(lnz) dz = 1+ a[sin(Ina) — cos(lna)] — / sin(lnz) dz .
1 1
Losen wir nach dem Integral auf, erhalten wir

/la sin(Inz) dz = {1 + a[sin(Ina) — cos(Ina)]} .

Machen wir die Substitution v = 1 — 23, finden wir dv = —32% dx. Also
haben wir
1 1
/ \/1—x3dx—/—§(1—v)\/_dv—§/ V2 _ 3% d
1

1,1 1, 4
_5(3/_2_5/_2)_5.

Hier haben wir verwendet, dass eine Stammfunktion von v*/2 durch die
Funktion v*+2/2/[(k + 2) /2] gegeben ist.

Die Losungen fiir n? + 5n + 4 = 0 sind —1 und —4. Daher finden wir

3 B 3 o a b an+4) —bn+1)
n2+5n+4 (n+1)(n+4) n+l n+4  (n+1)(n+4)

Die Gleichung 3 = a(n + 4) — b(n + 1) impliziert « = b = 1. Somit ist die
Summe

3 3 _i LR SIS S 1 1
n:0n2—|—5n+4_ n+1 n+4 23 m+2 m+3 m+4’

Lassen wir m — oo, erhalten wir
Z 3 _1+1+1_11
fn?+bn+4 2 3 6

Die Reihe ist

[e.9]

1
ne—ne/2 _ —w/2yn &
ZI =D @ =

n=0

sofern |ze™®/2| < 1. Dies ist fiir # > —0.703467 (dieser Wert war nicht
verlangt) der Fall.



c) Nach dem Quotientenkriterium betrachten wir

en+1
. RN CESyyp i e . e
l1m%:hm — /2:11111—:0.
n—oo —y n—oo \/n 4 1(252)" n—oo \/(n+1)e

Somit ist die Reihe konvergent.

: N N 5 © 5 _ I
d) Wir haben sin= > = — =5 > 2. Da )~ & = 0o, muss y_~ sin = 00
gelten.

Alternativ, kann man das Integralkriterium verwenden. » 7, sin% < 00
genau dann, wenn floo sin% dzr < oco. Nun kann man die Abschétzung von
oben verwenden, oder das Integral zu berechnen versuchen. Mit y = %, also

T = ll/ erhalten wir
e’} 1 /1 1
sin—dx = [ (siny)— dy .
/1 T 0 y?

Mit partieller Integration ist dies

L 1 sin y ! ! cos Y
(siny)— dy = — - dy .
0 Y Y lo o Y
Dalim, .o ®¥ = 1, ist der erste Term endlich. Da aber 1/y nicht integrierbar

y
ist, ist % > % auch nicht integrierbar. Somit konvergiert die Summe

nicht.

a) Wir bestimmen

1 1 1
det {1 -1 0] =-14040-0-0—-1=-2=#£0
0 0 1
und
-1 11
det 0 1 2]=04240-1-(-2)—-0=3#0.
1 10

Somit sind die Basen linear unabhéngig. Da drei linear unabhéngige Vekto-
ren eine Basis bilden, ist die Aussage gezeigt.

b) Setzen wir

11 1 /111
T=(1-10|, T=|0 12],
0 0 1 1 10



so beschreibt T' den Basiswechsel von (vy,vs,v3) zur kanonischen Basis,
und T den Basiswechsel von (b1, by, bs) zur kanonischen Basis. Also miissen
wir T invertieren, um von der kanonischen Basis zur Basis (v1,v2,v3) zu
kommen. Nach der Regel von Cramer benotigen wir

1 1 -1 11 -1 11
det |0 1 2 | ==2,det| O 0 2] =2,det| O 1 0] =-1,
010 1 00 1 10
011 -1 0 1 -1 10
det |1 1 2] =1, det|{ O 1 2 ) =—-1, det|{ O 1 1 | =2,
010 1 00 1 10
011 -1 0 1 -1 10
det | 0 1 2 =1, det|{ O 0 2] =2, det| O 1 0] =-1,
110 1 10 1 11
Somit ist
1 -2 1 1
=12 -1 2
S\o1 2 -1
Die zum Basiswechsel gehorende Matrix ist somit
. 1 -2 1 1 1 1 1 1 -1 -3 -1
T= 3 2 -1 2 1 -1 0)==-|1 3 4
-1 2 -1 0 0 1 1 -3 =2

5. a) Die Bilder der kanonischen Basis sind die Spalten der Matrix. Da det A = 0
folgt, dass die Spalten linear abhéingig sind. Da der erste Vektor in der z-y-
Ebene liegt, sind die beiden ersten Spalten linear unabhéngig. Somit ist

2 1
w; = 1 5 wy = 0 )
0 2

eine Basis von f(IR*). Dies lisst sich auch direkt nachpriifen.

201 + Co 0
clwi + cowo = c1 =10
202 0

hat nur die Losung ¢; = ¢ = 0.

b) Die Spalten miissen eine Orthonormalbasis bilden. Es folgt sofort, dass die
ersten zwei Spalten orthogonal sind und die erste Spalte normiert ist. Der
zweite Vektor auch normiert sein, also

) 2
sin“a  cos® « 1
1= 2_Z 2

1 + 1 +c 4+c




b)

gelten. Dies gibt die beiden Losungen ¢ = ++/3/4. Wihlen wir ¢ = /3/4 =
V3 /2. Der dritte Vektor ist orthogonal zum ersten, wenn a cos a+bsin o = 0,

also a = —btan a. Um zum zweiten Vektor orthogonal zu sein, muss
b V3 b V3
0= sin® a4 cos? o) + d— = +d— .
2cos ( ) 2 2cos 2
gelten. Somit erhalten wir d = —m. Die dritte Spalte muss normiert
sein, also
1 4b*
1:b2[1+tan2a+ ]: .
3 cos? « 3 cos? a
Also erhalten wir /3
3
p_ LV3cosa
2
Die gesuchte Matrix ist (wenn wir die positive Losung verwenden):
coS & —%sinoz —@
T=|sina jcosa @
0 V3 _1
2 2

Wir trennen die Variablen

Y 1 T
/ dz=/2tdtzx2—x8.
v 210z 20

Im Integral auf der linken Seite machen wir die Substitution v = In z. Dann
ist dv = 27! dz, also

y 1 Iny 1 1
/ dz = / —dv=1In(lny) —In(Inyy) = In Y
%0 1

zInz nyo U Inyg

Also ist

lny 222
— = 0
In 1o ’

und somit
2

y = exp{(In yo)ex2_x0} )

Dies ist eine (inhomogene) lineare Differentialgleichung. Die homogene Lo-

sung finden wir durch Trennung der Variablen i dy, = cosx dz, also

yn = Ces™®. Wir machen den Ansatz y = C(x)e®"®. Dann ist die Gleichung
C'(x)e’"® = sinx cosz, also C'(x) = sinx cosze™ "%, Die spezielle Lésung
ist also

/sinxcosxe‘smx dr = /Ue_” dv=—(14v)e ™ =—(1+ sinz)e” SN

wobei wir die Substitution v = sinx verwendet haben. Die allgemeine
Losung wird somit .
y=Ce"* — (1 +sinz) .



c) Wir machen den Ansatz y = e*. Einsetzen in die Gleichung ergibt die
Gleichung (A\? + 2X 4 2)e* = (. Die Losungen sind A\jjp = —1+£+/1—-2 =

T

—1 + . Somit wird die Losung y = (Acosx + Bsinz)e .

Fiir die Anfangswerte y(0) und 3/(0) erhédlt man die Losung (ist nicht notig
fiir die Klausur)

y(x) = [y(0) cosz + (y(0) + y'(0)) sin afe”™



