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Losung der Nachklausur

a) Wir kénnen mit vollstdndiger Induktion vorgehen. Fiir n = 1 ist die linke
Seite 1, die rechte Seite 1-3/3 = 1. Somit gilt die Formel fiir n = 1. Nehmen
wir an, die Formel gilt fiir n. Dann ist fiir n + 1

n+1 n n(4n2 . 1)

;(Qk - 1>2 = ;(2]6 — 1)2 + (Qn + 1)2 = T + (271 + 1)2
~ (on+ 1>n(2n— 1);—3(271—1— 1) —on+ 1)%
_(n+1)@2n+1)(2n+3)  (n+1)(4n? +8n+3)
3 3
_ (n+1)(4(n+1)2-1)
3 .

Somit gilt die Formel auch fiir n + 1. Aus der vollstéandigen Induktion folgt,
dass die Formel fiir alle n gilt.

E(k-+1)(2k+1)
6

Alternativ, kann man die Formel )", _ k* = verwenden. Wir

erhalten dann

> @2k-1)= Z_ K — i(z@?

. (2n —1)(2n)(4n — 1) (n—1)n(2n — 1)

- 4
6 6
n(2n—1)[(4n —1) —-2(n—-1)]  n(2n—1)2n+1)
B 3 a 3
~ n(4n® - 1)
= ; '
b) Wir schreiben
Inx Inz)?
i _ e o~ (n(@+1))2—(Inx)?]
(z + 1))~ cnEtD)? :
Der Exponent ist
1 1) -1
(In(z+1))*—(Inz)* = (In(z+1)+Inz)(In(z+1)—Inz) = n(z + 1) nr

In(z+1)+Inzx



b)

Daln(z +1) —Inz =In ”1 , konvergieren Zahler und Nenner nach 0. Mit
der Regel von Hopital erhalten wir

| 1) —1 —_ — = | 1 | 2
e e L
R I

Da x stirker wichst als Inz, konvergiert letzterer Ausdruck nach 0. Damit
gilt

:L,ln T

_ 0 _
xh_)IEO (ZE + ]_)1n(:(2+1) =¢ 1.
Da e® — 1, konvergiert ¢* — 1 nach Null und damit cos(e” —1) nach 1. Somit
konvergieren Zéhler und Nenner nach 0. Mit der Regel von Hopital erhalten
wir
1 —cos(e®—1) . e"sin(e” — 1) _ sin(e® — 1)

lim = lim = lim
z—0 garctanz z—0 arctan z + 1+ —— =0 arctanx +

1+x2

Da arctan0 = 0 und sin(e® — 1) nach 0 konvergiert, miissen wir nochmals
die Regel von Hopital anwenden

, sin(e” — 1) . e"cos(e” —1) 1

lim : = lim — T = 5
0 0 -

sodarctans + oy o0 g + (1+22)2

Also ist der gesuchte Grenzwert %

Um die Umkehrfunktion zu vereinfachen, setzen wir f'(z) = 62 (also f(z) =
223) und g(z) = arcsin x. Partielle Integration ergibt

/ "6 dz =2 / 2
l’ arcsm Tr ar = CL arcsm a —
0 vV 1— .CC2

Wir setzen nun 2z = 1 — 22, also dz = —22 dz. Dann wird

a3 LR 1
—dw:/ = dr= (27 — 2237 )
\/0 /—1 — $2 r \/z ( \/_ 3 )|17a
=3-2V1-a?+2(V1-a®)’.

Zusammensetzen der Integrale gibt

/ 62” arcsinz dz = 2a” arcsina — 3 + 2v1 —a? — 2(V1 — a?)’ .

0

3

Da wir y = tanx setzen wollen, brauchen wir die Ableitung (tanz) =
1/ cos?x. Also

/1 2.ln(tan:1:) dx:/l 2In(tanx) dmz/tanlﬂny dy
. sinzcosz . tanzcos?z ; y

= (Intan1)? — (Intana)?



c) Setzen wir zuerst = sinv, also v = arcsin z. Dann ist do = cosv dv. Also

a
/ \/eurccosx/l—x2 VAT g
0

1 — 22

e V¥ cosv dv

/ aresina - [aycc0s4/1 — sin v
0

1 —sin®v
arcsin a \/7 arcsin a
arccos cosv _ _
= Y eV cosv dv = Ve VU du |
0 CcosS v 0

wobei wir cos?v = 1 — sin?v verwendet haben, und vcos?2v = cosv, da
cosv > 0 im betrachteten Bereich. Wir withlen nun ¢ = /v, also v = t* und
dv = 2t dt. Dann erhalten wir

arccos v/ 1 — x2 7 arcsina _
/ \/ Varcsin z dr = \/Ze VU dv

2
11—z 0

Varcsin a Varcsin a
= / te~'2t dt = 2/ 2te™" dt — 2(arcsin a)e” VAena
0 0

varcsin a
_ 4 /

et dt — 4v/arcsin ge~Varesina _ 2(arcsin a)e’\/m
0

=4—(4+ 4v/arcsin a + 2 arcsin a)e—m ’

wobei wir zweimal partiell integriert haben.

a) Wir versuchen die Partialbruchzerlegung

bn +4 5n +4 a b c

nd3+3n2+2n  n(n+1)(n+2) :ﬁ+n+1+n+2'

Multiplikation mit n gibt fir n =0, a = % = 2. Multiplikation mit n + 1

gibt firn = —1, b = ﬁ = 1. Multiplikation mit n — 2 gibt fiir n = —2,
c= (_2;?_1) = —3. Also haben wir
on + 4 2 1 3

n3—|—3n2—|—2n_n+n—|—1 n+2°

Fiir die Partialsummen ergibt sich

me—”_22+ L 3 5,3 2 3
n:1n3+3n2+2n—n:1n n+l n+2 2 N+4+1 N+2°
Somit finden wir den Grenzwert

[e’s) N
5n +4 2 1 3 3
SRR - —24+2=-35.
;n3+3n2+2n n:1n+n+1 n -+ 2 +2




b) Wir geben zwei Losungswege. Wir konnen die Summe schreiben als
0 i(”+1)$n_d§: ntl _d(lf: T2 >
— ( n+2 — (n+2)! _dxnzo(n—l—Q)!_dx x <= (n+2)!

de*—1—-z (¢"—1r—e"+14+x 1+ (x—1)"

n

dz x x? x?
Die Formel gilt fiir x # 0. Fiir = 0 erhalten wir wegen der Stetigkeit den
Grenzwert gegen 0:
(14 (z—1))e"

1 —1)e* 1
lim M — lim _ -
z—0 2 z—0 21 2

I

wobei wir die Regel von Hopital verwendet haben.

Fiir zweite Losungsmoglichkeit schreiben wir
= " 1 & z"t? 1[5yt 1 e
nz:% (n+2)n! a2 ; (n+ 2)n! z2/0 nz:%—n! x 262/0 ye’ dy
ve' — [Fevdy 14 (z—1)e”
1'2 - x2

Den Wert in 0 haben wir oben ausgerechnet.

c) Da der Nenner nie 0 wird, ist nach dem Integralkriterium ist die Reihe genau
dann konvergent, falls

/°° vV1+Inlnz
5 2

d .
z(lnz)(Inln z)3/2 T

Wir brauchen hier eine Grenze, die die Singularitit Inlnx = 0, also x = e
umgeht. Setzen wir y = Inlnz, so ist dy = dz/(zInx), also

/ Vi+Inlhz / Vi+y dy > ldy:oo
5 2(lnz)(Inlnz) 3/2 Inln3 3/2 Inln3 Y
Somit ist die Reihe divergent.
a) Sei
1 1 0 1 A+ A+ N\
1 0 1 1 | Mt At |
A1 1 + A2 0 + A3 0 + M\ 9 = A -2\ =0.
0 1 1 -2 A2+ A3 — 2y

Somit ist A\ = —2X4, Ao = Ay und A3 = \4. Die letzte Gleichung ist auch
erfiillt. Wir haben damit einen Parameter, den wir frei wahlen kénnen. Somit
ist der Kern der Abblldung R4 — V, ()\1, /\2, /\3, /\4>T — /\1'l)1+)\2’02+)\3’03+
Avy eindimensional, und damit der Bildraum V' dreidimensional.



5.

6.

b) Aus a) folgt, dass vy = 2v; — vy — v3. Also ist (vy,v2,v3) eine Basis.
Aus |lv1]|?> = 3 schliessen wir, dass b; = v;/V3 normiert ist. Weiter ist
(v5,b1) = 1/4/3. Dann ist by = vy — by /V/3 = (2, —3,—3,1) orthognonal zu

3
by. Weiter ist ||by||? = 5/3. Der normierte Vektor ist by = \/ﬁ(2, 1,-1,3)".

Wir erhalten (vs, b;) = 1/\/§ und (vs, by) = 2/4/15. Damit ist by = vs —
bl/\/g - 2b2/\/_ = 5( —1,3)7 orthogonal zu by, by. Der normierte
3,4, 1,3)T. Somit ist

Vektor ist by = \ﬁ(
1 2 -3
1 1 1 —1 1 4
by = — ; by = — ) by = —— )
VBl R SRVEEN I
0 3 3

eine Orthonormalbasis von V.

c) Das Bild von vy ist f(v;) = g(v;) = (2,—1,—1,0)" und das Bild von v, ist
f(v2) = g(vs) = (2,0,0,0)". Da wir in IR* die kanonische Basis betrachten,
sind die Bilder schon in der richtigen Basis gegeben. Somit ist die Matrix

der Abbildung
2

2
0
0
0 O
Da A ein Eigenwert ist, gibt es einen Eigenvektor v zum Eigenwert A. Da A nicht
diagonalisierbar ist, kann es nur einen Eigenvektor geben. Wir kénnen somit die

Basis dndern, so dass v in der Basis ist. Also ist A dhnlich zu einer Matrix, bei
der e; ein Eigenwert zu A ist, das heisst, A ist dhnlich zu

B:(S g).

Da &hnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom haben, und jede
Matrix mit zwei verschiedenen Eigenwerten diagonalisierbar ist, muss b = A
gelten. Der Wert a kann nicht 0 sein, da sonst A diagonlisierbar wére. Es gilt
Be, = aej+)ey, also B(ey/a) = e;+A(ey/a). Wenn wir also die Basis (eq, es/a)
wahlen, hat nach dem Basiswechsel A die gewiinschte Form.

a) Wir setzen v = zy. Dann ist y = v/z und y' = (v'z — v)/2*. Die Gleichung
wird
vz —v  sin(x) cos?(v) —v/x

x? x ’

oder v’ = sin(x) cos?(v). Mit Trennung der Variablen erhalten wir
dv

cos? v

= sin(z) dz .



b)

Integrieren wir, erhalten wir tanv = — cosx + C. Somit ergibt sich

v(x) = arctan(C — cosx) , y(z) = arctan((;_ cos 1) .

Mit der Anfangsbedingung (zg, yo) erhalten wir

arctan(C' — cos xg)

Yo =
Zo
Losen wir nach C' auf, ergibt sich C' = tan(x¢yo)+cos(zo), also die allgemeine

Losung
arctan(tan(xoyo) + cos(zg) — cos x)

y(r) = .
In Matrixform ist das System
<y1>’: ( : i) (y>
3 1 :
Y2 1 1 Yo

Die Eigenwerte sind die Lésung von
C-NE-N-2=N=-31x+2=0.

Somit ist Ay = 2 und Ay = 1. Der Eigenvektor zum Wert 2 ist die Losung
von

Also ist der erste Eigenvektor (1,1/3)". Der Eigenvektor zum Wert 1 ist die
Loésung von

Also ist der zweite Eigenvektor (v/3,—1)T. Wir brauchen noch die inverse

Matrix »
(1) =0l )

wobei wir hier die allgemeine Formel aus der Vorlesung verwendet haben.
Also erhalten wir

w\ 1/ 1 V3\[(20\(1 V3\(wm
v ) 4\V3 -1 01 V3 —1 y2 )
Setzen wir z; = y; + \/392, 29 = \/§y1 — 12, so haben wir das System

2 =2z, 2h =12 .



Somit ist z; = Ce®® und 2z, = De®. Also erhalten wir

v\ 1 1 V3 Ce*® B 1 Ce** 4+ \/3De"

v ] 4\ V3 —1 De* )~ 4\ \/3Ce* — De* ) -
Alternativ folgt aus den Eigenwerten 2 und 1 folgern, dass y; = Ae** + Be®
und 1, = Ce** + De®. Einsetzen in die Gleichugen ergibt

24e* + Be" = (34 + ‘/TgC)e% + (3B + ‘/TgD)ez :
20e** + De* = (‘/TgA + IC)e* + (‘/TgB + ID)e" .

Somit erhalten wir die beiden Gleichungen —§A+ ‘/Tg(] = 0 und iB—P/T‘S’D =
0. Also ist C = /34 und B = —/3D.



