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0. Einführende Beispiele

0.1. Beispiel 1

Sei {Nt} ein Poisson Prozess mit Rate 1, das heisst, {Nt} hat unabhängige Zuwächse,

N0 = 0 und

IIP[Nt+h −Nt = n] =
hn

n!
e−h .

Betrachten wir den Prozess {Xt = x + Nt − ct} für ein c ∈ IR. Mit {Ft} bezeichnen

wir die natürliche Filtration bis zur Zeit t. Sei f eine reelle differenzierbare Funktion,

so dass IIE[|f(Xt)|+ |f ′(Xt)| | X0 = x] < ∞ für alle x ∈ IR. Dann gilt

IIE[f(Xt+h) | Xt = x] =
∞∑

n=0

f(x + n− ch)
hn

n!
e−h .

Die Funktion ist differenzierbar bezüglich h in h = 0:

lim
h↓0

IIE[f(Xt+h) | Xt = x]− f(x)

h

= lim
h↓0

f(x− ch)− f(x)

h
+ f(x− ch)

e−h − 1

h
+

∞∑
n=1

f(x + n− ch)
hn−1

n!
e−h

= −cf ′(x)− f(x) + f(x + 1) .

Das kann als

IIE[f(Xt+h) | Xt] = f(Xt) + (−cf ′(Xt) + f(Xt + 1)− f(Xt))h + o(h)

geschrieben werden. Der Prozess hat also die infinitesimale Drift (−cf ′(Xt)+f(Xt +

1) − f(Xt)) dt. Subtrahieren wir die Drift vom Prozess, dann sollten wir ein Mar-

tingale erhalten:

Mt = f(Xt)−
∫ t

0

(−cf ′(Xu) + f(Xu + 1)− f(Xu)) du .
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Tatsächlich gilt

IIE[Mt+h −Mt | Ft]

= IIE
[
f(Xt+h)− f(Xt)−

∫ h

0

(−cf ′(Xt+s) + f(Xt+s + 1)− f(Xt+s)) ds
∣∣∣ Ft

]
= −f(Xt) +

∞∑
n=0

[
f(Xt + n− ch)

hn

n!
e−h

+

∫ h

0

(cf ′(Xt + n− cs)sn + f(Xt + n− cs)(sn − nsn−1)
e−s

n!
ds

]
= −f(Xt) +

∞∑
n=0

[
f(Xt + n− ch)

hn

n!
e−h −

∫ h

0

[
f(Xt + n− cs)

sn

n!
e−s

]′
ds

]
= −f(Xt) +

∞∑
n=0

f(Xt + n)
0n

n!
= 0 .

Somit haben wir eine einfache Methode gefunden, um Martingale zu konstruieren.

Von besonderem Interesse sind Martingale, bei denen der Kompensator ver-

schwindet, das heisst,

−cf ′(x) + f(x + 1)− f(x) = 0 .

Versuchen wir es mit einer Funktion der Form f(x) = erx. Dann ist r die Lösung

der Gleichung

er − 1− rc = 0 .

Die Gleichung hat immer die Lösung r = 0. Ist c > 0 und c 6= 1, dann gibt es

eine zweite Lösung r 6= 0. Sei im weiteren r diese zweite Lösung. Dann ist {erXt}
ein Martingal. Dieses Beispiel ist allgemeiner, als die Funktionen, die wir in dieser

Vorlesung betrachten werden. Wir werden uns hier mit beschränkten Funktionen

beschäftigen.

Nehmen wir nun an, wir wollen die Grösse

IIE
[∫ T

0

g(Xs, s)e
−αs ds + e−αT G(XT )

∣∣∣ X0 = x
]

berechnen, wobei T > 0 ein (endlicher) Horizont ist, g : IR × [0, T ] → IR eine

beschränkte Kostenfunktion, G : IR → IR eine beschränkte Schlusskostenfunktion

und α ≥ 0 ein Diskontierungsfaktor. Um diese Grösse zu berechnen, betrachten wir

für t ≤ T die Funktion

f(x, t) = eαtIIE
[∫ T

t

g(Xs, s)e
−αs ds + e−αT G(XT )

∣∣∣ Xt = x
]

.
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Wir nehmen an, dass diese Funktion stetig differenzierbar ist. Das wird bedeuten,

dass wir Bedingungen an g stellen werden müssen. Es ist klar, dass f(x, T ) = G(x)

gelten muss. Mit der Methode, die wir zur Martingalkonstruktion verwendet haben,

erhalten wir, dass

f(Xt, t)e
−αt−

∫ t

0

[ft(Xs, s)− cfx(Xs, s)+ f(Xs +1, s)− f(Xs, s)−αf(Xs, s)]e
−αs ds

ein Martingal ist, wobei ft und fx die partiellen Ableitungen bezeichnen. Die Mar-

tingaleigenschaft ergibt

IIE
[∫ T

t

g(Xs, s)e
−αs ds + e−αT G(XT )

∣∣∣ Xt

]
= f(Xt, t)e

−αt

= IIE
[
f(XT , T )e−αT −

∫ T

t

[ft(Xs, s)− cfx(Xs, s)

+ f(Xs + 1, s)− f(Xs, s)− αf(Xs, s)]e
−αs ds

∣∣∣ Xt

]
= IIE

[
G(XT )e−αT −

∫ T

t

[ft(Xs, s)− cfx(Xs, s)

+ f(Xs + 1, s)− f(Xs, s)− αf(Xs, s)]e
−αs ds

∣∣∣ Xt

]
.

Daher haben wir

IIE
[∫ T

t

[ft(Xs, s)− cfx(Xs, s) + f(Xs + 1, s)− f(Xs, s)

− αf(Xs, s) + g(Xs, s)]e
−αs ds

∣∣∣ Xt = x
]

= 0 .

Dies ergibt

ft(x, s)− cfx(x, s) + f(x + 1, s)− f(x, s)− αf(x, s) + g(x, s) = 0 .

Die obige Gleichung heisst Feynman–Kac Formel.

Der Prozess {Xt} hat noch eine weiter Eigenschaft. Sei T (t) der Operator

(T (t)f)(x) = IIE[f(Xt) | X0 = x] .

Da IIE[f(Xt+s) | X0 = x] = IIE[IIE[f(Xt+s) | Xt] | X0 = x] gilt, erhalten wir die

Eigenschaft T (t+s) = T (s)T (t). Eine Familie von Operatoren mit dieser Eigenschaft

heisst Halbgruppe. Wir werden Halbgruppen betrachten, und die Resultate auf

Markov Prozesse übertragen.
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0.2. Beispiel 2

Sei C eine offene, beschränkte und zusammenhängende Teilmenge von IR2 mit einem

glatten Rand. Sei fb(x) : ∂C → IR eine stetige Funktion auf dem Rand. Wir möchten

nun eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : C → IR finden, deren zweite

Ableitung beschränkt ist, und die die Gleichung

∂2

∂x2
1

f(x1, x2) +
∂2

∂x2
2

f(x1, x2) = 0

erfüllt, so dass für alle x0 ∈ ∂C

lim
x→x0

f(x) = fb(x0)

gilt. Wir diskutieren zuerst das Problem der Eindeutigkeit der Lösung.

Nehmen wir also nun an, dass f eine Lösung des Problems ist. Sei {X t} eine zwei-

dimensionale Brownsche Bewegung, das heisst, {X t} hat unabhängige Zuwächse,

stetige Pfade, so dass X t normalverteilt ist mit Mittelwert (0, 0)> und Varianzma-

trix tI, wobei I die Identitätsmatrix bezweichnet. Sei τ der erste Zeitpunkt, wo

{X t} die Menge C verlässt. Man kann zeigen, dass t−1IIP[τ ≤ t] → 0 für t → 0.

Daher können wir die Stoppzeit τ in der folgenden Rechnung vernachlässigen. Da

die Ableitung beschränkt sein muss, erhalten wir mit Hilfe der Taylorformel

lim
t↓0

1

t
IIE[f(X t)− f(x) | X0 = x]

= lim
t↓0

1

2π

∫∫
IR2

f(x1 +
√

ty1, x2 +
√

ty2)− f(x1, x2)

t
e−(y2

1+y2
2)/2 dy2 dy1

= lim
t↓0

1

2π

∫∫
IR2

f(x1 + ty1, x2 + ty2)− f(x1, x2)

t2
e−(y2

1+y2
2)/2 dy2 dy1

= lim
t↓0

1

2π

∫∫
IR2

(y1
∂

∂x1
f(x1, x2) + y2

∂
∂x2

f(x1, x2)

t

+
y2

1

2

∂2

∂x2
1

f(x1, x2) + y1y2
∂2

∂x1x2

f(x1, x2) +
y2

2

2

∂2

∂x2
2

f(x1, x2)
)

× e−(y2
1+y2

2)/2 dy2 dy1 + o(1)

= 1
2

( ∂2

∂x2
1

f(x1, x2) +
∂2

∂x2
2

f(x1, x2)
)

= 0 .

Wir werden später sehen, dass dies bedeutet, dass {f(X t)} ein Martingal ist. Der

Stoppsatz ergibt nun

f(x) = IIE[fb(Xτ ) | X0 = x] .
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Daher ist die Lösung eindeutig. Weiter lässt sich zeigen, dass die Funktion f(x) =

IIE[fb(Xτ ) | X0 = x] eine Lösung des obigen Problems ist, sofern sie zweimal diffe-

renzierbar ist. Damit haben wir auch die Existenz einer Lösung gezeigt.

Das Martingalproblem, das wir später betrachten werden ist ähnlich. Für unser

Beispiel sei

A =
{(

f,
∂2

∂x2
1

f +
∂2

∂x2
2

f
)

: f ∈ C2(IR2)
}

.

Wir suchen dann einen Prozess {f(X t)}, so dass der Prozess{
f(X t)−

∫ t

0

g(Xs) ds
}

für jedes (f, g) ∈ A ein Martingal ist.


