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2. Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmassen

In diesem Kaptitel bezeichntet (S, d) einen metrischen Raum und P(S) bezeichnet
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse auf S beziiglich der Borel o-Algebra %B(.S).

2.1. Die Prohorov-Metrik

Definition 2.1. Die Prohorov-Metrik p auf P(S) ist definiert als
p(IP,Q) = inf{e > 0: IP[F] < Q[F*] + ¢ fiir alle F € €},
wobei € die Klasse aller abgeschlossenen Mengen von S ist, und
Fe={zxe€ SZ;lellfmd(I,y) <e}

ist die e-Umgebung von F. Wir sagen eine Folge {IP,,} konvergiert nach IP, falls
p(IP,,,IP} nach 0 konvergiert.

Wir wollen zuerst zeigen, dass p wirklich eine Metrik ist. Dazu brauchen wir den

folgenden

Hilfssatz 2.2. Seien IP,Q € P(S) und «, > 0. Falls
P[F] < Q[F] + 6
fiir alle F' € € gilt, dann gilt auch
Q[F] <TP[F°] + 3
fiir alle F € €.
Beweis. Sei F} € €und Fy, = S\ F{*. Dann ist F, € €und F} C S\ Fy'. Also gilt
PP =1-P[R]21-QF]-=2Q[R]-F.

Dies zeigt die Aussage. O
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Hilfssatz 2.3. Die Prohorov-Metrik ist eine Metrik auf P(S).

Beweis. Aus Hilfssatz [2.2] folgt sofort, dass p(IP, Q) = p(Q,P). Ist p(IP,Q) = 0,
so folgt aus der monotonen Konvergenz, dass IP[F] < Q(F) fiir alle F' € €. Da die
abgeschlossenen Mengen alle Mengen in B(S) erzeugen, muss also IP[F] < Q(F)
fir alle F' € B(S) gelten. Wegen der Symmetrie folgt dann IP[F] = Q(F) fiir alle
F eB(9),alsoIP = Q. Seien nun IP, ), R € P(S). Nehmen wir an, dass p(IP, Q) < ¢
und p(Q, R) < §. Dann ist fiir F' € ¢

P[F] < Q[F] +¢ < Q[FF)+e < R[F*| +6+¢ < RIF™] +5+¢.

Somit ist p(IP, R) < § + e. Dies beweist die Dreiecksungleichung. O

Hilfssatz 2.4. Sei p ein endliches Borelmass auf S, n € IN \ {0} und sei p; > 0
und A; € B(S) fiiri =1,...,n. Nehmen wir an, dass

Zpi < M[U Aii| (2.1)
iel iel
fiir alle I C {1,...,n}. Dann gibt es Borelmasse Ay, ..., A, auf S, so dass \;(A;) =
ANi(S) = p; fiir alle i und > | N\i(A) < u(A) fiir alle A € B(.S).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass p; > 0 fiir alle .. Wir beweisen die Aussage

mittels vollstdndiger Induktion.
Fiir n = 1 definieren wir Ay (A) = p1u(ANA;)/pu(Ar). Dannist A (A;) = M\ (S) =
p1, und, da p; < p(Ay), M(A) = M(ANA) < pu(ANA) < u(A).

Nehmen wir nun an, die Aussage gilt fiir n = 1,...,m—1. Definieren wir 1 durch
n(A) = p(AN Ap)/u(Ap). Definieren wir

g0 = sup{g : Zpl- < (u— 57))(UA1-> fir alle I C {1,...,m — 1}} :
iel iel
Nehmen wir zuerst an, dass g > p,,. Setzen wir \,, = p,,n und ' = p — A,,. Da
Pm < p(Ay,) folgt, dass 1’ ein Mass auf ®B(.S) ist. Nach der Induktionsvoraussetung
gibt es Masse Ap, ..., Ay_1, s0 dass \i(A;) = A(S) = p; und 3771 N (A) < p/(A)
fiir alle A € B(.5). Weiter gilt A\, (An) = An(S) = pp. Durch die Konstruktion hat
A1, ..., Ay die benétigten Eigenschaften.

Nehmen wir nun g9 < p,,, an. Wir setzen dann p/ = u — ggn. Es gibt dann ein
0#1IyC{l,...,m—1},sodass >, ; pi < p'(UjerA;) fiir alle I C Iy, wobei fir I = I
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die Gleichheit gilt. Insbesondere haben wir I # {1,. — 1}. Es gibt dann Masse
A auf S fur i € Iy, so dass \;(A;) = \i(S) = p; fir i € ]0 und Y. Ai(A) < p'(A)
fir alle A € B(5). Sei p, = p; fiir i« < m — 1 und p), = pm — €. Wir setzen
By = Uier,A; und definieren p”(A) = p/(A) — /(AN By). Sei Iy = {1,...,m} \ Io.
Sei I C I,. Wir bemerken zuerst, dass falls m € I,

Su<u( U a)-a=w(U 4). (2.2)

ielUlp i€IUlp i€IUlp

Es gilt dann fiir beliebiges I C I,

Sor+nB)= Y < ( U 4)

el 1€IUl 1€IUlg

—M(UA>+M(BO <<UA>QBO)—MH<Q)A1‘+MI(BO)'

1€

Hier haben wir die Definition von I verwendet, und die Ungleichung gilt wegen
(2.2), falls m € I und der Definition von &, falls m ¢ I. Also haben wir gezeigt,

dass fiir jedes I C I

> i< M”(U Ai) :

iel i€l
Wegen der Indukttionsvoraussetzung gibt es Masse A, auf S, so dass A;(A;) =
N(S) = pj fir i € I und Y, N(A) < p(A). Wir setzen nun \; = A} fiir
i€\ {m}und \,, = X, + on. Dann ist \;(A;) = A\(S) = p; fiir ¢ € I;. Weiter
gilt fiir A € 9B(9)

Z =D XA+ D A(A) =D N(ANBo) + > Ni(A) + egn(A)

=1 i€l i€ly i€l i€ly

< 1/(AN Bo) + p"(A) + eon(A) = 1 (A) + gon(A) = u(A) .

Somit hat A1, ..., A, die geforderten Eigenschaften. O

Korollar 2.5. Sei u ein endliches Borelmass auf S, n € IN \ {0} und p; > 0 und
A; € B(9S) fiiri=1,...,n. Sei ¢ > 0, und nehmen wir an, dass

Son<p|Jal e
i€l el
fiir alle I C {1,...,n}. Dann gibt es Borelmasse Ay, ..., A, auf S, so dass \;(A;) =

Ni(S) <pifiri=1,....n, >0 N(S) >3 pi—eund > N(A) < u(A) fiir
alle A € B(S).
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Beweis. Sei S = SU{A}, wobei A ein isolierter Punkt ist, der nicht zu S gehort.
Wir erweitern das Mass p auf ', so dass u({A}) = . Wir setzen A, = A; U {A}.

Dann gilt
sz' <pu [U A;]

il iel
fir alle I C {1,...,n}. Nach Hilfssatz gibt es Masse A|,..., X/ auf S, so dass
N(AL) = N(S") = piund D77 N(A) < p(A) fiir alle A € B(S”). Wir setzen nun
Ai = A} |s. Dann ist A\;(A4;) = A(A4;) < N(A)) = p; und N(S\ A;) = N(S\ 4;) = 0.
Also gilt

n

Z Ai(S) = Z NS\ A{AY) =) I = X({AD] 2 Zpi —u({A}) = Zpi —c,

=1

wobei wir > 1" | M ({A}) < u({A}) verwendet haben. Schliesslich gilt >~ | \i(A) =

i=1"%

S A(A) < u(A) fir alle A € B(S). O

1=1""

Hilfssatz 2.6. Sei S separabel, e > 0, IP,Q € P(S), so dass p(IP,Q) < €, und § >
0. Nehmen wir an, die Mengen F, ..., Ey € B(S) sind disjunkt mit Durchmesser
kleiner als § und IP[Ey| < &, wobei Ey = S\ (UY_, E;). Dann gibt es Konstanten
¢1,...,cy € [0,1] und unabhéngige Zufallsvariablen X,Yy, ..., Yy (mit Werten in
S) und ¢ (mit Werten in [0,1]), die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, v)

definiert sind, so dass X die Verteilung P hat,  auf [0, 1] gleichverteilt ist, und
}/i auf{XGEi,CZCi},z'zl,...,N,
Y = { (2.3)

Yy, sonst,

die Verteilung () hat, und

(d(X,Y)>6+¢e) C {X € B} U {g < maX{IP[Ei] . P[E; > 0]}} :

und
vd(X,)Y)>d0+¢| <d+¢.

Beweis. Sei p; = P[F;| und A; = Ef furi=1,... N. Dann gilt

D pi < ]P[UEJ < Q[Uz‘h] +¢
icl icl il

fir alle I C {1,..., N}. Nach Korollar gibt es dann Borelmasse A1, ..., Ay auf
S, so dass A\[A;)] = N[S] < pi firi = 1,...,N, S8 N[S] > SN p — € und
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SV NIA] < Q[A] fiir alle A € B(S). Insbesondere gilt p; — A(S) < e. Wir setzen
nun ¢; = (p; — \[S])/pi € [0, 1] mit der Interpretation 0/0 = 0. Wir haben, ¢; < &/p;
falls p; > 0. Es gilt (1 — ¢;)IP[E;] = A\;(S) und

N N N

P[Eo] + ) aP[E]=1-> P[E]+ > aP[E]=1-> \[S].

=1 i=

Wir definieren nun die Masse
Qi[B] =

fire.=1,..., N und
N
QB = > i1 AilB]

@l = PIE)] + i, aP[E]
Wir definieren nun unabhéngige Zufallsvariablen X, Yy, ..., Yy, ( auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,v) mit den Verteilungen IP, Qo, ..., @y und uniform auf
[0,1]. Die Variablen Yi,..., Yy nehmen dann Werte in A;,..., Ay an. Definieren

wir nun Y durch (2.3). Dann haben wir fiir alle B € 9B(.5)

VY € B = Y- QuB)(1 — c)P[E] + Q[B)(PIE] + Y cPIE])

WE

1

(2

Y

1 i=1

I
WE
E

+
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S
=

|
[~]
>
s

N—

1
o
=

(2

Also hat Y die Verteilung Q. Es gilt nun {X € E;,( > ¢} C{X € E;,)Y € A;} C
{d(X,Y) < § +¢}. Also erhalten wir

{dX,Y)26+e} C{X e BEyU| X € B¢ <} © {XeEo}u{g< \/ci}

=1 =1

C {X € By} U {c < maX{IP[gEi] . P[E)] > o}} .

Die obige Formel ergibt auch

Vd(X,Y) 2 6+ < P[E] + 3 PE] = P[E] + 3 (p — AlS]) <5 +<.

=1 i=1

was die Aussage beweist. O
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Satz 2.7. Sei (S,d) separabel und seien IP,Q € P(S). Sei M(IP, Q) die Menge
aller u € P(S x S) mit Randverteilungen IP und Q). Dann gilt

p(P, Q) = et o inf{e > 0: pl[{(z,y) : d(z,y) 2 e}] < e} .

Beweis. Aus p[{(z,y) : d(x,y) > €}] < € fiir ein p € M(IP, Q) folgt fur F' € B(S)
P[F] = ulF x 8] < ul(F x $)n{(,9) - d(z,y) < eH+e < plSx FF]+e = Q[F]+¢ .

Somit gilt p(IP, Q) < . Dies beweist die eine Ungleichung. Die andere Ungleichung
folgt aus Hilfssatz [2.6] O

Korollar 2.8. Sei (S, d) separabel. Seien {X,,} und X Zufallsvariablen mit Werten
in S die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) definiert sind mit Verteilungen
P, und IP. Gilt d(X,, X) 20 fiirn — oo, dann gilt IP,, — IP.

Beweis. Sei p, die gemeinsame Verteilung von X, und X. Dann konvergiert
pal{(z,y) : d(z,y) > e}] — 0 fiir jedes € > 0. Somit folgt das Resultat aus Satz [2.7]
U

Satz 2.9. Ist S separabel, dann ist auch P(S) separabel. Ist zusétzlich (S,d)
vollsténdig, dann ist auch (P(S), p) vollstéandig.

Beweis. Sei {z,} eine dichte Teilmenge von S, und sei d,, € P(S) das Dirac-Mass

in z. Sei N N
M = {Zak% LN e IN\ {0}, ar € Q.Y ay = 1} .
k=1 k=1

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass M dicht ist.

Sei nun {IP,} C P(S) eine Folge mit p(IP,,_1,IP,)) < 27" fiir n > 2. Wir wihlen
nun disjunkte Mengen Efn), o ,E%ﬁ? € B(S) mit Durchmesser kleiner als 27",
so dass IPn_l[Eén)] < 27", wobei E(()n) =5\ (U]kv;‘lElin)). Nach Hilfssatz gibt
es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,v), auf dem die unabhéngigen Variablen
v ,YJS,’Z) (S-wertig) und (™ (gleichverteilt auf [0,1]) sowie eine Variable X
mit Verteilung IP;. Weiter gibt es Konstanten cgn), . ,65\7;2 € [0, 1], so dass fiir n > 2

die Zufallsvariablen

7

v {Y.(”), auf {X,_1 € BE™ (™ >™} i=1,... N,

YO(”) ., sonst,
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die Verteilung IP,, haben, und v[d(X,_ 1, X,) > 27" < 2771 Aus dem Borel-

Cantelli-Lemma folgern wir, dass

IJ[Z d(Xp-1,Xn) < oo} =1.
n=2
Da (S,d) vollstandig ist, gibt es eine Variable X, so dass X,, — X. Sei IP die
Verteilung von X. Es folgt nun aus Korollar dass p(IP,, IP) nach 0 konvergiert.
Somit ist (P(.S), p) vollsténdig. O

Satz 2.10. Sei (S, 1) separabel und IP,, und IP seien aus P(S) mit p(IP,,,IP) — 0.
Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) auf dem Variablen X,, und X
mit den Verteilungen IP,, und IP definiert sind, und X,, — X.

Beweis. Fiir £ € IN\ {0} gibt es disjunkte messbare Mengen Efk), e EJ(\Z) mit
Durchmesser kleiner als 2% und P[ES”] < 2% wobei EJ” = §\ (UM E®. Wir
diirfen annchmen, dass £, = min;<;<n, P[E"] > 0. Setzen wir k, = max{1} U{k >
1:p(lP,,IP) < g;/k}. Wir konnen annehmen, dass k,, < oo, da wir fiir die anderen n
einfach X,, = X setzen konnen. Wir wenden nun Hilfssatz an, wobei wir () = IP,,,
e =gy, firk, >1und ¢ = p(IP,,,IP) + 1/n fiir k, = 1, 6 =27% E; = Ei(k”) und
N = Ny, wahlen. Es gibt dann also einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) auf
dem YO("), . ’YISTZEL’ ¢ gleichverteilt auf [0, 1] und X mit Verteilung IP existieren, die

alle unabhéngig sind, so dass es Konstanten cgn), e ,c%‘k) in [0, 1] gibt, so dass

(2 (3

Y {Y-(n), auf {X € E*) ¢>c™Y}, i=1,... N,

Yo(n), sonst,

die Verteilung IP,, hat, und, falls k&, > 1,
{(r(Xp, X) > 27" 4 e [k} C{X € BV U{C < 1)k}

Setzen wir K,, = min,,>, k,,. Ist K, > 1, so erhalten wir

y[ U (r(X X) 2 27 4 gkm/km}} < 3 uX € B 4+ vl¢ < 1k
m=n k=K
<ok L
—_— K .

n

Da lim,, ., K, = oo, folgt dass X,, — X. [
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Korollar 2.11. (Continuous Mapping Theorem) Seien (S,r) und (S',r") se-
parable metrische Rdume und sei h : S — S’ Borel-messbar. Seien IP,, und IP in
P(S) so dass p(IP,,P) — 0. Dann sind Q,, = P,h™! und Q = Ph~' in P(Y).
Sei Cj, C S die Menge der Punkte, in denen h stetig ist. Ist IP[C},] = 1, dann gilt
p'(Qn, Q) — 0, wobei pf die Prohorov Metrik auf P(S") ist.

Beweis. Nach Satz gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Variablen
X, und X definiert sind, so dass X,, — X. Dann gilt auch h(X,) — h(X). Nach
Korollar 2.8 folgt daraus, dass p/(Q,, Q) — 0. O

2.2. Der Satz von Prohorov

Definition 2.12. FEin Mass P € P(S) heisst straff, falls es fiir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K C S gibt, so dass IP[K] > 1 — e. Eine Menge M C P(S)
heisst straff, falls es fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C S gibt, so dass
IP[K] > 1 — ¢ fiir alle IP € M.

Hilfssatz 2.13. Falls (S, r) vollstdndig und separabel ist, dann ist jedes IP € P(.5)
straff.

Beweis. Sei {z;} dicht in S und wéhlen wir € > 0. Dann gibt es natiirliche Zahlen

N, so dass
Ny, -
IP[HB(xk, 1/n)} >1- .

Sei K der Abschluss von M,>; Uy", B(wg, 1/n). Dann ist K total beschrinkt und
abgeschlossen, und daher kompakt. Weiter gilt

IP[K]21—Z2%=1—5.

n=1

Satz 2.14. (Satz von Prohorov) Sei (S, r) vollstdndig und separabel, und M C
P(S). Dann sind folgende Aussage dquivalent:

i) M ist straff.
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ii) Fiir jedes € > 0 gibt es eine kompakte Menge K C S, so dass

inf P[K|>1—¢.
PeM

iii) M ist relativ kompakt.

Beweis. “i) = ii)” Trivial.

“ii) = iii)” Da M vollstindig ist (Satz [2.9)), geniigt es zu zeigen, dass M total
beschrinkt ist. Sei e > 0 und 0 < § < £/2. Wir withlen K, so dass infpe IP[K°] >
1 — ¢. Es gibt dann eine endliche Menge {z1,...,z,}, so dass fir B; = B(x;,20)
gilt, dass K° C U;_, B;. Dies ist der Fall, da K mit endlich vielen 6-Umgebungen
tiberdeckt werden kann. Wir setzen F; = B; \ U;;ll B;. Sei zp € S und m > n/d. Sei

N:{g%(sm:ogmgm,gmzm}.

Sei Q € M. Wir setzen k; = |mQ[E;]| und kg = m — > | k. Da die Mengen
{E;} disjunkt sind, gilt kg > 0. Mit IP = """ (k;/m)d,, € N erhalten wir fiir eine
abgeschlossene Menge F'

(mQIE]

m

QFl<Q| U El+o< X2

FNE;#£0 FNE;#0

+ L S <PIF®) 425 .
m

Somit ist p(Q,P) < 20 < e. Da A eine endliche Menge ist, ist M total beschrinkt.

“lii) = i)” Sei e > 0. Da M total beschrinkt ist, gibt es fiir jedes n € IN \ {0}
eine endliche Menge M, C M, so dass M C {Q : infpcpr, p(IP, Q) < 27771},
Aus Hilfssatz schliessen wir, dass wir fiir jedes n eine kompakte Menge K,, C S
wihlen kénnen, so dass infpey, IP[K,] > 1 — 271 Fiir Q € M gilt dann, dass
es ein IP € M,, gibt, so dass

QK2 " > P[K,| —e2 "' >1—e27".

Wir setzen K = N K2 """, Dann ist K kompakt, da K abgeschlossen und total
beschrankt ist. Wir haben fiir Q € M,

QK] >1-) 2 "=1-¢.
=1

Dies beweist die Behauptung. 0
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Proposition 2.15. Seien (Sy,ry) metrische Riume und S = [[;—, Sy sei der
Raum mit der Metrik r(x,y) = > po, 27" (re(zr, yx) A 1). Sei {P,} C P(S), und
]Pl; = ]Poﬂrk_1 € P(Sk) sei die Randverteilung, wobei m;, die Koordinatenabbildung
bezeichnet. Dann ist {IP,} genau dann straff, wenn {IP*} fiir jedes k straff ist.

Beweis. Sei {IP*} fiir alle k straff und sei ¢ > 0. Dann gibt es eine kompakte
Menge Kj C S, so dass inf, PF[K;] > 1 — 275 Dann ist K = N 7" (K})
kompakt in S, und

il—]PkKk >1—c¢.
k=1

Also ist {IP,} straff.

Sei nun {IP,} straff. Ist K C S kompakt, so ist m(K) kompakt in S, und
P* [7.(K)] > P, [K]. Somit ist {IP¥} fiir jedes k straff. O

2.3. Schwache Konvergenz

Wir bezeichnen mit C(S) dem Raum der reellen beschriinkten stetigen Funktionen

auf einem metrischen Raum (S, 7). Auf C(S) verwenden wir die Supremumsnorm.
Ist F' € B(S), so ist r(z, F) = inf{r(z,y) : y € F'} der Abstand von = zu F.

Definition 2.16. Eine Folge {IP,,} C P(S) konvergiert schwach gegen ein Mass
P € P(S), falls fiir jedes f € C(S) der Grenzwert lim, .o, [ f dIP, = [ f dP
gilt. Wir schreiben IP,, = IP. Eine Folge von S-wertigen Zufallsvariablen {X,}

konvergiert schwach gegen X, falls die entsprechenden Masse konvergieren. Wir
schreiben X,, = X.

Eine Menge A heisst IP-stetig, falls IP[0A] = 0.

Satz 2.17. Sei (S,r) ein metrischer Raum und {IP,} C P(S) und P € P(S).

Dann impliziert

i) lim p(IP,,,IP) =0

n—oo

die folgenden dquivalenten Bedingungen:

ii) P, =1,
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iii) lim [ fdIP, = / f dIP fiir alle gleichmiissig stetigen f € C(S),

n—oo

iv)
v)

vi)

lim IP,[F] < IP[F] fiir alle abgeschlossenen Mengen F C S,

n—oo

lim IP,[G] > PG| fiir alle offenen Mengen G C S,

n—o0

lim P, [A] = IP[A4] fiir alle IP-stetigen Mengen A C S.

n—oo

Ist S separabel, dann sind alle Bedingungen i)-vi) dquivalent.

“) = ii)”  Wir setzen ¢, = p(IP,,,IP) + 1/n. Sei f € C(S) mit f > 0.

Beweis.
Dann gilt
A1 LA
[rap.= [T pirzadaes [Pz g deal ).
0 0
Somit gilt

n—oo

[Eal
m/fdlpng lim/ P[{f > 1) dt
n—oo 0

111
]P[th]dt:/deP.

0

Insbesondere haben wir gezeigt, dass fiir jedes f € C(S)

I+ Fm [ ap, =T (174 5 apa< Q15+ 5 P = 5]+ [ ap

Hf\!—irrolo/fdlf’ = T (1= 1 aw, < [QI51-pap =) - [fap.

Dies beweist die Behauptung.

“li) = iii)” Trivial.

“lii) = iv)” Sei F' a

bgeschlossen und € > 0. Wir betrachten die Funktion f.(z) =

(1—e~tr(z, F))T. Dann gilt lim,, . P,[F] < lim, o [ f. dIP, < IP[F¥]. Lassen wir
e — 0 folgt die Behauptung.

(Liv) @ V) W

Trivial.

“Iv ) und v) = vi)” Wir erhalten

und

lim IP,[A] < lim IP,[A] < IP[A] = IP[A]

n—oo n—oo

lim P,[4] > lim IP,[A] > IP[A] = IP[4] .

n—oo n—oo
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“vi) = ii)” Sei f € C(S) und f > 0. Dann ist 9{f >t} C {f = t}. Somit gibt
es hochstens abzdhlbar viele t fiir die {f > t} keine IP-stetige Menge ist. Aus der

beschrankten Konvergenz erhalten wir dann

171l 171
lim/fIPn:lim P,[f >t]dt = IP[fZﬂdt:/deP.

n—00 n—00
0 0

Die Aussage folgt nun aus f = f* — f~.
“v ) =1)” Sei S separabel. Sei 0 < ¢ < 2 und Ey, Es, ... € B(S) eine Partition

von S, so dass der Durchmesser von E; echt kleiner als £/2 ist. Sei N = inf{n € IN :
P[U, E;] > 1—¢/2}. Seien G die Mengen der Form (|, E;)¥/? mit I C {1,...,N}.
Es gibt dann also ein ny € IN, so dass IP|G] < IP,[G] 4 ¢/2 fiir alle n > ny und
GeG. FirFe€sei Fy={E :i<N,E;NF 0} Dannist /> € G und

P[F] < P[F?] + /2 <PL[F? + e <P, [F] +¢

fir alle n > ng. Also ist p(IP,,,IP) < ¢ fiir alle n > ny. O

Korollar 2.18. Sei {IP,} C P(S) und IP € P(S) und S" € B(S). Nehmen wir
an, dass IP,,[S"] = IP[S’] = 1. Wir bezeichnen mit P, beziehungsweise IP’ die Ein-
schréiinkungen auf 8(S"). Dann gilt IP,, = P genau dann, wenn P, = P’

Beweis. Nehmen wir IP,, = IP an. Sei G’ C S’ offen in S’. Dann existiert G C S
offen in S, so dass G' = G NS’ Also gilt

lim IP[G] = lim IP,[G NS = lim P,[G] > P[G] = P[G] = P'[GT] .

n—oo n—oo n—oo

Also gilt IP!, = IP’. Nehmen wir IP,, = IP" an. Sei G offen in S. Dann ist G’ = GN .S’

offen in S’. Also haben wir

lim P, [G] = lim P,[¢7] = lim P,[¢7] > P[] = P[] = P[G]] .

n—oo n—oo n—oo

Also gilt auch P, = IP. O

2.4. Trennende Mengen
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Proposition 2.19. Ist S separabel, so gibt es eine Folge { f,,} € C(S) mit f, > 0,
so dass jede Funktion aus B(S) erhalten werden kann als punktweiser Grenzwert
einer beschrdnkten Folge von Funktionen aus dem Raum der Funktionen, die von

{fn} aufgespannt wird.
Beweis. Sei {z;} C S dicht in S. Fiir jede offene Menge G C S, die als endli-

cher Durchschnitt von Kugeln B(x;,1/k) geschrieben werden kann, wéhlen wir eine
beschrinkte Folge von Funktionen {f¢} C C(9), so dass f¢ punktweise nach Ig
konvergiert. Die Klasse der Mengen B, fiir die 15 als punktweiser Grenzwert erhal-

ten werden kann, bildet eine Dynkin Klasse. Daraus folgt die Aussage. U

Definition 2.20. FEine Menge M C C(S) heisst trennend, falls es fiir zwei Masse
IP,Q € P(S) mit IP # Q eine Funktion f € M gibt, so dass [ f dIP # [ f dQ.

M heisst punkttrennend, falls es fiir jedes x,y € S mit x # y eine Funktion
f € M gibt, so dass f(z) # f(y).

Proposition 2.21. Seien (Sy,ry) separable metrische Rdume, S = [[;, Sy der
Produktraum mit der Produktmetrik r(z,y) = > po, 27"(dy(zx, yx) A 1). Fiir M, C
C(Sk) definieren wir

(T felw) i n = 1, o€ M1y}

k=1
Ist M, trennend fiir alle k, so ist M trennend.

Beweis. Seien IP und @) zwei Masse auf S. Nehmen wir an, dass

[ £ ) AP@) = [ i) fulan) dQ()
fir alle n > 1 und f; € M; U {1}. Wir definieren die signierten Masse
() = Foes) - fulra) AP() . () = folirn) - fulirn) AQ(a)
Seien ,ul und v! die Randverteilungen von p und v auf S;. Dann ist [ fi(z) du'(z) =

[ fi(z ). Da M trennend ist, gilt dies auch fiir die endlichen &gmerten Masse.
Also 1st pu' = v Insbesondere gilt

/ Ly (22) fo(22) -+ fu(n) dP(2) = / Ly (20) fala) -+ fula) AQ(2)

fir alle A; € B(S)). Gehen wir analog weiter, erhalten wir

[ a0 L o) dP@) = [ Lay(o0) -+ L, (22) dQGo).
Da B(S) von den Mengen der Form A; x --- x A,, erzeugt wird, gilt IP = Q. O
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2.5. Der Raum Dg[0, c0)

Definition 2.22. Der Raum der cadlag Funktionen [0, 00) — S wird mit Dg[0, 00)
bezeichnet. Sei A’ die Menge aller stetigen und strikt wachsenden Funktionen \ :
[0,00) — [0,00) mit A(0) = 0 und lim;_,., A\(t) = oco. Mit A bezeichnen wir die
Menge aller A € A, so dass

A(s) — A(t)

s—t

v(A) = sup |log ‘ <00 .

0<t<s

Wir definieren den Abstand

ﬂ%w=gﬁwﬂvé ed@%&wd@

fiir z,y € Dg[0,00), wobei d(z,y, A\, u) = sup;so r(z(t Aw), y(A(t) Au)) AL

Hilfssatz 2.23. Ist z € Dg[0,00), so sind die Unstetigkeitsstellen von x abzéhlbar.

Beweis. Sei A, = {t > 0 : r(z(t),z(t—)) > n~'}. Die Menge A, kann keine
Héufungspunkte enthalten, da x cadlag ist. Also ist A, abzéhlbar. Damit ist auch
die Menge der Unstetigkeiten U, A,, abzéhlbar. U

Hilfssatz 2.24. d ist eine Metrik fiir Dg|0, 00).

Beweis. Bezeichnen wir mit A™!(s) = inf{¢ : A(t) > s} die Umkehrfunktion von
A. Wir bemerken, dass v(A) = v(A™"). Es gilt dann sup,s7(z(t Au), y(A(t) Au)) =
supyso (@(A7H(t) Aw),y(t Aw)) und somit d(z,y, A, u) = d(y,z, A", u). Also haben
wir d(z,y) = d(y, z).

Sei d(xz,y) = 0. Dann gibt es eine Folge {\,} C A, so dass v(\,) — 0 und
J° e d(z,y, A, u) du — 0. Sei A € A. Falls A\(t) < ¢, so ist

t— ()

- =1—e QWM <1 _ W < () . (2.4a)

Ist A(t) > t, so folgt

At =t At) = AXATHR) t = (1) O
i ST . <M ()) . (2.4b)

Insbesondere haben wir
lim sup |A,(t) —t| =0 (2.5)
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fir alle 7' > 0. Ist also ¢ ein Punkt, an dem y(¢) stetig ist, so muss x(t) = y(t) gelten,
da d(z,y, A, u) fir fast alle u gegen 0 konvergiert. Da y cadlag ist, ist y fast {iberall
stetig (Hilfssatz [2.23)). Da auch = rechtsstetig ist, muss x = y gelten.

Seien z,y,z € Dg[0,00), A;, A2 € A und v > 0. Wir haben dann wegen der

Dreiecksungleichung
r(z(tiu), z2(Aa(Aa () Aw)) < rz(taw), y(Aa () Aw))+r(y(A () Au), 2(Ae (X () Au)) -

Diese Ungleichung gilt auch fiir r ersetzt durch r A 1. Da A\ (¢) alle positiven Zahlen

durchlauft, erhalten wir
d(ﬂf, 2 )\2 o >\17 U) S d(ﬂf, Y, )\17 U) + d(y7 Z, )\27 U) .

Im weiteren erhalten wir fiir s > ¢ > 0

Aa(Ai(s)) = (M) Aa(Ai1(s)) — Aa(Mi(2))
& st SN 0) — () st
< v(A2) +v(A1) - (2.6)

o Ai(s) = Mi(?)

+ log

Also gilt y(A2 0 A1) < (A1) + v(A2). Setzen wir diese Ungleichungen zusammen,

ergibt sich die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2). O

Proposition 2.25. Sei {z,} C Dg[0,00) und z € Dg[0,00). Folgende Aussagen

sind dquivalent:
i) lim, o0 d(xp, z) = 0.
ii) Es gibt {\,} C A, so dass lim,, ., y(\,) = 0 und

lim sup r(z,(t), z(\.(t))) =0 (2.7)

n—00 0<4<T

fiir alle T' > 0.

iii) Fiir jedes T' > 0 gibt es eine Folge {\,} C A’ (kann von T abhéingen), so dass

und gilt.

Beweis. “i) = ii)” Es gibt {\,} € A und {u,} C (0,00), so dass y(\,) — 0,

Uy, — 00 und d(z,,, Yn, An, U,) — 0. Insbesondere gilt

lim sup r(x,(t A uy,), z(A\(t) Auy)) =0
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Da A, (T) < THy(\,)e?)T | siehe (2.4), ist fiir n gross genug, u, > max{7T, \,(T)}.
Somit gilt die Aussage.

“li) = i)” Es folgt, dass

lim supr(z,(t Au), x(A,(t) Au)) =0

n—=00 >0

fiir jedes u > 0. Da fuoo e %d(zp, T, \p, s) ds < e, folgt die Aussage.

“i) = iii)” Trivial, da fiir alle {\,} C A gilt, fiir die y(\,) — 0.

“il) = ii)” Sei N € IN\ {0}]. Wir wihlen {\Y} C A/, so dass die Bedingungen
fiir T = N erfiillt sind, und so dass fiir jedes n, A (t) = MY(N) +t — N fiir t > N.

Definieren wir 73’ = 0 und

N =inf{t > 7 r(x@), (7)) > N7}, (2.8)

mit der Interpretation dass 7, = oo, falls 7Y, = oco. Da x Grenzwerte von links

hat, gibt es keine Haufungspunkte von {7Y : & > 0}. Wir setzen uy,, = (A)) ' (7))

mit (A\Y)7!(0c0) = oo und definieren

N N t— uévn N N
o () =7 + 55 (T — 71 )
uk+1,n uk,n

fiir t € [up,,, up,,,,)N[0, N, mit der Interpretation co/oco = 1, und p} (t) = ) (N)+
t — N fiir t > N. Dann ist g} € A mit

V() = max{|log(riy — 7¢) — log(uy'y  — up,)| 1wy, < N}

Es gilt nun fiir alle n

sup 7(za(t), 2(py (1) < sup r(wa(t), 2(Xy (1)) + sup (@A) (1)), 2(u (1))

0<t<N 0<t<N 0<t<N
2
< sup r(@a(t), z(A) (1) + — -
0<t<N N

Da limy, .o up,, = 74" konvergiert v(s}) nach 0. Also kénnen wir eine Folge 1 < n; <
ny < ... wihlen, so dass y(u)) < N1 und supgc,<n r(@n(t), x(pd (t))) < 3N fiir
alle n > ny. Fir 1 < n < n; wahlen wir 5\n € A beliebig. Fiir ny < n < nyy
wiihlen wir \, = £ Dann ist {\,} € A und erfiillt die Bedingungen. O
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Satz 2.26. Ist S separabel, dann ist Dg[0,00) separabel. Ist (S,r) vollstandig,
dann ist auch (Dg[0, 00),d) vollstdndig.

Beweis. Da r A1 die gleich Topologie erzeugt, und die Vollstdndigkeit nicht
verdndert wird, konnen wir annehmen, dass r < 1. Wir nehmen an, dass S se-
parabel ist. Sei {a; : ¢ € IN} C S eine abzdhlbare dichte Menge. Sei I' die Klasse
von Funktionen der Form X () = >0, o, Li,  <i<t, + @iy Lisy,, wobel n > 1,
0=ty <ty <...<t, rationale Zahlen sind und i, € IN. Dann ist I" abzdhlbar. Es

ist nicht schwer zu sehen, dass I" dicht ist in Dgl0, 00).

Sei nun (5, r) vollstandig und {z,} C Dg|0,00) eine Cauchyfolge. Es gibt Zahlen
1 < Ny < Ny < -+, so dass fiir n,m > N, die Ungleichung d(x,, z,,) < 27% e "
gilt. Wir setzen dann y;, = xy, . Wir withlen uj, > &k und \;, € A, so dass y(\;) < 27F
und d(yr, Yrr1, Mo, up) < 27F. Aus folgt, dass limy, o Y(Akpn 0+ -0 App1 0 M) <
00. Insbesondere ist die Folge Apyp, 0« 0 Agy1 0 Ap beschriankt, und hat daher auf
jedem beschrinkten Intervall eine konvergente Teilfolge. Aus folgt nun aber,
dass pp = lim, o Akyn © -+ 0 Agaq © Ap gleichmiéssig auf beschriankten Intervallen
existiert, Lipschitz-stetig ist, und v(pg) < oo v(AN) < 2771 Also ist px € A. Es

gilt nun

sup 7 (i (1, (8) A i), Yo (2 () A )
= Stggr(yk(#il(t) A ), Y (N (pye  (8)) A )
= Sggr(yk(t A ), Y (A (t) Aug)) <278
t>
Als der Vollstindigkeit von (S,7) folgt also, dass yx o u;' gegen eine Funktion
y : [0,00) — S konvergiert, und zwar gleichméssig auf beschréinkten Intervallen.
Dann muss aber y € Dg[0,00) gelten. Wir haben nun lim, .., y(s;') = 0 und
limy,— o0 SUP<y<r 7 (Y (1, ' (1)), y(t)) = 0 fiir alle T > 0. Also folgt aus Propositi-
on[2.25] dass lim,, ... ¥, = y. Da {z}} eine Cauchyfolge ist, folgt auch lim,, ., x, = y.
0

2.6. Die kompakten Mengen von Dg[0, c0)

Betrachten wir eine Elementarfunktion z € Dg[0,00) setzen wir so(z) = 0 und

sp(z) = inf{t > sp_1(x) : z(t) # z(t—)}.
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Hilfssatz 2.27. Sei I' C S kompakt und 6 > 0. Wir definieren die Menge der
Elementarfunktionen A(T',0) mit der Eigenschaft, dass z(t) € T fiir alle t > 0 und
sk(z) — sp_1(x) > § falls sy # 0o. Dann ist der Abschluss von A(T,¢) kompakt.

Beweis. Sei {z,} € A(T',§). Durch ein Diagonalisierungsargument gibt es eine
Teilfolge {y}, so dass entweder si(y,) < oo fir jedes m und limy,, o Sp(Ym) =
ty € [0, 00] existiert und lim,, oo Ym (Sk(ym)) = i existiert, oder sg(y,,) = oo fiir
alle m. Da s(Ym) — Sk—1(ym) > 0 folgt nun, dass y,, gegen eine Elementarfunktion
y € Dgl0,00) konvergiert, mit y(t) = «y fir tx < ¢t < tg1. Also hat {x,} eine

konvergente Teilfolge und somit ist die Aussage bewiesen. O

Wir definieren fiir x € Dg[0,00), § > 0 und T > 0 die Grosse
w'(x,0,T) = infmax sup r(x(s),z(t)),
{ti} g T‘,Se[tifl,ti)

wobei {tz} iiber alle 0 = to <t < - <th_1 <T<t, mit minlgign@i — ti—l) >0
und n > 1. Man beachte, dass w’(x, d,T") wachsend ist in § und 7". Man hat ferner

W(5,6,T) < w/(5,6,T)+2 sup r(x(s),y(s)) 29)

0<s<T+6

Hilfssatz 2.28.

i) Fiir jedes x € Dg[0,00) und T > 0 ist die Funktion w'(x,,T) rechtsstetig in ¢
und limgo w'(x,0,T) = 0.

ii) Gilt fiir eine Folge {x,} C Dg|0,00) und eine Funktion x € Dg|0,00) der Grenz-

wert lim,, o, d(z,,x) = 0, so haben wir

lim w' (2,0, T) < w'(x,6,T +¢)

n—oo

fiir alle 6 > 0, T > 0 und € > 0.

Beweis. i) Zu jedem 0 > 0 und jeder Partition gibt es ein ¢’ > 0, so dass die
Partition auch fiir ¢’ zuléssig ist. Somit muss w’(z, d, T) rechtsstetig in ¢ sein.

Sei N > 1 und {7’} wie in definiert. Fiir 0 < § < min{r¥, — 7 : 7y < T}
(existiert, da cadlag), gilt w'(z,0,T) < 2N~1.

ii) Aus Proposition folgt, dass es {\,} C A’ gibt, so dass und
gelten, wenn man 7' durch 7'+ ¢ ersetzt. Sei y,(t) = z(\.(f)) und 6, =
SuPg<i<p(An(t +0) — An(t)). Dann folgt aus und 1)

lim w'(2,,8,T) = lim w'(y,,5,T) < lim w'(z, 5y, A (T))

n—oo

< lim w'(z,0, V6, T +¢) =w'(x,6,T +¢) .

n—oo
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Satz 2.29. Sei (5, d) vollstandig. Dann ist der Abschluss von A C Dg[0, c0) genau

dann kompakt, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir jedes t € Q gibt es eine kompakte Menge I'y € S, so dass z(t) € T fiir alle
x € A

ii) Fiir jedes T > 0 gilt

limsupw'(x,6,T) =0 .
6—0 zeA

Beweis. Nehmen wir an, A erfiillt die beiden Bedingungen. Sei ¢ > 1. Wir wihlen
6 € (0,3), so dass sup,cqw'(z,6,,0) < €7'. Weiter wihlen wir m, > §,' > 2.
Wir definieren T'© = UE‘:BUW L, und Ay = A(T®_§,), wobei wir die Notation
aus Hilfssatz [2.27] verwenden. Fiir x € A gibt es eine Partition 0 = ) < t; <
vty < 4 <t < L+1 <ty = 00 mit ming<i<,(t; — ti—1) > g, so dass
MAaX) <i<n SUPg er; 1) T(2(8), 2(t)) < 2071 Wir definieren 2’ € A, durch 2'(t) =
z([met + 1] /my) fiir t; <t < t;4q. Dann ist supg, ., r(2/(t), z(t)) < 207" Also

d(z',z) < / e Usup(r(z’(tAu), z(t Au)) A1) du <2070 et <3071,
0 t>0

Somit ist A C AZ’/ ‘. Wir wissen aus Hilfssatz 7 dass A, kompakt ist. Da damit

AC m[ZI A?/ * total beschrinkt ist, hat A einen kompakten Abschluss.

Nehmen wir nun an, dass der Abschluss von A kompakt ist. Sei {z,, ()} C S eine
Folge mit z,, € A. Da A einen kompakten Abschluss hat, konnen wir annehmen, dass
{z,} einen Grenzwert = hat. Es gibt nach Proposition eine Folge {\,} C A, so
dass r(z,(t), z(A,(t))) — 0. Wir wissen (siehe (2.5)), dass A,(t) — t. Da aber der
Grenzwert von s — t von x(s) von beiden Seiten existiert, gibt es eine Teilfolge, so
dass x(\,(t)) konvergiert. Somit gibt es eine konvergente Teilfolge von {z,(t)}, das
heisst, der Abschluss I'; von {y(t) : y € A} is kompakt.

Nehmen wir an, dass es ein 7 > 0, 7' > 0 und eine Folge {z,} C A gibt, so dass
w'(x,,n~ 1, T) > n fiir alle n. Da A einen kompakten Abschluss hat, kénnen wir
annehmen, dass es ein @ € Dg[0, 00) gibt, so dass d(z,,z) — 0. Aus Hilfssatz 2.2§
i) schliessen wir, dass 1 < lim,, ., w' (2,6, T) < w'(z,d, T+1) fiir jedes § > 0. Lassen
wir nun aber o — 0, ergibt sich aus Aus Hilfssatz i) ein Widerspruch. OJ
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2.7. Konvergenz in Verteilung auf Dg|0, 00)

Sei (E,r) ein metrischer Raum. Wir bezeichenen mit Sg die Borel-o-Algebra auf
Dg|0,00) und mit Sy die Borel o-Algebra, die durch die Koordinatenabbildungen

erzeugt wird.

Proposition 2.30. Sei D eine dichte Teilmenge von [0, 00). Es gilt o(m, : t € D) =
Sy C Sg. Ist E separabel, so ist Sy, = Sg.

Beweis. Fiire > 0,¢t > 0 und f € C(E) definiert ff(z) = ¢! :+6 f(ms(x)) ds
eine stetige Funktion ff(z) auf Dgl0,00). Da lim.j ff(z) = f(m(x)), ist fom

Borel-messbar fiir jedes f € C(E), und damit auch fiir jedes f € B(E). Also ist
7, '(T) = {x € Dg[0,00) : Ip(m(z)) =1} € Sg .

Da die Mengen 7, '(I') S}, erzeugen, gilt S}, C Sp. Fiir t > 0 sei {t,,} C DN [t, o0),
so dass lim, . t, = t. Dann ist m; = lim,, . 7, wegen der Rechtsstetigkeit und

somit o(ms : s € D)-messbar. Damit ist der erste Teil der Aussage gezeigt.

Sei nun F separabel. Sein > 1 und 0 =ty < t; < -+ < t, < tpy1 = 0.
Fiir ag, a1, ..., q, € E setzen wir n(ag,...,a,)(t) = o; fir t; < ¢t < t;1. Dann
ist n(ag,...,a,) € Dg[0,00). Aus d(n(ag, ..., o), n(ag, ..., o)) < max; r(a;, o),
folgt, dass 7 eine stetige Abbildung von E™! nach Dg[0,c0) ist. Sei z € Dg|0, 00).
Die Abbildung d(z,-) ist stetig. Somit ist d(z,n o (7, ..., 7, )) auch Sp-messbar.
Fiir m > 1 sei n,, die Funktion n mit n = m? und ¢; = i/m. Dann folgt, dass
iy, oo d(2, n (T (), - -y, (7)) = d(2, 7). Also ist d(z, z) auch Sp-messbar. Das
bedeutet, dass jeder offene Ball in Dg[0,00) auch in Sy ist. Nach Satz ist
Dg[0,00) separabel. Also enthélt Sy alle offenen Mengen in Dg[0, 00), und somit
auch Sg. ]

Satz 2.31. Sei (S,r) vollstindig und separabel und sei {X,} eine Familie von
Prozessen mit Pfaden in Dg[0,00). Dann ist {X,} genau dann relativ kompakt,

wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir jedes n > 0 und t € Q4 gibt es eine kompakte Menge I',, C S, so dass
inf, P[X,(t) €T} ,] >1—n.

ii) Fiirjedesn > 0 und T > 0 gibt es ein§ > 0, so dass sup, IP[w' (X, 9, T) > n] < n.
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Beweis. Ist {X,} relativ kompakt, so folgen die beiden Bedingungen aus den

Sétzen [2.20] und [2.29]
Nehmen wir nun die beiden Bedingungen an. Sei 0 < ¢ < 1, T € IN,sodasse™ 7 <
e/2,n=¢/4und 6 > 0, so dass sup, P[w'(X,,6,T) > n] <n. Wir wihlen m > 1/§
und setzen I' = | Tag-i-2,i/m. Aus IP[X,(i/m) ¢ T/*] < 272 schliessen wir,

dass
inf P[X,(i/m) € e i =0,1,...,mT] >1—

N ™

Wir setzen A = A(T,d) in der Notation von Hilfssatz , und erinnern uns, dass
A einen kompakten Abschluss hat. Sei nun = € Dg[0, 00) mit w'(z,d,T) < €/4 und
x(i/m) € T4 fiir i = 0,1,...,mT. Wir wihlen 0 = ty < t; < t,_, < T < t,, so dass
ming <i<n(ti—ti—1) > 6 und maxi<i<n SUP; s, , 1) T((5), 2(t)) < /4. Weiter withlen
wir {y;} C T, so dass r(z(i/m),y;) < /4. Definieren wir nun '(t) = yjme,_,+1]
fir ¢,y <t <t undi < n—1und 2'(t) = Ypme,_,+1) fir t > t,_1. Dann gilt
supg<,er T(2(t),2'(t)) < /2 und damit d(z,2") < /24 e < e. Also ist x € A®.
Also haben wir gezeigt, dass inf, P[X, € A°] > 1—¢. Aus den Séitzen und
folgt dann, dass {X,} relativ kompakt ist. O

Fiir einen Prozess X bezeichnen wir mit D(X) die Menge der Punkte ¢, an denen
PX(t) = X(t—)] = 1.

Hilfssatz 2.32. Sei X ein Prozess mit Pfaden in Dg|[0,00). Dann gibt es hichstens
abzéhlbar viele Punkte in [0, 00), die nicht in D(X) sind.

Beweis. Seien €,9,7 > 0. Nehmen wir an, dass es unendliche viele Punkte {¢,}
in {0<t<T:P[r(X(t),X(t—)) > €] >0} gibt, dann

IPm U{r X(t _))>g}] _nh_{gOIP[U{r X(tm—)) >} > 6.

Dann wire aber IP[X € Dg[0,00)] < 1. Also ist {t € (0,00) : P[r(X(t),X(t—)) >
e] > 0} und damit auch {t € (0,00) : IP[r(X(t), X(t—)) > €] > 0} abzdhlbar. Lassen
wir ¢ — 0, folgt die Behauptung. 0
Satz 2.33. Sei S separabel und X,, und X seien Prozesse mit Pfaden in Dg|0, 00).
i) Gilt X,, = X, dann gilt

(Xn(ty), ..., Xu(tr) = (X(t1),..., X (1)) (2.10)
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fiir jede endliche Menge {t1,...,tx} C D(X). Weiter, fiir jede endliche Menge
{t1,...,tx} C [0,00) gibt es Folgen {tI'} C [t;;00), so dass t!' — t;, so dass
(Xn(t]), .., Xn(t?) = (X (t1), ..., X(tr)).

ii) Ist {X,} relativ kompakt, und gibt es eine dichte Menge D, so dass (2.10)) fiir
jede endliche Menge {ty,...,tx} C D gilt, dann gilt X, = X.

Beweis. i) Nehmen wir X,, = X an. Dann ist Dg[0,00) separabel (Satz [2.26).
Nach Satz gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Y,, und Y mit Pfaden
in Dg[0,00) definiert sind mit den gleichen Verteilungen wie X,, und X, so dass
Y, = Y.Ist t € D(X) = D(Y), so ist m; stetig beziiglich der Verteilung von Y.
Korollar impliziert dann, dass Y,,(t) — Y (¢). Somit folgt die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt aus Hilfssatz [2.32]

ii) Wenn wir eine konvergente Teilfolge betrachten, kénnen wir X, = Y fiir
einen Prozess Y mit Pfaden in Dg[0,00) annehmen. Seien ¢y,...,% € D(Y) und
fi,--, fr € C(S). Weiter wihlen wir {t"} C D N [t;,00), so dass ¢t/ — t;. Es gibt
M < np < e, so dass (B[, HOXE)] = BITE, (X, (67)]] < m™". Dann
gilt

(E[ﬁ R ()] - E[H L] | < )IE[f[ fx ()] - IE[H fix ()|
¥ ]E[f[ X)) - JE[H Fi X (1) |

" ‘E[f[ Fi(Xa, (519)] = E[f[ A @)

fiir jedes m > 1. Alle drei Terme auf der rechten Seite konvergieren nach 0. Also
gilt B[[TE, fi(X(t:)] = E[[IZ, fi(Y(t))]. Wegen der Rechtsstetigkeit gilt dies fiir
alle {t1,...,t,} € [0,00). Die Mengen A, fiir die IP[X € A] = P[Y € A] bilden
eine Dynkin-Klasse und enthélt somit die endlich-dimensionalen Verteilungen. Also
haben X und Y die gleiche Verteilung. Da Y beliebig war, muss jede konvergente

Teilfolge den Grenzwert X haben. Also haben wir die Aussage bewiesen. O

2.8. Kriterien fiir relative Kompaktheit in Dg[0, 00)

Sei x € Dg[0,00). Fiir ¢ > 0 definieren wir 79 = 0y = 0, und

e = inf{t > 7,1 : r(x(t), x(mp_1)) > &/2}
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und

or = sup{t < 7, : r(x(t), x(m)) Vr(zt—),z(1)) > /2}
falls 7, < oo und o} = oo, falls 7, = oco. Wir bemerken, dass w'(z,0,T) < /2
impliziert, dass min{7mg1; — oy : 7% < T} > . Wir setzen s = (o) + 7%)/2. Wir
bemerken, dass o < s < 7 < 0ps1, und damit 2811 = Opy1 + Tee1 > Tk + Tea1

Also gilt auch 2(sg11 — sg) > (7h + Toy1) — (O + Tk) = The1 — O

Hilfssatz 2.34. Sei (S,r) separabel und {X,} eine Familie von Prozessen mit
Pfaden in Dg[0,00). Seien die Variablen 7,°%, 0. und s;° wie oben fiir x = X,

definiert. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) lgfginf]P[w’(Xa,(S,T)<5]:1, e>0,7>0.
ii) lgfg inf IP[min{s,7;, — 3" : 53" <T} >8] =1, e>0,7T>0.
iii) 1}{8 inf P[min{7"5 — o, : 7" < T} > 4] =1, e>0,T7>0.

Beweis. “i) = iii)” Sei w'(Xq,0,T) < &/2. Dann muss 7,5 — 7,”° > 0 sein, falls
7% < T. Also folgt iii), da op® < 7",

“iili) = 1i)” Nehmen wir an, dass min{7;"5 —0}" : 7,°° < T'+J} > 25. Dann haben
wir oben gezeigt, dass sj5, —s;°° > 0 fiir alle k, so dass 7,° < T'+0. Ist 5,7 < T und
7" > T40,s0ist 5,70, =" > 7°=T > 6. Somit gilt min{s} 7 —s3° : 50" < T} > 6
und damit ii).

“il) = 1)” Nehmen wir min{s;7; — 5" : s° < T} > 2§ > § an. Sei s;° <
t < s < sppyIstt < 1t so st r(Xo(t), Xa(7,7)) < /2. Ist £ > 7%, so ist
t < 1, also auch r(Xo(t), Xo(7,7)) < €/2. Aus der Dreiecksungleichung erhalten
wir (X, (1), Xo(s)) < e. Somit gilt ). O

Hilfssatz 2.35. Fiir jedes o sei 0 = sj < s{ < --- eine Folge von Zufallsvariablen
mit lim,, . 85 = 00. Sei A} = s,y —si, T >0 und K,(T) = max{k > 0: sy <T}.
Wir setzen F(t) = sup,sup, P[AY < t,s¢ < T]. Dann gilt fiir alle 6 > 0 und
L eIN\ {0}
F(6) <suplP| min A7 <0| < LF(8 T/ Le MF(t) dt .
()_sgp oo in A < LF(0) +e Lo (t)

Somit erhélt man
limsup]P[ min A < 5} =0

510 o  Llogk<Ka(T)

genau dann, wenn F(0+) = 0.
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Beweis. Die erste Ungleichung ist trivial. Wir erhalten

L—1
e o] - o .
]P[O<kgl;g(T) A < 6} < ;IP[AR < 6,52 < T) + P[K(T) > I]

gLF(5)+eTIE[11K >LeXP{ ZA&H

< LF(6)+eT H(]E[]Isg<Te—LA?])1/L

1/L

< LF(6 +eTH(/ Le~ Lt]Psk<TAa<t]dt>

< LF(5) +e / Le ™ ™F(t) dt .
0

Die zweite Aussage erhilt man, wenn man zuerst 0 | 0 gehen ldsst, und danach
L — oo. 0

Proposition 2.36. Unter den Annahmen von Hilfssatz([2.34) sind die Aussagen des

Hilfssatzes auch dquivalent zu

iv) llfglsupili%IP[Tk+l oyt <o <T)=0, e>0,T>0.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass

Plspry — s <6/2,87° <T] <Plrf — o0 < 6,77 < T+ 9]
<IPlspr, —sp” < 0,8.° <T+9].

Wir bemerken weiter, dass s;° — co. Gelten nun die Aussagen aus Hilfssatz [2.34]
so konvergiert nach Hilfssatz P[sp —s,° < 6,8,° < T+ ] nach 0. Somit folgt
aus den obigen Betrachtungen die Behauptung. Gilt iv), so folgt aus den obigen
Betrachtungen und aus Hilfssatz die Aussage ii). O

Wir bezeichnen mit S(7T') die Klasse der {F;} }-Stoppzeiten, die durch 7" begrenzt
sind.

Hilfssatz 2.37. Sei (S,r) separabel und X ein Prozess mit Pfaden in Dg|0,00),
T > 0 und > 0. Dann gilt fiir jedes § > 0,0 < A <1 und 7 € S(T)
]P[ sup r(X(7+u),X(1)) > A, sup r(X(7),X(t—0))> A
0<u<sé 0<v<SAT

< A ag(l + 2a3(1 + 4ag)]C(8)  (2.11)
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und

P Oiugar(X(u), X(0)) > A} < AN Paglas(l+ 4ag)C(0) + B[P (X(6), X (0)) A1)},
wobei

C(0) = sup sup IE[ sup rﬁ(X(T + u),X(T))T’@(X(T),X(T —v)) A1
reS(T+26) 0<u<26  Lo<v<3dAT

und az = 260-D7,

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass fiir ¢, d > 0 die Ungleichung (c+d)? < ag(c’+
d®) gilt. Wir diirfen annehmen, dass 7 < 1.

Sei 7 € S(T + ) und bezeichnen wir mit M, (§) die Klasse der {F:X }-messbaren
Zufallsvariablen mit 0 < U < §. Sei U € M,(§). Dann gilt
25
(X (r+U),X(1)) < %—5/ PP (X (1 +0), X (1) + (X (7 +0), X (7 + U))] df
5
a 26 26
< FB[ (X (14 0), X(1)) d9+/ (X (r4+U+60),X(r+U))db| .
5 0
Daraus folgern wir mittels der Dreiecksungleichung, dass

sup (X (r+U), X(r)r?(X(7), X (1 —v))

0<v<2dNT

a 20
< _ﬁ[/ sup (X (7 + 0), X(1))r(X(7), X (r — v)) 46
1)

) 0<v<26AT

+a5/26 sup (X (t+U+0),X(r+U)rP(X(r+U), X (1 —v))db

0<v<20AT

+6L5/026T6(X<7'+U—f-e),X(T—f—U))T’G(X(T—I—U),X(T)) do

<%[/ sup (X (r +0), X(7)rP(X(7), X (7 —v)) df
1)

) 0<v<26AT

26
+2a5/ sup  P(X(r+U+6),X(t+U))
0

0<v<38A(T+U)
X P(X(r+U), X (1 +U — ) d@} .
Da 74U € S(T + 26), folgern wir
sup sup IE[ sup TB(X<T +U), X(T))T’B(X(T), X(r— v))]

TES(T+6) UeM-(6) 0<v<20AT

S CLB(l + 4@5)0(5) .



2. KONVERGENZ VON WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN 53

Wiéhlen wir 0 < n < A und 7 € S(7T') und definieren A = inf{t > 0 : r(X(7 +
t), X (7)) > A —n}. Fir 0 <v < J§ A7 haben wir

(X (T + AN, X ()P (X (1), X (1 —v))
< agr’(X(1 +8), X (7))’ (X (7), X (1 — v))
—l—aﬁr( (T+0), X(T+AN)P(X(T+ANS),X(T))
+ a3’ (X (14 0), X(r+ AN (X(T+ AN, X(T—v)).

DaT4+AANS€S(T+6),0—ANSIE Myians(6) und AN+ v < 20, erhalten wir

E| sup 7*(X(r+AAS), X(r)rP(X(7), X(r — v))} < [ag + Qa%(l + 4ag)]C(0) .

0<v<{AT

Die linke Seite von (2.11)) ist durch (A — 7)™"A~# mal die linke Seite der obigen
Ungleichung beschrankt. Lassen wir n | 0, folgt (2.11)).

Wiéhlen wir nun 7 = 0. Dann gilt
B(X(ANG), X(0) < aglr®(X(8), X(A NP (X (A AG), X(0))
+7P(X(6), X (0))rP (X (A A S), X(0))]
< ag[r?(X(6), X(A AP (X (A AG), X(0)) +r°(X (), X(0))] .

Die Aussage folgt nun analog. OJ

Satz 2.38. Sei (S,r) vollstindig und separabel und {X,} eine Familie von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg|0,00). Es gelte die Bedingung i) aus Satz[2.31} Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

i) {X,} ist relativ kompakt.

ii) Fiir jedes T > 0 gibt es ein 3 > 0 und eine Familie {7,(J) : 0 < § < 1} von
positiven Zufallsvariablen, so dass

B[ (Xa(t+u), Xa(£) AL | FP(r7(Xa(t), Xa(t—0))A1) < Blya(0) | 7] (212)

fir0 <t <T,0<u<§und0<wv<JIAt, wobei {F} die natiirliche Filtration
von X, ist. Und weiter gilt limg|o sup,, [E[7,(d)] = 0 und

lgi(r)lsgp E[r?(X,(6), Xo(0)) A1) =0 . (2.13)
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iii) Fiir jedes T' > 0 gibt es ein 3 > 0, so dass (2.13)) gilt und fiir die Grossen
Co(d) = sup sup ]E[ sup (1 (Xo (1 4 u), Xo(T)) A1)
T€SH(T) 0<u<s 0<v<dAT

X (rP(Xo (1), Xo(T —v)) A 1)]

der Grenzwert lims o sup, C,(6) = 0 gilt. S§(T') bezeichnet die Klasse der dis-
kreten {F{*}-Stoppzeiten, die durch T beschrinkt sind.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass r < 1.

“l) = ii)” Wir haben

T(Xa(t +u), Xo(0))r(Xa(t), Xo(t —v) < r(Xo(t +u), Xo(t) Ar(Xa(t), Xo(t —v))
< w'(Xa,20, T +96)

und 7(X,(6), X (0)) < w'(X4,d,T). Wéhlen wir 7,(0) = w'(X,,26,T + 6), so folgt
die Behauptung aus Satz [2.31]

“li) = iii)” Sei 7 € S§(T') fest. Multiplizieren wir in (2.12)) beide Seiten mit T,_,
und addieren iiber alle Werte, die 7 annimmt, sehen wir, dass wir ¢ durch 7 ersetzen
konnen. Weiter kénnen wir die rechte Seite durch das Supremum iiber v € [0,0 A
t] N Q, und damit iiber v € [0, A t] ersetzen. Somit gilt iii).

“iii) = 1)” Aus der Konstruktion von {7."°} und {0} und der Definition von
Co(0) folgt, dass die Bedinung iv) aus Proposition erfiilllt ist. Somit gilt die
Bedingung i) aus Hilfssatz [2.34] Aus Satz folgt dann 1i). O

2.9. Weitere Kriterien fiir relative Kompaktheit in Dg[0, 00)

Satz 2.39. Sei (S,d) vollstandig und separabel. Sei {X,} eine Familie von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg[0,00). Nehmen wir an, dass es fiir jedes n > 0 und T' > 0

eine kompakte Menge I';, r C S gibt, so dass
inf P[X,(t) elyr fir0 <t <T]>1—-1 (2.14)

gilt. Sei H eine Teilmenge von C(S), die dicht ist in C(S) in der Topologie der
gleichmaéssigen Konvergenz auf kompakten Mengen. Dann ist {X,} relativ kompakt

genau dann, wenn {f o X,} reativ kompakt ist fiir jedes f € H.
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Beweis. Die Abbildung Dgs[0,00) — Dg[0,00),  +— f oz ist stetig (Ubung).
Somit folgt aus der relativen Kompaktheit von {X,}, dass auch {f o X,} relativ
kompakt ist.

Sei nun {f o X, } relativ kompakt fiir jedes f € H. Wir kénnen annehmen, dass
r < 1. Aus der Voraussetzung, und Satz folgt, dass {f o X} relativ kom-
pakt ist fiir jedes f € C(S). Insbesondere ist fiir 2 € S die Menge der Abbildungen
{t — r(Xa(t), z)} relativ kompakt. Sei n > 0 und 7" > 0. Fiir jedes € > 0 gibt es eine
endliche Menge {2,...,2n} C I'y 7, so dass minj<;<n (2, 2;) < € fiir alle € I'; 7.

Ist y € ') 1, so gibt es ein z;, so dass r(y, ;) < €. Also haben wir
r(z,y) <r(z,z)+r(y, z) <r(zz)—r(y z)+ 2 <|r(z,z) —r(y, z)| + 2.
Somit gilt fir 0 <t <7T,6€(0,1),0<u<dund 0 <v <JAtL
r(Xo(t+ u), Xo(t)r(Xa(t), Xo(t —v))
< \/\r a(t+u),z) —r(Xa(t), z)||r(Xa(t), z:) — r(Xa(t — ), 2)|
+ 4(6 + &%) 4 Tx, (s)¢r, o fiir cin s € [0, 7]

< \/ w'(q(-, 21) 0 X0, 20, T + 6) + 4(c + €2) + Ly, (s)¢T, + fitr cin s € 0,7
ERAOE

Nach Satz gilt limsosup, E[w'(q(-, z) 0 X4, 20, T + 0)] = 0 fur jedes z € S.
Also konnen wir Funktionen 7(d) und (6) wihlen, so dass limso sup,, E[7,(0)] = 0.
Analog erhalten wir

7(Xa(6), Xa(0)) < \/ 7(Xa(6), 2:) — r(Xa(0), 2:)| + 28 + Ly, 0)¢r, +

fir alle 0 > 0. Somit konvergiert auch limsosup, IE[r(X4(d), X4(0))] = 0. Nach
Satz ist {X,} relativ kompakt. O

Korollar 2.40. Sei (S,r) vollstdndig und separabel und {X,} eine Folge von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg[0,00). Sei M C C(S) eine punkttrennende Menge. Falls
es einen Prozess X mit Pfaden in Dg|0,00) gibt, so dass fiir jede endliche Menge
{91,92, -, 90} T M gilt, (g1,...,9n) © Xy = (91,.-.,9n) © X. Dann gilt X,, = X.
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Beweis. Sei H die kleinste Algebra, die M U {1} enthilt. Nach dem Satz von
Stone-Weierstrass ist H dicht in C'(E) beziiglich der Topologie der gleichméssigen
Konvergenz auf kompakten Mengen. Dann gilt (g1,...,9,) 0 X;y = (g1,-.+,9n) 0 X
fir alle {g1, g2,...,9,} C H. Wir miissen somit zeigen.

Sei I' € S kompakt und § > 0. Fiir x € S wihlen wir {hf,...,hi(:ﬁ)} C H,
50 dass () = infy(ey)ze maxi<ich@) |hE(y) — hi(z)] > 0. Sei U, = {y € S :
maxi <;<i(z) |1 (y) — hi(z)| < e(z)}. Dann ist I' C |J, - U, C I?. Da die Funktionen
stetig sind ist U, offen. Also gibt es eine endliche Menge {zi,...,2nx} C T, so
dass T' ¢ U, Uy, C T, Definieren wir die Abbildung o : Dg[0,00) — Dg[0, oc),
x + 0(x)(t) = supg<,<; 2(s). Die Abbildung ist stetig (Proposition. Sei go(z) =
maxi<i<i(a,) |17 (#) = h* (ze)], Ya(t) = mini<pen{ge(Xa(t)) —£(z)} und Z,, = o(V3).
Aus der Voraussetzung und der Stetigkeit von o folgt, dass Z,, = Z, wobei Z analog
zu Z, aus X konstruiert wird. Fiir ein 7" > 0, so dass Z(t) stetig in T ist, gilt dann

lim P[X,(t) € I fiir 0 <t < T] > lim IP[Z,(T) < 0] > IP[Z(T) < 0]

n—oo n—oo

>P[X(t) el fir 0<t<T],

wobei wir verwendet haben, dass sup,cp minj<;<n{ge(x)—e(x¢)} < 0.Sein > 0,7 >
0 ein Stetigkeitspunkt von Z und m > 1. Nach Hilfssatz und Satz [2.20] gibt es
eine kompakte Menge Ty ,,, C S, so dass IP[X (¢) € T, fiir 0 < ¢ < T| > 1—n27™" L,
Dann gibt es ein n,, > 1, so dass inf,,>,, P[X,(t) € I‘(l),/;z?’ fir0<t<T]>1-—n2"™.
Fir n = 1,...,n, — 1 konnen wir eine kompakte Menge I',,,, C S wihlen, so
dass P[X,(t) € To/m fiir 0 <t < T] > 1 — n2~™. Die Menge ', = '™ ' T, st
kompakt, und inf, >, P[X,, () € Ty™ fiir 0 < ¢ <T] > 1— 2™ Wir wihlen nun
Cor = st I'2/™. Die Menge ist abgeschlossen und total beschrankt und damit
kompakt, und erfiillt (2.14). Da H dicht in C/(S) ist, und C/(S) dicht in B(E) ist,
ist es nun leicht zu zeigen, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von X,
konvergieren. Somit folgt die Behauptung aus Satz[2.39 U

Korollar 2.41. Sei S lokal kompakt und separabel, und S® die Einpunkt-Kom-
paktifizierung. Ist {X,} eine Folge von Prozessen mit Pfaden in Dg[0,00) und
{f o X,,} relativ kompakt fiir jedes f € C(S) (der Raum der stetigen Funktio-
nen, die in Unendlich verschwinden), dann ist {X,} relativ kompakt als Folge von
Prozessen mit Pfaden in Dgal0,00). Gilt zusétzlich, dass (X,(t1),..., X, (tx)) =
(X(t1),...,X(tx)) fiir alle endlichen Teilmengen {ti,...,t;} einer dichten Menge
D C [0,00), fiir einen Prozess X mit Pfaden in Dg[0,00), dann gilt X,, = X in
Dg[0, 00).
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Beweis. Ist f € C(52), so ist f — f(A) |ge C(S). Also ist {f o X,,} relativ
kompakt fiir jedes f € C(S2). Somit folgt aus Satz dass {X,,} relativ kompakt
in Dgal0,00). Aus Satz folgt, dass X,, = X in Dga0,00). Aus Korollar
folgt, dass X,, = X in Dg[0, 00). O

Satz 2.42. Sei {X“} eine Familie von Prozessen mit Pfaden in Dg|0,c0) adaptiert
zu einer Filtration {F}*}. Sei L* der Banach-Raum der {F;*}-adaptierten Prozesse
Y mit Norm ||Y|| = sup{IE[|Y}]] : t > 0} < o0, und

¢
A* = {(Y, Z) e (LYY, — /0 Zs ds ist ein {.E“}—Martjnga]} :

Sei C, eine Unteralgebra von C(S) und sei D die Familie der Funktionen f € C(S),
so dass es fiir jedes ¢ > 0 und T > 0 ein (Y, Z,) € A* gibt, so dass

supm[ sup |Ya(t)—f(Xa(t))]] <

e t€[0,71NQ
und

sup E[|| Za||p.r] < 00 fiir ein p € (1, 00,

wobei ||h],r = (fOT |h(t)|P dt)Y/P fiir p < oo und ||her = esssup{|h(t)] : 0 <t <
T}. Falls C, im Abschluss von D enthalten ist, dann ist {(f1,..., fx) o X, } relativ
kompakt in Dyx[0,00) fiir alle fi,..., fr € Cy und 1 < k < oo.

Beweis. Der Satz ist in [I] bewiesen. O
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