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1. Halbgruppentheorie

Zuerst betrachten wir Halbgruppen, die nichts mit Stochastik zu tun haben. Es wird

sich zeigen, dass die Theorie uns erlauben wird, auf einfache Weise Martingale zu

konstruieren.

In diesem Kapitel arbeiten wir mit einem reellen Banachraum L mit der Norm

‖ · ‖. Mit I bezeichnen wir die Identitätsabbildung I : L → L, f 7→ f .

1.1. Grundlegende Eigenschaften

Definition 1.1. Eine Familie {T (t) : t ≥ 0} von beschränkten linearen Operatoren

auf L heisst Halbgruppe, falls T (0) = I und T (s + t) = T (s)T (t) für alle s, t ≥ 0.

Eine Halbgruppe heisst stark stetig, falls limt→0 T (t)f = f für jedes f ∈ L. Die

Halbgruppe heisst Kontraktionshalbgruppe, falls ‖T (t)‖ ≤ 1 für alle t ≥ 0.

Definition 1.2. Für einen beschränkten linearen Operator B definieren wir die

Exponentialfunktion

etB =
∞∑

k=0

1

k!
tkBk

für jedes t ∈ IR, wobei B0 = I.

Es gilt die folgende Eigenschaft

etBesB =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

1

n!
tnBn 1

m!
smBm =

∞∑
k=0

k∑
n=0

1

n!(k − n)!
tnsk−nBn+(k−n)

=
∞∑

k=0

k∑
n=0

1

k!

(
k

n

)
tnsk−nBk =

∞∑
n=0

1

k!
(t + s)kBk = e(t+s)B .

Man sieht nun leicht, dass {T (t) = etB : t ≥ 0} eine stark stetige Halbgruppe ist.

Hilfssatz 1.3. Sei B eine lineare Kontraktion. Dann ist et(B−I) für jedes t ≥ 0 eine

Kontraktion.

Beweis. Es folgt wie im Reellen, dass et(B−I) = e−tetB. Also gilt

‖et(B−I)‖ = e−t
∥∥∥ ∞∑

k=0

tk

k!
Bk

∥∥∥ ≤ e−t

∞∑
k=0

tk

k!
1 = 1 .

�
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Proposition 1.4. Sei {T (t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann gibt es

Konstanten M ≥ 1 und r ≥ 0, so dass

‖T (t)‖ ≤ Mert, t ≥ 0. (1.1)

Beweis. Nehmen wir zuerst and, dass für alle t0 > 0

sup
0≤s≤t0

‖T (s)‖ = ∞

gilt. Dann gibt es eine Folge {tn}, die nach 0 konvergiert, so dass ‖T (tn)‖ nach

Unendlich konvergiert. Nach dem Banach-Steinhaus-Theorem müsste es ein f ∈ L

geben, so dass supn ‖T (tn)f‖ = ∞. Dann aber wäre {T (t)} nicht stark stetig. Somit

gibt es ein t0 > 0 und ein M ≥ 1, so dass ‖T (s)‖ ≤ M für 0 ≤ s ≤ t0. Sei

r = t−1
0 log M . Sei weiter k ∈ IIN und 0 ≤ s < t0 so gewählt, dass t = kt0 + s. Dann

gilt

‖T (t)‖ = ‖T (s)T (t0)
k‖ ≤ MMk = M exp{t−1

0 (kt0) log M} ≤ Mert .

�

Korollar 1.5. Sei {T (t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann ist für jedes

f ∈ L die Funktion t 7→ T (t)f stetig.

Beweis. Wegen Proposition 1.4 gibt es ein M ≥ 1 und ein r ≥ 0, so dass (1.1)

gilt. Somit haben wir für t ≥ 0 und h ≥ 0

‖T (t + h)f − T (t)f‖ = ‖T (t)(T (h)f − f)‖ ≤ Mert‖T (h)f − f‖ ,

und für 0 ≤ h ≤ t

‖T (t− h)f − T (t)f‖ = ‖T (t− h)(f − T (h)f)‖ ≤ Mert‖T (h)f − f‖ .

Lassen wir h ↓ 0 streben, folgt die Behauptung. �

Definition 1.6. Sei A ein (unbeschränkter) linearer Operator auf einem Unter-

raum von L. Wir bezeichnen den Definitionsbereich mit D(A) und den Bild-

bereich mit R(A). Der Graph von A ist die Menge

G(A) = {(f, Af) : f ∈ D(A)} .

Der Operator A heisst abgeschlossen, falls G(A) ein abgeschlossener Unterraum

von L× L ist.

Sei ∆ ein abgeschlossenes Intervall in IR. Eine Funktion u : ∆ → L heisst dif-

ferenzierbar oder (Riemann) integrierbar analog zu den Definitionen im Falle

L = IR.
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Hilfssatz 1.7. Sei u : ∆ → L eine stetige Funktion.

i) Sei weiter B ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Nehmen wir an, dass

u(t) ∈ D(B) für alle t ∈ ∆, dass Bu stetig ist, und dass sowohl u als auch Bu

integrierbar über ∆ sind. Dann ist
∫

∆
u(t) dt ∈ D(B) und

B

∫
∆

u(t) dt =

∫
∆

Bu(t) dt .

ii) Ist
∫

∆
‖u(t)‖ dt < ∞, dann ist u integrierbar über ∆ und∥∥∥∫

∆

u(t) dt
∥∥∥ ≤ ∫

∆

‖u(t)‖ dt .

iii) Ist u stetig differenzierbar und ∆ = [a, b], dann gilt∫ b

a

d

dt
u(t) dt = u(b)− u(a) .

Beweis. i) Nehmen wir zuerst ∆ = [a, b] an. Seien {ti : 0 ≤ i ≤ n} Zerlegungen

des Intervalles, so dass sup{ti − ti−1} → 0 für n →∞. Dann konvergieren

n∑
i=1

u(ti)(ti − ti−1) →
∫ b

a

u(t) dt

und

B
( n∑

i=1

u(ti)(ti − ti−1)
)

=
n∑

i=1

Bu(ti)(ti − ti−1) →
∫ b

a

Bu(t) dt .

Da B abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. Ist ∆ = [a,∞), dann haben wir∫ a+n

a

u(t) dt →
∫ ∞

0

u(t) dt

und

B

∫ a+n

a

u(t) dt =

∫ a+n

a

Bu(t) dt →
∫ ∞

0

Bu(t) dt .

Da B abgeschlossen ist, folgt auch in diesem Falle die Behauptung. Analog folgen

die Aussagen für ∆ = (−∞, b] und ∆ = IR.

ii) und iii) Die Behauptungen folgen wie im Fall L = IR. �
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Definition 1.8. Der infinitesimale Generator ist der lineare Operator

Af = lim
t↓0

1

t
(T (t)f − f) ,

wobei D(A) der Unterraum aller f ∈ L ist, für die der Grenzwert existiert.

Proposition 1.9. Sei {T (t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L mit infinitesi-

malem Generator A.

i) Ist f ∈ L und t ≥ 0, dann ist
∫ t

0
T (s)f ds ∈ D(A) und

T (t)f − f = A

∫ t

0

T (s)f ds .

ii) Ist f ∈ D(A) und t ≥ 0, dann ist T (t)f ∈ D(A) und

d

dt
T (t)f = AT (t)f = T (t)Af .

iii) Ist f ∈ D(A) und t ≥ 0, dann ist

T (t)f − f =

∫ t

0

AT (s)f ds =

∫ t

0

T (s)Af ds .

Beweis. i) Wir haben D(T (h)) = L. Wegen Proposition 1.4 ist der Operator

T (h) abgeschlossen. Aus Hilfssatz 1.7 folgt mit Hilfe von Korollar 1.5, dass

1

h
(T (h)− I)

∫ t

0

T (s)f ds =
1

h

∫ t

0

(T (s + h)f − T (s)f) ds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)f ds− 1

h

∫ h

0

T (s)f ds .

Aus Korollar 1.5 folgt, dass die rechte Seite nach T (t)f − f konvergiert.

ii) Es gilt
1

h
(T (h)T (t)f − T (t)f) = T (t)

1

h
(T (h)f − f) .

Daher haben wir wegen der Abgeschlossenheit von T (t), dass AT (t)f = T (t)Af und

1

h
(T (h + t)f − T (t)f) = T (t)

1

h
(T (h)f − f) =

1

h
(T (h)− I)T (t)f .

Dies zeigt die Ableitung von rechts. Für 0 < h ≤ t haben wir

1

−h
(T (t− h)f − T (t)f) = T (t− h)

(1

h
(T (h)f − f)− Af

)
+ T (t− h)Af .

Die Norm des ersten Terms konvergiert nach 0. Dies gibt mit Hilfe von Korollar 1.5

die Ableitung von links.

iii) Die letzte Behauptung folgt aus Hilfssatz 1.7 und ii). �
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Korollar 1.10. Sei A der infinitesimale Generator einer stark stetigen Halbgruppe

{T (t)} auf L. Dann ist D(A) dicht in L und der Operator A ist abgeschlossen.

Beweis. Wir haben in Proposition 1.9 bewiesen, dass
∫ t

0
T (s)f ds ∈ D(A). Da

t−1
∫ t

0
T (s)f ds → f für t ↓ 0, folgt dass D(A) dicht in L ist. Sei {fn} ⊂ D(A),

so dass fn → f und Afn → g. Wir bemerken zuerst, dass wegen Proposition 1.4

T (t)fn = T (t)(fn−f)+T (t)f → T (t)f . Aus Proposition 1.9 folgt, dass T (t)fn−fn =∫ t

0
T (s)Afn ds. Daher gilt im Grenzwert T (t)f − f =

∫ t

0
T (s)g ds. Teilen wir den

Ausdruck durch t und lassen t ↓ 0, erhalten wir das Resultat. �

1.2. Der Satz von Hille–Yosida

Definition 1.11. Sei A ein linearer abgeschlossener Operator auf L. Hat für ein

λ ∈ IR die Gleichung (λ − A)f = 0 nur die Lösung f = 0, gilt R(λ − A) = L

und ist (λ− A)−1 ein beschränkter linearer Operator, dann sagen wir λ gehört zur

Resolventenmenge ρ(A) von A. Der Operator Rλ = (λ−A)−1 heisst Resolvente

(in λ) von A.

Proposition 1.12. Sei {T (t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L

mit Generator A. Dann ist (0,∞) ⊂ ρ(A) und

(λ− A)−1g =

∫ ∞

0

e−λtT (t)g dt

für alle g ∈ L und alle λ > 0. Weiter gilt ‖(λ− A)f‖ ≥ λ‖f‖ für alle f ∈ D(A).

Beweis. Sei λ > 0. Wir definieren Uλg =
∫∞

0
e−λtT (t)g dt. Dann ist Uλ ein linearer

Operator. Aus Hilfssatz 1.7 folgt, dass

‖Uλg‖ ≤
∫ ∞

0

e−λt‖T (t)g‖ dt ≤ λ−1‖g‖ . (1.2)

Daher ist Uλ wohldefiniert und beschränkt.

Sei g ∈ L und h > 0.

1

h
(T (h)− I)Uλg =

1

h

∫ ∞

0

e−λt(T (t + h)g − T (t)g) dt

=
1

h

(
eλh

∫ ∞

0

e−λ(t+h)T (t + h)g dt−
∫ ∞

0

eλtT (t)g dt
)

=
eλh − 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)g dt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)g dt .
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Lassen wir h ↓ 0, zeigt sich, dass Uλg ∈ D(A) und AUλg = λUλg−g, oder äquivalent

dazu,

(λ− A)Uλg = g . (1.3)

Nehmen wir nun an, dass g ∈ D(A). Aus Proposition 1.9, Korollar 1.5 und Hilfs-

satz 1.7 folgt, dass

UλAg =

∫ ∞

0

e−λtT (t)Ag dt =

∫ ∞

0

Ae−λtT (t)g dt = A

∫ ∞

0

e−λtT (t)g dt = AUλg .

Daher gilt für g ∈ D(A), dass

Uλ(λ− A)g = (λ− A)Uλg = g . (1.4)

Sei nun g ∈ D(A), so dass (λ− A)g = 0. Aus (1.4) erhalten wir g = Uλ(λ− A)g =

Uλ0 = 0. Wegen (1.3) haben wir, dass R(λ − A) = L. Aus (1.4) erhalten wir

(λ− A)−1 = Uλ.

Sei f ∈ D(A). Aus (1.2) erhalten wir nun

‖f‖ = ‖Uλ(λ− A)f‖ ≤ λ−1‖(λ− A)f‖ .

�

Hilfssatz 1.13. Sei A ein abgeschlossener Operator auf L. Dann ist ρ(A) eine

offene Teilmenge von IR.

Beweis. Sei λ ∈ ρ(A). Wählen wir µ ∈ IR, so dass |µ − λ| < ‖Rλ‖−1. Definieren

wir

U =
∞∑

n=0

(λ− µ)nRn+1
λ . (1.5)

Wir haben

‖U‖ ≤
∞∑

n=0

|λ− µ|n‖Rλ‖n+1 < ∞ .

Also ist U ein beschränkter linearer Operator auf L. Weiter gilt, dass

U(µ− A) =
∞∑

n=0

(λ− µ)nRn+1
λ (λ− A− (λ− µ))

=
∞∑

n=0

[
(λ− µ)nRn

λ − (λ− µ)n+1Rn+1
λ

]
= I

und analog, dass (µ − A)U = I. Ist (µ − A)f = 0, so ist f = U(µ − A)f = 0 und

R(µ− A) = L. Da U = (µ− A)−1, ist µ ∈ ρ(A). �
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Definition 1.14. Ein linearer Operator A auf L heisst dissipativ, falls ‖λf −
Af‖ ≥ λ‖f‖ für jedes f ∈ D(A) und jedes λ > 0.

Hilfssatz 1.15. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L und sei λ > 0. Dann

ist A genau dann abgeschlossen, falls die Menge R(λ− A) abgeschlossen ist.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass A abgeschlossen ist. Sei {fn} ⊂ D(A) eine

Folge, so dass (λ−A)fn → h für ein h ∈ L. Dann ist ‖fn− fm‖ ≤ λ−1‖(λ−A)(fn−
fm)‖ eine Cauchy-Folge. Daher gibt es ein f ∈ L, so dass fn → f und Afn → λf−h.

Da A abgeschlossen ist, haben wir f ∈ D(A) und (λ−A)f = h. Somit ist R(λ−A)

abgeschlossen.

Nehmen wir nun an, dass R(λ − A) abgeschlossen ist. Sei {fn} ⊂ D(A) eine

Folge, so dass fn → f und Afn → g. Dann konvergiert (λ − A)fn nach λf − g.

Daher gibt es ein h ∈ D(A), so dass λf − g = (λ − A)h. Es gilt, dass ‖fn − h‖ ≤
λ−1‖(λ− A)(fn − h)‖ → 0, und somit gilt h = f . Damit ist A abgeschlossen. �

Hilfssatz 1.16. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf

L. Falls ρ(A) ∩ (0,∞) 6= ∅, dann ist (0,∞) ⊂ ρ(A).

Beweis. Sei {λn} ⊂ ρ(A) ∩ (0,∞) eine Folge, so dass λn → λ für ein λ > 0. Sei

f ∈ D(A), so dass (λ− A)f = 0. Dann gilt

‖f‖ ≤ λ−1‖(λ− A)f‖ = 0 ,

und somit ist f = 0.

Sei g ∈ L. Wir definieren gn = (λ− A)(λn − A)−1g. Wir bemerken, dass

‖(λn − A)−1g‖ ≤ λ−1
n ‖(λn − A)(λn − A)−1g‖ = λ−1

n ‖g‖ . (1.6)

Dann gilt

‖gn − g‖ = ‖((λ− A)− (λn − A))(λn − A)−1g‖ ≤ |λn − λ|
λn

‖g‖ → 0 .

Daher ist R(λ − A) dicht in L. Aus Hilfssatz 1.15 folgt, dass R(λ − A) eine abge-

schlossene Menge ist. Somit ist R(λ− A) = L.

Aus (1.6) folgt, dass ‖(λ − A)−1‖ ≤ λ−1. Somit haben wir λ ∈ ρ(A), und die

Menge ρ(A) ∩ (0,∞) ist abgeschlossen in (0,∞). Da nach Hilfssatz 1.13 die Menge

auch offen in (0,∞) ist, haben wir, dass ρ(A) ∩ (0,∞) = (0,∞). �
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Hilfssatz 1.17. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf

L. Nehmen wir an, dass D(A) dicht in L ist, und dass (0,∞) ⊂ ρ(A). Für jedes λ > 0

definieren wir Aλ = λA(λ−A)−1. Der Operator Aλ heisst Yosida-Approximation

von A. Dann gilt:

i) Für jedes λ > 0 ist Aλ ein beschränkter linearer Operator auf L, und {etAλ} ist

eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator Aλ.

ii) Wir haben AλAµ = AµAλ für alle λ, µ > 0.

iii) Für jedes f ∈ D(A) gilt, lim
λ→∞

Aλf = Af .

Beweis. i) Wir bemerken zuerst, dass (siehe (1.6)) ‖Rλ‖ ≤ λ−1. Es folgt dann,

dass

Aλ = λ(λ− (λ− A))(λ− A)−1 = λ2Rλ − λ . (1.7)

Daher ist Aλ beschränkt, und

‖etAλ‖ = e−λt‖etλ2Rλ‖ ≤ e−λtetλ2‖Rλ‖ ≤ 1

gilt für alle t ≥ 0. Dass {etAλ} eine stark stetige Halbgruppe ist, haben wir schon

gezeigt. Also ist {etAλ} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe.

Bemerken wir, dass

t−1(etAλ − I) =
∞∑

n=1

tn−1

n!
An

λ

für t ↓ 0 nach Aλ konvergiert. Daher ist Aλ der Generator der Halbgruppe {etAλ}.
ii) Wir zeigen zuerst RλRµ = RµRλ. Sei λ > 0 fest, und definieren wir die Menge

H = {µ > 0 : RλRµ = RµRλ}. Trivialerweise ist λ ∈ H, und somit H 6= ∅. Wir

zeigen zuerst, dass H offen in (0,∞) ist. Sei µ ∈ H und η > 0, so dass |η − µ| <

‖Rµ‖−1. Dann folgt aus (1.5)

RλRη = Rλ

∞∑
n=0

(µ− η)nRn+1
µ =

∞∑
n=0

(µ− η)nRn+1
µ Rλ = RηRµ . (1.8)

Dies zeigt, dass η ∈ H. Wir zeigen nun, dass H abgeschlossen in (0,∞) ist. Sei

{µn} ⊂ H eine konvergente Folge, die nach µ > 0 konvergiert. Wählen wir ein n, so

dass |µn − µ| < µ/2. Dann ist µn > µ/2. Da ‖Rµn‖ ≤ µ−1
n , haben wir |µn − µ| <

µ/2 < µn ≤ ‖Rµn‖−1. Ersetzen wir in (1.8) die Variablen µ und η durch µn und µ

respektive, dann erhalten wir µ ∈ H. Somit gilt H = (0,∞). Aus (1.7) folgt nun

AλAµ = AµAλ.
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iii) Sei g ∈ D(A). Dann gilt

‖(λRλ − I)g‖ = ‖Rλ(λ− (λ− A))g‖ ≤ λ−1‖Ag‖ → 0

für λ → ∞. Sei nun g ∈ L. Da D(A) dicht in L ist, gibt es eine Folge {gn} ⊂
D(A), die nach g konvergiert. Da ‖λRλ − I‖ ≤ λ‖Rλ‖ + 1 ≤ 2, erhalten wir,

dass ‖(λRλ − I)(g − gn)‖ für n → ∞ nach 0 konvergiert. Dies impliziert, dass

limλ→∞ λRλg = g. Sei nun f ∈ D(A). Dann gilt

Aλf = λARλf = λ2Rλf − λ(λ− A)Rλf = λ2Rλf − λRλ(λ− A)f = λRλAf → Af

für λ →∞. �

Hilfssatz 1.18. Seien B und C beschränkte lineare Operatoren auf L, so dass

BC = CB, ‖etB‖ ≤ 1 und ‖etC‖ ≤ 1 für alle t ≥ 0. Dann gilt

‖(etB − etC)f‖ ≤ t‖(B − C)f‖

für jedes f ∈ L und t ≥ 0.

Beweis. Aus Hilfssatz 1.7 und der Kommutivität von B and C folgt

etBf − etCf =

∫ t

0

d

ds
(esBe(t−s)Cf) ds

=

∫ t

0

esB(B − C)e(t−s)Cf ds

=

∫ t

0

esBe(t−s)C(B − C)f ds .

Ziehen wir die Norm ins Integral, folgt die Behauptung. �

Satz 1.19. (Satz von Hille–Yosida) Ein linearer Operator A auf L ist genau

dann der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, falls

i) D(A) ist dicht in L,

ii) A ist dissipativ und

iii) R(λ− A) = L für ein λ > 0.
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Beweis. Ist A der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe {T (t)},
so sind die Bedingungen i)–iii) erfüllt, wegen Korollar 1.10 und Proposition 1.12.

Seien nun die Bedingungen i)–iii) erfüllt. Aus Hilfsatz 1.15 folgt, dass A abge-

schlossen ist. Hilfssatz 1.16 und dessen Beweis zeigen, dass (0,∞) ⊂ ρ(A). Definieren

wir die Yosida-Approximation Aλ wie in Hilfssatz 1.17. Aus Hilfssatz 1.17 wissen

wir, dass AλAµ = AµAλ. Setzen wir Tλ(t) = etAλ . Dann ist {Tλ(t)} eine stark stetige

Kontraktionshalbgruppe auf L (Hilfssatz 1.17). Sei f ∈ D(A). Wegen Hilfssatz 1.18

haben wir

‖(Tλ(t)− Tµ(t))f‖ ≤ t‖(Aλ − Aµ)f‖ .

Da Aλf nach Af konvergiert, existiert limλ→∞ Tλ(t)f für alle t ≥ 0. Der Grenzüber-

gang ist gleichmässig auf beschränkten Intervallen. Wir bezeichnen den Grenzwert

mit T (t)f .

Sei g ∈ L. Dann gibt es eine Folge {gn} ⊂ D(A), die nach g konvergiert, da D(A)

dicht in L ist. Wir haben dann

(Tλ(t)−Tµ(t))g = Tλ(t)(g−gn)+(Tλ(t)−T (t))gn +(T (t)−Tµ(t))gn +Tµ(t)(gn−g) .

Da Tλ und Tµ Kontraktionshalbgruppen sind, können der erste und der letzte Term

auf der rechten Seite beliebig klein gemacht werden, indem man n gross genug wählt.

Der zweite und dritte Term können beliebig klein gemacht werden, indem man λ

und µ gross genug wählt. Somit konvergiert auch {Tλ(t)g}, und wegen den obigen

Betrachtungen gleichmässig auf beschränkten Intervallen. Wir bezeichnen diesen

Grenzwert mit T (t)g. Es gilt T (0)g = g und ‖T (t)‖ ≤ 1. Weiter gilt

T (s + t)g − T (s)T (t)g

= (T (s + t)− Tλ(s + t))g + Tλ(s)(Tλ(t)− T (t))g + (Tλ(s)− T (s))T (t)g .

Lassen wir λ →∞ folgt, dass {T (t)} eine Kontraktionshalbgruppe ist. Wir bemer-

ken, dass

‖T (t)g − g‖ ≤ ‖T (t)g − Tλ(t)g‖+ ‖Tλ(t)g − g‖ .

Der erste Term kann für t ∈ (0, 1) gleichmässig klein gemacht werden, indem wir λ

gross genug wählen. Der zweite Term kann für t klein genug beliebig klein gemacht

werden, da {Tλ(t)} stark stetig ist. Daher ist auch {T (t)} stark stetig.

Sei A der Generator von {T (t)}. Wählen wir g ∈ D(A). Wir wissen (Hilfs-

satz 1.17), dass Aλ der Generator von {Tλ(t)} ist. Aus Proposition 1.9 folgt, dass

Tλ(t)g − g =

∫ t

0

Tλ(s)Aλg ds .
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Da

Tλ(s)Aλg − T (s)Ag = Tλ(s)(Aλg − Ag) + (Tλ(s)− T (s))Ag ,

folgt aus Hilfsatz 1.17, dass Tλ(s)Aλg gleichmässig in [0, t] nach T (s)Ag konvergiert.

Daher haben wir

T (t)g − g =

∫ t

0

T (s)Ag ds .

Teilen wir durch t und lassen t ↓ 0, erhalten wir Ag = Ag. Daher ist A eine Erwei-

terung von A auf D(A).

Sei nun f ∈ D(A) und wählen wir λ > 0. Dann gilt R(λ − A) = L. Aus

Proposition 1.12 wissen wir, dass λ ∈ ρ(A). Sei h = (λ − A)−1(λ − A)f . Dann ist

h ∈ D(A) ⊂ D(A). Daher gilt

(λ− A)h = (λ− A)h = (λ− A)f ,

als (λ − A)(h − f) = 0. Daher gilt h − f = 0 und damit f ∈ D(A). Das bedeutet,

dass D(A) = D(A). Also haben wir gezeigt, dass A = A. �

Proposition 1.20. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L. Sei u : [0,∞) →
L eine stetige Funktion, so dass u(t) ∈ D(A) für alle t > 0, Au : (0,∞) → L stetig

ist und

u(t) = u(ε) +

∫ t

ε

Au(s) ds

für alle 0 < ε < t. Dann ist ‖u(t)‖ ≤ ‖u(0)‖ für alle t > 0.

Beweis. Wählen wir eine Zerlegung 0 < ε = t0 < t1 < · · · < tn = t. Dann gilt

u(ti)− u(ti−1) =
(
u(t)−

∫ t

ti

Au(s) ds
)
−

(
u(t)−

∫ t

ti−1

Au(s) ds
)

=

∫ ti

ti−1

Au(s) ds .

Da der Operator dissipativ ist, haben wir

‖u(ti)− (ti − ti−1)Au(ti)‖ = (ti − ti−1)
∥∥(ti − ti−1)

−1u(ti)− Au(ti)
∥∥ ≥ ‖u(ti)‖ .
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Es folgt, dass

‖u(t)‖ = ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

(‖u(ti)‖ − ‖u(ti−1)‖)

≤ ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

(‖u(ti)− (ti − ti−1)Au(ti)‖ − ‖u(ti)− (u(ti)− u(ti−1))‖)

= ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

(
‖u(ti)− (ti − ti−1)Au(ti)‖ −

∥∥∥u(ti)−
∫ ti

ti−1

Au(s) ds
∥∥∥)

≤ ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

∥∥∥(ti − ti−1)Au(ti)−
∫ ti

ti−1

Au(s) ds
∥∥∥

= ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

∥∥∥∫ ti

ti−1

(Au(ti)− Au(s)) ds
∥∥∥

≤ ‖u(ε)‖+
n∑

i=1

∫ ti

ti−1

‖Au(ti)− Au(s)‖ ds .

Die Funktion Au(t) ist auf dem Intervall [ε, t] gleichmässig stetig. Lassen wir also

max{ti − ti−1} gegen Null konvergieren, so folgt, dass ‖u(t)‖ ≤ ‖u(ε)‖. Lässt man

ε ↓ 0, folgt die Behauptung. �

Proposition 1.21. Seien {T (t)} und {S(t)} zwei stark stetige Kontraktionshalb-

gruppen auf L mit den Generatoren A und B, respektive. Ist A = B, dann gilt

T (t) = S(t) für alle t ≥ 0.

Beweis. Sei f ∈ D(A). Dann folgt aus Proposition 1.9

(T (t)− S(t))f − (T (ε)− S(ε))f =

∫ t

ε

A(T (s)− S(s))f ds .

Nach Korollar 1.5 ist (T (t)− S(t))f stetig in t. Aus

A(T (t)− S(t))f = λ(T (t)− S(t))f − (λ− A)(T (t)− S(t))f

folgt aus der Dissipativität, dass auch A(T (t)−S(t))f stetig in t ist. Also impliziert

Proposition 1.20

‖(T (t)− S(t))f‖ ≤ ‖f − f‖ = 0 .

Nach Satz 1.19 is D(A) dicht in L. Daher gilt wegen der Stetigkeit T (t)f = S(t)f

für alle f ∈ L. �
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Proposition 1.22. Sei {T (t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L

mit Generator A. Sei Aλ die Yosida-Approximation von A. Dann gilt

‖etAλf − T (t)f‖ ≤ t‖Aλf − Af‖

für jedes f ∈ D(A), t ≥ 0, λ > 0. Insbesondere gilt für jedes f ∈ L, dass

limλ→∞ etAλf = T (t)f gleichmässig auf beschränkten Intervallen.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 1.19 folgt, dass es eine Halbgruppe {S(t)} mit

Generator B gibt, so dass die Aussage für {S(t)} gilt. Aber nach Proposition 1.21

gilt T (t) = S(t). �

Korollar 1.23. Sei {T (t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit

Generator A. Für M ⊂ L sei

ΛM = {λ > 0 : λ(λ− A)−1|M : M → M} .

Falls M eine abgeschlossene konvexe Untermenge von L und ΛM unbeschränkt ist,

oder falls M ein abgeschlossner Unterraum von L und ΛM nicht leer ist, dann ist

T (t)|M : M → M für alle t ≥ 0.

Beweis. Da A dissipativ ist, gilt ‖(λ−A)−1f‖ ≤ λ−1‖f‖. Sei λ, µ > 0 und µ < 2λ.

Aus dem Beweis von Hilfssatz 1.13, folgt dass

µ(µ− A)−1 =
µ

λ

∞∑
n=0

(
1− µ

λ

)n (
λ(λ− A)−1

)n+1
.

Ist M abgeschlossen und konvex, so folgt aus λ ∈ ΛM , dass (0, λ] ⊂ ΛM . Ist M

ein abgeschlossener Unterraum, dann impliziert λ ∈ ΛM , dass (0, 2λ) ⊂ ΛM . Dies

bedeutet in beiden Fällen, dass ΛM = (0,∞). Aus (1.7) folgern wir, dass

etAλ = e−λtetλ(λ(λ−A)−1) = e−λt

∞∑
n=0

(λt)n

n!

(
λ(λ− A)−1

)n

für alle t ≥ 0 und λ > 0. Da M abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus Propo-

sition 1.22. �

Definition 1.24. Ein linearer Operator A auf L heisst abschliessbar, falls es eine

abgeschlossene Erweiterung von A gibt. Ist A abschliessbar, so bezeichnen wir mit

Ā den Abschluss von A, das heisst, die minimale abgeschlossene Erweiterung von

A.

Es gilt somit G(A) = G(Ā).
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Hilfssatz 1.25. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L, so dass D(A) dicht

in L ist. Dann ist A abschliessbar, Ā ist dissipativ und R(λ− A) = R(λ − Ā) für

jedes λ > 0.

Beweis. Um zu zeigen, dass A abschliessbar ist, genügt es zu zeigen, dass für jedes

Paar von Folgen {fn} ⊂ D(A) und {gn} ⊂ D(A), so dass lim fn = lim gn und beide

Grenzwerte lim Afn und lim Agn existieren, gilt, dass lim Afn = lim Agn. Betrachten

wir {fn − gn}, so brauchen wir bloss zu zeigen, dass für eine Folge {fn} ⊂ D(A), so

dass fn → 0 und lim Afn = g, gelten muss, dass g = 0. Da D(A) dicht ist in L, gibt

es eine Folge {gm} ⊂ D(A), so dass gm → g. Sei λ > 0. Da A dissipativ ist, haben

wir

‖(1− λ−1A)gm − g‖ = λ−1 lim
n→∞

‖(λ− A)(gm + λfn)‖ ≥ lim
n→∞

‖gm + λfn‖ = ‖gm‖ .

Lassen wir λ → ∞, erhalten wir ‖gm − g‖ ≥ ‖gm‖. Das bedeutet, dass ‖gm‖ → 0,

also g = 0.

Sei f ∈ D(Ā). Sei {(fn, gn)} ⊂ G(A), so dass (fn, gn) → (f, Āf). Dann gilt

‖λfn − Afn‖ ≥ λ‖fn‖. Lassen wir n → ∞, erhalten wir ‖λf − Āf‖ ≥ λ‖f‖. Somit

ist Ā dissipativ.

Es ist klar, dassR(λ−A) ⊂ R(λ−Ā) ⊂ R(λ− A). Weiter folgt aus Hilfssatz 1.15,

dass R(λ− Ā) abgeschlossen ist. Daher ist R(λ− A) ⊂ R(λ− Ā). �

Wir können nun eine alternative Form des Satzes von Hille–Yosida beweisen.

Satz 1.26. Ein linearer Operator A ist abschliessbar und der Abschluss Ā ist der

Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, genau dann, wenn

i) D(A) ist dicht in L,

ii) A ist dissipativ und

iii) R(λ− A) ist dicht in L für ein λ > 0.

Beweis. Sei A abschliessbar und Ā der Generator einer stark stetigen Kontrakti-

onshalbgruppe. Dann muss gelten, dass D(A) dicht ist in D(Ā). Aus Satz 1.19 wissen

wir, dass D(Ā) dicht ist in L. Somit ist auch D(A) dicht in L. Da nach Satz 1.19

die Erweiterung Ā dissipativ ist, muss auch A dissipativ sein. Wir wissen weiter aus

Satz 1.19, dass es ein λ > 0 gibt, so dass R(λ− Ā) = L. Aus Hilfssatz 1.25 erhalten

wir R(λ− A) = R(λ− Ā) = L. Somit ist R(λ− A) dicht in L.
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Nehmen wir nun an, dass die Bedingungen erfüllt sind. Nach Hilfssatz 1.25 ist A

abschliessbar, Ā ist dissipativ und R(λ− Ā) = R(λ− A) = L für ein λ > 0. Dann

ist auch D(Ā) dicht in L. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Hille–Yosida. �

1.3. Kerne

Definition 1.27. Sei A ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Ein Unter-

raume D von D(A) heisst Kern für A, falls der Abschluss der Einschränkung von

A auf D gleich A ist, d.h. A|D = A.

Proposition 1.28. Sei A der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalb-

gruppe auf L. Ein Unterraum D von D(A) ist genau dann ein Kern für A, falls D

dicht in L ist und R(λ− A|D) dicht in L ist für ein λ > 0.

Beweis. Da A dissipativ ist, ist auch A|D dissipativ. Sei D ein Kern für A. Dann

folgen die Bedingungen aus Satz 1.26. Seien die Bedingungen erfüllt. Dann erzeugt

A|D eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L (Satz 1.26). Es folgt, dass A

eine Erweiterung von A|D ist. Aus der Konstruktion der Halbgruppe in Satz 1.19

folgt, dass die beiden Halbgruppen identisch sein müssen. Also ist A|D = A. �

1.4. Mehrwertige Operatoren

Definition 1.29. Ein mehrwertiger Operator A auf L ist eine Teilmenge von

L2. Der Definitionsbereich ist die Menge D(A) = {f : ∃g, (f, g) ∈ A} und der

Bildbereich ist die Menge R(A) = {g : ∃f, (f, g) ∈ A}. A heisst linear, falls

A ein Unterraum von L2 ist. Ist A linear, dann heisst der Operator einwertig,

falls (0, g) ∈ A impliziert, dass g = 0. Ist A linear, dann heisst A dissipativ, falls

‖λf − g‖ ≥ λ‖f‖ für alle (f, g) ∈ A und alle λ > 0. Der Abschluss Ā von A ist

der übliche Abschluss. Weiter definieren wir λ− A = {(f, λf − g) : (f, g) ∈ A}.

Hilfssatz 1.30. Sei A ⊂ L2 linear und dissipativ. Dann ist

A0 = {(f, g) ∈ Ā : g ∈ D(A)}

einwertig und R(λ− A) = R(λ− Ā) für jedes λ > 0.
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Beweis. Sei (0, g) ∈ A0. Dann gibt es eine Folge {(gn, hn)} ⊂ A, so dass gn → g.

Wegen der Linearität gilt, dass (gn, hn + λg) ∈ Ā. Da der Operator dissipativ ist,

haben wir ‖λgn− hn− λg‖ ≥ λ‖gn‖ für jedes n ∈ IIN. Teilen wir durch λ und lassen

λ →∞, erhalten wir ‖gn − g‖ ≥ ‖gn‖. Lassen wir n →∞, erhalten wir g = 0.

Sei λ > 0. Es ist klar, dass R(λ−A) ⊂ R(λ−Ā) ⊂ R(λ− A). Sei {(fn, gn)} ⊂ Ā

mit λfn−gn → h für ein h ∈ L. Wir haben λ‖fn−fm‖ ≤ ‖(λfn−gn)−(λfm−gm)‖.
Daher ist {fn} eine Cauchy-Folge, das heisst, fn → f für ein f ∈ L. Da gn → λf−h

und da Ā abgeschlossen ist, folgt, dass f ∈ D(Ā). Daher gibt es ein g ∈ L, so dass

(f, g) ∈ Ā und gn → g. Weiter haben wir, dass h = λf − g ∈ R(λ− Ā), das heisst,

R(λ− Ā) ist abgschlossen. Somit gilt R(λ− A) ⊂ R(λ− Ā). �

1.5. Halbgruppen auf Funktionenräumen

Sei (M,M) ein messbarer Raum und Γ ein Klasse von positiven Massen auf M . Wir

bezeichnen mit L den Vektorraum der M-messbaren Funktionen f : M → IR, so

dass

‖f‖ = sup
µ∈Γ

∫
|f | dµ < ∞ .

‖ · ‖ ist eine Seminorm auf L. In der Tat,∫
|f + g| dµ ≤

∫
|f |+ |g| dµ ≤ ‖f‖+ ‖g‖ ,

und damit ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖. Dass ‖cf‖ = |c|‖f‖ folgt leicht. Sei N = {f ∈
L : ‖f‖ = 0} und L der Quotientenraum L/N . Dann kann man zeigen, dass L ein

Banachraum ist (Übung). Ist zum Beispiel Γ der Raum der Wahrscheinlichkeitsmasse

auf M, dann ist L der Raum der beschränkten messbaren Funktionen.

Sei (S,S, ν) ein σ-endlicher Massraum und f : S ×M → IR sei S ×M-messbar.

Falls es eine messbare Funktion g : S → IR gibt, so dass ‖f(s, ·)‖ ≤ g(s) für alle

s ∈ S und
∫

g(s)ν(ds) < ∞, dann gilt

sup
µ∈Γ

∫ ∣∣∣∣∫ f(s, x) ν(ds)

∣∣∣∣ µ(dx) ≤ sup
µ∈Γ

∫ ∫
|f(s, x)|µ(dx) ν(ds) ≤

∫
g(s) ν(ds) < ∞

und
∫

f(s, ·) ν(ds) kann als die Äquivalenzklasse h ∈ L definiert werden, für die

h(x) =

{ ∫
f(s, x) ν(ds) if

∫
|f(s, x)| ν(ds) < ∞,

0 sonst.
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Definition 1.31. Wir sagen, eine Funktion u : S → L ist messbar, falls es

eine S × M-messbare Funktion v gibt, so dass v(s, ·) ∈ u(s) für jedes s ∈ S.

Eine Halbgruppe {T (t)} ist messbar, falls T (·)f für jedes f ∈ L messbar ist. Der

vollständige Generator Â einer messbaren Kontraktionshalbgruppe {T (t)} auf L

ist die Menge der Funktionen

Â = {(f, g) ∈ L2 : T (t)f − f =

∫ t

0

T (s)g ds für alle t ≥ 0} .

Wir bemerken, dass Â im Normalfall nicht einwertig ist.

1.6. Approximationssätze

In diesem Abschnitt arbeiten wir auf Banachräumen L und Ln für n ∈ IIN \ {0}.
Die Abbildungen πn : L → Ln seien beschränkte lineare Transformationen. Es gelte

supn ‖πn‖ < ∞. Wir schreiben fn → f , falls fn ∈ Ln, f ∈ L und limn→∞ ‖fn −
πnf‖ = 0.

Hilfssatz 1.32. Seien {Tn(t)} und {S(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen

auf Ln und L mit den Generatoren An and A. Sei f ∈ D(A). Nehmen wir an, dass

πnS(t)f ∈ D(An) für alle t ≥ 0 und dass AnπnS(·)f : [0,∞) → Ln eine stetige

Funktion ist. Dann gilt für jedes t ≥ 0

Tn(t)πnf − πnS(t)f =

∫ t

0

Tn(t− s)(Anπn − πnA)S(s)f ds ,

und damit

‖Tn(t)πnf − πnS(t)f‖ ≤
∫ t

0

‖(Anπn − πnA)S(s)f‖ ds .

Beweis. Wir haben in Propositon 1.9 gezeigt, dass S(s)f ∈ D(A), und somit ist

die rechte Seite der Behauptung wohldefiniert. Es folgt nun aus Proposition 1.9, dass

− d
ds

(Tn(t−s)πnS(s)f) = Tn(t−s)(Anπn−πnA)S(s)f stetig in s ist. Die Behauptung

folgt aus Hilfssatz 1.7. �

Hilfssatz 1.33. Seien {Tn(t)} und {T (t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen

auf Ln und L mit Generatoren An and A. Sei D ein Kern für A. Nehmen wir weiter

an, dass es für jedes f ∈ D Funktionen fn ∈ D(An) gibt, so dass fn → f und

Anf → Af . Für λ > 0 sei Aλ
n die Yosida Approximation von An und Aλ die Yosida

Approximation von A. Dann konvergiert Aλ
nπnf → Aλf für jedes f ∈ L und λ > 0.
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Beweis. Sei f ∈ D und g = (λ − A)f . Dann gibt es Funktionen fn ∈ D(An), so

dass fn → f und Anfn → Af . Also konvergiert (λ−An)fn → g. Mit Hilfe von (1.7)

und der Dissipativität von An erhalten wir

‖Aλ
nπng − πnA

λg‖ =
∥∥λ2[(λ− An)−1 − λ−1I]πng − πnλ

2[(λ− A)−1 − λ−1I]g
∥∥

= λ2
∥∥(λ− An)−1πng − fn + fn − πn(λ− A)−1g

∥∥
≤ λ2‖(λ− An)−1[πng − (λ− An)fn]‖+ λ2‖fn − πnf‖
≤ λ‖πng − (λ− An)fn‖+ λ2‖fn − πnf‖ .

Dieser Ausdruck konvergiert nach 0. Somit konvergiert ‖Aλ
nπng − πnA

λg‖ → 0 für

jedes g ∈ R(λ − A|D). Aus Proposition 1.28 wissen wir, dass R(λ − A|D) dicht in

L ist. Da die linearen Transformationen Aλ
nπn − πnA

λ gleichmässig beschränkt sind

(beachte ‖Aλ
n‖ ≤ 2λ wegen (1.7)), folgt die Behauptung. �

Satz 1.34. Seien {Tn(t)} und {T (t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen auf

Ln und L mit Generatoren An und A. Sei D ein Kern für A. Folgende Aussagen sind

äquivalent:

i) Für jedes f ∈ L gilt Tn(t)πnf → T (t)f für alle t ≥ 0, gleichmässig auf be-

schränkten Intervallen.

ii) Für jedes f ∈ L gilt Tn(t)πnf → T (t)f für alle t ≥ 0.

iii) Für jedes f ∈ D existieren fn ∈ D(An), so dass fn → f und Anfn → Af

Beweis. “i) ⇒ ii)” Trivial.

“ii) ⇒ iii)” Sei λ > 0, f ∈ D(A) und g = (λ − A)f . Dann haben wir f =∫∞
0

e−λtT (t)g dt. Für jedes n ≥ 1 definieren wir

fn =

∫ ∞

0

e−λtTn(t)πng dt = (λ− An)−1πng ,

siehe Proposition 1.12. Dann ist fn ∈ D(An). Mittels beschränkter Konvergenz folgt

lim
n→∞

fn =

∫ ∞

0

e−λt lim
n→∞

Tn(t)πng dt =

∫ ∞

0

e−λtT (t)g dt = (λ− A)−1g = f .

Weiter gilt (λ− An)fn = πng → g = (λ− A)f . Somit konvergiert Anfn → Af .



24 1. HALBGRUPPENTHEORIE

“iii) ⇒ i)” Sei λ > 0. Wir bezeichnen mit {T λ
n (t)} und {T λ(t)} die stark steti-

gen Kontraktionshalbgruppen, die durch die Yosida Approximationen Aλ
n and Aλ

(Hilfssatz 1.17) erzeugt werden. Sei f ∈ D. Wir wählen nun fn wie in iii). Dann gilt

Tn(t)πnf − πnT (t)f = Tn(t)(πnf − fn) + [(Tn(t)− T λ
n (t))fn] + T λ

n (t)(fn − πnf)

+ [T λ
n (t)πnf − πnT

λ(t)f ] + πn[T λ(t)− T (t)]f .

Sei t0 > 0. Wir bemerken, dass sup{‖Tn(t)(πnf − fn)‖ : 0 ≤ t ≤ t0} ≤ ‖πnf − fn‖
und sup{‖T λ

n (t)(fn − πnf)‖ : 0 ≤ t ≤ t0} ≤ ‖fn − πnf‖ nach 0 konvergieren. Aus

Proposition 1.22 folgt

sup
0≤t≤t0

‖(Tn(t)− T λ
n (t))fn‖ ≤ t0‖(An − Aλ

n)fn‖

≤ t0(‖Anfn − πnAf‖+ ‖πn(Af − Aλf)‖+ ‖πnA
λf − Aλ

nπnf‖
+ ‖Aλ

n(πnf − fn)‖) .

Nach Hilfssatz 1.33 konvergiert dies nach t0‖πn(Af − Aλf)‖ ≤ Kt0‖Af − Aλf‖,
wobei K = supn ‖πn‖. Wir bemerken, dass ‖Aλ

n(t)‖ ≤ 2λ wegen (1.7), und daher ist

Aλ
nT

λ(t)f stetig in t. Aus Hilfssatz 1.32 folgt dann

sup
0≤t≤t0

‖T λ
n (t)πnf − πnT

λ(t))f‖ ≤
∫ t0

0

‖(Aλ
nπn − πnA

λ)T λ(s)f‖ ds ,

das nach Hilfssatz 1.33 auch nach 0 konvergiert. Schliesslich folgt aus Propositi-

on 1.22

sup
0≤t≤t0

‖πn(T λ(t)− T (t))f‖ ≤ Kt0‖Aλf − Af‖ .

Daher erhalten wir

lim
n→∞

sup
0≤t≤t0

‖Tn(t)πnf − T (t)f‖ ≤ 2Kt0‖Aλf − Af‖ .

Lassen wir λ →∞, so konvergiert die rechte Seite nach 0 wegen Hilfssatz 1.17. Somit

gilt die Aussage für f ∈ D. Da D dicht ist in L, gilt die Aussage für alle f ∈ L. �

Hilfssatz 1.35. Sei B eine lineare Kontraktion auf L. Dann gilt

‖Bnf − en(B−I)f‖ ≤
√

n‖Bf − f‖

für alle f ∈ L und n ∈ IIN.
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Beweis. Sei f ∈ L und n ∈ IIN. Für jedes k ∈ IIN gilt

‖Bnf −Bkf‖ ≤ ‖B|k−n|f − f‖ =
∥∥∥|k−n|−1∑

j=0

Bj(Bf − f)
∥∥∥ ≤ |k − n| ‖Bf − f‖ .

Daher haben wir

‖Bnf − en(B−I)f‖ =
∥∥∥Bnf − e−n

∞∑
k=0

nk

k!
Bkf

∥∥∥ = e−n
∥∥∥ ∞∑

k=0

nk

k!
(Bnf −Bkf)

∥∥∥
≤ e−n

∞∑
k=0

|k − n|n
k

k!
‖Bf − f‖

≤
( ∞∑

k=0

(k − n)2nk

k!
e−n

)1/2

‖Bf − f‖ =
√

n‖Bf − f‖ ,

wobei wir Jensens Ungleichung sowie Mittelwert und Varianz der Poisson Verteilung

mit Parameter n verwendet haben. �

Satz 1.36. Für n ∈ IIN \ {0} sei Tn eine lineare Kontraktion auf Ln, εn eine echt

positive Zahl und An = ε−1
n (Tn− I). Es gelte, dass limn→∞ εn = 0. Sei weiter {T (t)}

eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator A, und D ein Kern

für A. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

i) Für jedes f ∈ L gilt, dass T
bt/εnc
n πnf → T (t)f für alle t ≥ 0, gleichmässig auf

beschränkten Intervallen.

ii) Für jedes f ∈ L gilt, dass T
bt/εnc
n πnf → T (t)f für alle t ≥ 0.

iii) Für jedes f ∈ D gibt es eine Folge fn ∈ Ln, so dass fn → f und Anfn → Af für

n →∞.

Beweis. “i) ⇒ ii)” Trivial.

“ii) ⇒ iii)” Sei λ > 0, f ∈ D(A) und g = (λ − A)f . Nach Proposition 1.12 gilt

f =
∫∞

0
e−λtT (t)g dt. Für jedes n ≥ 1 definieren wir

fn = εn

∞∑
k=0

e−λkεnT k
nπng = εn

∞∑
k=0

e−λkεnT kεn/εn
n πng .

Mittels beschränkter Konvergenz folgt nun

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

εn

∞∑
k=0

e−λ(kεn)T (kεn)/εn
n πng =

∫ ∞

0

e−λtT (t)g dt = f .
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Weiter gilt

(λ− An)fn = λεn

∞∑
k=0

e−λkεnT k
nπng − (Tn − I)

∞∑
k=0

e−λkεnT k
nπng

= πng + λεnπng + λεn

∞∑
k=1

e−λkεnT k
nπng +

∞∑
k=1

e−λkεnT k
nπng −

∞∑
k=0

e−λkεnT k+1
n πng

= πng + λεnπng + (λεne−λεn + e−λεn − 1)Tn

∞∑
k=0

e−λkεnT k
nπng .

Dieser Ausdruck konvergiert nach πng, also nach g = (λ − A)f . Daher konvergiert

Anfn → Af .

“iii) ⇒ i)” Sei f ∈ D. Wir wählen die Folge {fn} wie in iii) vorgeschlagen. Dann

haben wir

T bt/εnc
n πnf − πnT (t)f = T bt/εnc

n (πnf − fn) + T bt/εnc
n fn − eεnbt/εncAnfn

+ eεnbt/εncAn(fn − πnf) + eεnbt/εncAnπnf − πnT (t)f .

Da Tn eine Kontraktion ist, kovergiert T
bt/εnc
n (πnf − fn) gleichmässig nach 0. Aus

eεnbt/εncAn = ebt/εnc(Tn−I) und Hilfssatz 1.3 folgt, dass auch eεnbt/εncAn(fn − πnf)

gleichmässig nach 0 konvergiert. Sei t0 > 0. Nach Hilfssatz 1.35 haben wir

lim
n→∞

sup
0≤t≤t0

∥∥∥T [t/εn]
n fn − eεn[t/εn]Anfn

∥∥∥ ≤ lim
n→∞

([
t0
εn

])1/2

‖εnAnfn‖ = 0 .

Wir haben schon gesehen, dass {etAn} eine stark stetige Halbgruppe mit Generator

An ist. Aus Hilfssatz 1.3 wissen wir weiter, dass es sich um eine Kontraktionshalb-

gruppe handelt. Nach Satz 1.34 gilt dann

etAnπnf → T (t)f ,

gleichmässig auf beschränkten Intervallen. Dies zeigt, dass

eεn[t/εn]Anπnf − πnT (t)f

gleichmässig nach 0 konvergiert, da T (t)f stetig in t ist. Damit ist die Aussage für

f ∈ D gezeigt. Da D dicht in L ist und Tn eine Kontraktion ist, folgt die Aussage

für f ∈ L. �
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Korollar 1.37. Sei {V (t) : t ≥ 0} eine Familie von linearen Kontraktionen auf

L mit V (0) = I. Sei {T (t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit

Generator A. Sei D ein Kern für A. Falls für jedes f ∈ D gilt, dass limε↓0 ε−1(V (ε)f−
f) = Af , dann gilt für jedes f ∈ L, dass (V (t/n))nf → T (t)f für jedes t ≥ 0,

gleichmässig auf beschränkten Intervallen.

Beweis. Wir setzen Tn = V (t/n) und εn = t/n. Die Aussage folgt nun aus

Satz 1.36 mit fn = f . �

Korollar 1.38. Let {T (t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit

Generator A. Dann gilt für jedes f ∈ L, dass (I − (t/n)A)−nf → T (t)f für alle

t ≥ 0, gleichmässig auf beschränkten Intervallen. Alternativ, falls {εn} eine Folge

von echt positiven Zahlen ist, die gegen 0 konvergiert, dann gilt für jedes f ∈ L, dass

(I − εnA)−bt/εncf → T (t)f für alle t ≥ 0, gleichmässig auf beschränkten Intervallen.

Beweis. Sei V (t) = (I−tA)−1. Dies ist wegen Proposition 1.12 wohldefiniert. Wir

bezeichnen mit Aλ die Yosida Approximation von A. Dann gilt Aλ → A. Also haben

wir

ε−1(V (ε)f − f) = ε−2(ε−1 − A)−1f − ε−1f = Aε−1

f .

Aus Lemma 1.17 folgt nun, dass die Voraussetzungen von Korollar 1.37 erfüllt sind.

Dies beweist die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt analog zum Beweis von

Korollar 1.37 aus Satz 1.36. �
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