6 1. HALBGRUPPENTHEORIE

1. Halbgruppentheorie

Zuerst betrachten wir Halbgruppen, die nichts mit Stochastik zu tun haben. Es wird
sich zeigen, dass die Theorie uns erlauben wird, auf einfache Weise Martingale zu

konstruieren.

In diesem Kapitel arbeiten wir mit einem reellen Banachraum L mit der Norm
|| - || Mit I bezeichnen wir die Identitatsabbildung I : L — L, f — f.

1.1.  Grundlegende Eigenschaften

Definition 1.1. Eine Familie {T'(t) : t > 0} von beschrénkten linearen Operatoren
auf L heisst Halbgruppe, falls T(0) = [ und T'(s +t) = T'(s)T(t) fiir alle s,t > 0.
Eine Halbgruppe heisst stark stetig, falls lim;, .o T(t)f = f fiir jedes f € L. Die
Halbgruppe heisst Kontraktionshalbgruppe, falls ||T'(t)|| < 1 fiir alle t > 0.

Definition 1.2. Fiir einen beschrinkten linearen Operator B definieren wir die

Exponentialfunktion
o0 1
tB _ k pk
e’ = E k:!t B
k=0

fiir jedes t € R, wobei B® = I.

Es gilt die folgende Eigenschaft

0o oo oo k
e1EBesB _ Z Z %tan%SmBm _ Z Z n'(k]'_ n>‘tn8kann+(kfn)

n=0 m=0 k=0 n=0
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Man sieht nun leicht, dass {T'(t) = e'? : ¢t > 0} eine stark stetige Halbgruppe ist.

Hilfssatz 1.3. Sei B eine lineare Kontraktion. Dann ist !B~ fiir jedes t > 0 eine

Kontraktion.
Beweis. Es folgt wie im Reellen, dass e/®~1) = ¢~%e!B. Also gilt

H(B—1I) =t ok et
|=e ZHBHSG =1,
k=0 k=0

e
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Proposition 1.4. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann gibt es
Konstanten M > 1 und r > 0, so dass

|T(t)] < Me™, t>0. (1.1)
Beweis. Nehmen wir zuerst and, dass fiir alle tg > 0

sup [|T(s)]| = o0

0<s<to
gilt. Dann gibt es eine Folge {t,}, die nach 0 konvergiert, so dass ||T(¢,)|| nach
Unendlich konvergiert. Nach dem Banach-Steinhaus-Theorem miisste es ein f € L
geben, so dass sup,, ||T'(t,) f|| = oco. Dann aber wére {T'(t)} nicht stark stetig. Somit
gibt es ein ¢y > 0 und ein M > 1, so dass ||[T(s)|| < M fiir 0 < s < t5. Sei
r =ty log M. Sei weiter k € IN und 0 < s < t; so gewihlt, dass t = kt, + s. Dann
gilt
IT(@)]| = [IT(s)T(to)*| < MM* = M exp{ty" (kto)log M} < Me™ .
U

Korollar 1.5. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann ist fiir jedes
f € L die Funktion t — T(t)f stetig.

Beweis. Wegen Proposition gibt es ein M > 1 und ein r > 0, so dass (1.1)
gilt. Somit haben wir fiir t > 0 und A >0
1Tt +h)f =T =TT (R)f = NIl < Me™|T(h)f — [,

und fir 0 < h <t

1Tt =h)f =T =Tt~ h)(f—Th))l <M |T(h)f — fIl.
Lassen wir h | 0 streben, folgt die Behauptung. 0

Definition 1.6. Sei A ein (unbeschréinkter) linearer Operator auf einem Unter-
raum von L. Wir bezeichnen den Definitionsbereich mit D(A) und den Bild-
bereich mit R(A). Der Graph von A ist die Menge

G(A) ={(f,Af): f € D(A)}.

Der Operator A heisst abgeschlossen, falls G(A) ein abgeschlossener Unterraum
von L x L ist.

Sei A ein abgeschlossenes Intervall in IR. Eine Funktion u : A — L heisst dif-
ferenzierbar oder (Riemann) integrierbar analog zu den Definitionen im Falle
L =1R.



8 1. HALBGRUPPENTHEORIE

Hilfssatz 1.7. Sei u: A — L eine stetige Funktion.

i) Sei weiter B ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Nehmen wir an, dass
u(t) € D(B) fiir alle t € A, dass Bu stetig ist, und dass sowohl u als auch Bu
integrierbar iiber A sind. Dann ist [, u(t) dt € D(B) und

B /A u(t) dt = /A Bu(t) dt.

ii) Ist [, [lu(t)]| dt < oo, dann ist u integrierbar iiber A und

H/Au(t) dtH < /A |w(t)]| dt.

iii) Ist u stetig differenzierbar und A = [a,b|, dann gilt
b d
/a &u(t) dt = u(b) — u(a) .

Beweis. i) Nehmen wir zuerst A = [a, b] an. Seien {t; : 0 < i < n} Zerlegungen

des Intervalles, so dass sup{t; — t;_1} — 0 fiir n — oo. Dann konvergieren
n b

> ult)(ti — tisg) — / u(t) dt

i=1 a

und

B (zn: u(t)(t — ti_1)> - i Bu(t)(t; — ti1) — /ab Bul(t) dt.

=1

Da B abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. Ist A = [a, 00), dann haben wir

/aa+n u(t) dt — /000 u(t) dt

B / ) dt = / " But) dt — /0 " Bu(t) dt.

Da B abgeschlossen ist, folgt auch in diesem Falle die Behauptung. Analog folgen
die Aussagen fiir A = (—o0,b] und A = IR.

und

ii) und iii) Die Behauptungen folgen wie im Fall L = IR. O
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Definition 1.8. Der infinitesimale Generator ist der lineare Operator
1
Af =lim (TA) ]~ 1)
wobei D(21) der Unterraum aller f € L ist, fiir die der Grenzwert existiert.

Proposition 1.9. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L mit infinitesi-

malem Generator 2.

i) Ist f € L und t >0, dann ist [, T(s)f ds € D(A) und
¢
T(t)f—f:Ql/ T(s)f ds.
0
ii) Ist f € D(A) und t > 0, dann ist T'(t)f € D(A) und

ST = AT(W)] =TT

iii) Ist f € D(A) und t > 0, dann ist
T - f :/0 AT(s)f ds :/0 T(s)2Uf ds.

Beweis. i) Wir haben D(T'(h)) = L. Wegen Proposition ist der Operator
T'(h) abgeschlossen. Aus Hilfssatz [1.7] folgt mit Hilfe von Korollar [1.5] dass

1(T(h)_1)/0 T(s)f ds = %/0 (T(s+ h)f — T(s)f) ds

h
t+h h
:%/t T(s)fds—%/o T(s)f ds.

Aus Korollar folgt, dass die rechte Seite nach T'(t)f — f konvergiert.

ii) Es gilt
HTT(0)f ~T(0f) = T(0)3 (TR ~ 1)

Daher haben wir wegen der Abgeschlossenheit von T'(t), dass A7T'(t) f = T'(¢)2(f und

1 1 1
HT(h+0)f = T(@)f) = T3 (T — f) = 2 (T(h) = DT@)f
Dies zeigt die Ableitung von rechts. Fiir 0 < A < t haben wir
1 1
—(T(t = h)f =T(O)f) = T(t = ) (7 (T(W)f = ) = Af ) + T(t = H)AS
Die Norm des ersten Terms konvergiert nach 0. Dies gibt mit Hilfe von Korollar [1.5

die Ableitung von links.
iii) Die letzte Behauptung folgt aus Hilfssatz [1.7| und ii). O



10 1. HALBGRUPPENTHEORIE

Korollar 1.10. Sei 2 der infinitesimale Generator einer stark stetigen Halbgruppe
{T'(t)} auf L. Dann ist D() dicht in L und der Operator 2 ist abgeschlossen.

Beweis. Wir haben in Proposition bewiesen, dass fg T(s)f ds € D). Da
t=' [ T(s)f ds — f fiir t | 0, folgt dass D(A) dicht in L ist. Sei {f,} C D),
so dass f, — f und 2Af, — g. Wir bemerken zuerst, dass wegen Proposition
T)fo=T@)(fo—f)+T(t)f — T(t)f. Aus Proposition[L.9|folgt, dass T'(¢) f,,— fr =
fot T(s)Af, ds. Daher gilt im Grenzwert T'(t)f — f = fot T'(s)g ds. Teilen wir den
Ausdruck durch t und lassen ¢ | 0, erhalten wir das Resultat. 0

1.2. Der Satz von Hille-Yosida

Definition 1.11. Sei A ein linearer abgeschlossener Operator auf L. Hat fiir ein
A € R die Gleichung (A — A)f = 0 nur die Losung f = 0, gilt R(A — A) = L
und ist (A — A)~! ein beschrénkter linearer Operator, dann sagen wir \ gehért zur
Resolventenmenge p(A) von A. Der Operator Ry = (A— A)~! heisst Resolvente
(in A\) von A.

Proposition 1.12. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L
mit Generator . Dann ist (0,00) C p(2) und

(A —20) g = / e NT(t)g dt
0
fiir alle g € L und alle A > 0. Weiter gilt ||[(A —20) f|| > || f|| fiir alle f € D(2).

Beweis. Sei A > 0. Wir definieren Uyg = [~ e *T'(t)g dt. Dann ist U, ein linearer
Operator. Aus Hilfssatz [1.7] folgt, dass

10| S/O e M| T(t)gll dt < A lgll - (1.2)

Daher ist Uy wohldefiniert und beschrinkt.
Sei g € L und h > 0.

%(T(h) —NU,g = %/000 e M(T(t+h)g—T(t)g) dt

1

_ E(e)\h/ e MM+ h)g dt _/ MT(t)g dt)
0 0

M 1 oo A h
= / e MT(t)ygdt — — | e MT(t)g dt.
hJo h Jo
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Lassen wir h | 0, zeigt sich, dass Uyg € D() und AU,g = AU,g — g, oder dquivalent
dazu,

A=)Uxg=9g. (1.3)
Nehmen wir nun an, dass g € D(2(). Aus Proposition , Korollar und Hilfs-
satz [L.7] folgt, dass
Ux2lg = / e MT(t)Ag dt = / Ae MT(t)g dt = A / e MT(t)g dt = AUyg .
0 0 0
Dabher gilt fiir g € D(), dass
Us(A=2)g=A-A)Uxg =g (1.4)

Sei nun g € D(A), so dass (A —2A)g = 0. Aus erhalten wir g = Uy(A — A)g =
Ux0 = 0. Wegen haben wir, dass R(A — ) = L. Aus erhalten wir
(A —2)! = U,

Sei f € D(2A). Aus erhalten wir nun

LA = 1T = 20)f 1 < A7HI = 20) 7]

O

Hilfssatz 1.13. Sei A ein abgeschlossener Operator auf L. Dann ist p(A) eine

offene Teilmenge von IR.
Beweis. Sei A € p(A). Wihlen wir 4 € IR, so dass |u — A] < ||Ry||™!. Definieren
wir .
U=> (A—p)"Ry. (1.5)
n=0

Wir haben .
U< Y 1A= pl[Bal™ < oo
n=0
Also ist U ein beschréankter linearer Operator auf L. Weiter gilt, dass

WE

Ulp—A) =) (A=p)"BAH(A—A—=(A—p)

3
i
o

I
K

(A= @)"Ry — (A — )" 'Ry =1

3
Il
=)

und analog, dass (u— A)U = 1. Ist (u— A)f =0,s0ist f =U(p— A)f =0 und
R(p—A)=L.DaU=(u—A)"", ist u € p(A). O
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Definition 1.14. Ein linearer Operator A auf L heisst dissipativ, falls ||\ —
Af|l > A f| fiir jedes f € D(A) und jedes A > 0.

Hilfssatz 1.15. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L und sei A > 0. Dann
ist A genau dann abgeschlossen, falls die Menge R(A — A) abgeschlossen ist.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass A abgeschlossen ist. Sei {f,} C D(A) eine
Folge, so dass (A\— A) f,, — h fiir ein h € L. Dann ist || f, — finl] < A (A=A)(fn —
fm)|| eine Cauchy-Folge. Daher gibt es ein f € L, so dass f, — fund Af,, — Af—h.
Da A abgeschlossen ist, haben wir f € D(A) und (A — A)f = h. Somit ist R(A — A)

abgeschlossen.

Nehmen wir nun an, dass R(A — A) abgeschlossen ist. Sei {f,} C D(A) eine
Folge, so dass f, — f und Af, — ¢. Dann konvergiert (A — A)f, nach \f — g.
Daher gibt es ein h € D(A), so dass Af —g = (A — A)h. Es gilt, dass || f, — h| <
AH(N = A)(f, — h)|| — 0, und somit gilt h = f. Damit ist A abgeschlossen. [

Hilfssatz 1.16. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf
L. Falls p(A) N (0,00) # 0, dann ist (0,00) C p(A).

Beweis. Sei {\,} C p(A) N (0,00) eine Folge, so dass A, — A fiir ein A > 0. Sei
f €D(A), sodass (A — A)f = 0. Dann gilt

Il < A=A fl =0,

und somit ist f = 0.

Sei g € L. Wir definieren g, = (A — A)(\, — A)~'g. Wir bemerken, dass
1A = A) gl < A n = A)An = A7 Hgll = A gl (1.6)

Dann gilt

lon = ol = 1= 4) = (o = 4D O = 4) gl < 2= — 0.

Daher ist R(A — A) dicht in L. Aus Hilfssatz folgt, dass R(A — A) eine abge-
schlossene Menge ist. Somit ist R(A — A) = L.

Aus folgt, dass ||(A — A)7!| < A7!. Somit haben wir A € p(A), und die
Menge p(A) N (0, 00) ist abgeschlossen in (0, 00). Da nach Hilfssatz die Menge
auch offen in (0, co) ist, haben wir, dass p(A4) N (0,00) = (0, c0). O
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Hilfssatz 1.17. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf
L. Nehmen wir an, dass D(A) dicht in L ist, und dass (0, 00) C p(A). Fiir jedes A > 0
definieren wir Ay = NA(A— A)~!. Der Operator A, heisst Yosida-Approximation
von A. Dann gilt:

i) Fiir jedes \ > 0 ist Ay ein beschrinkter linearer Operator auf L, und {e'} ist

eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator Aj.
ii) Wir haben A\A, = A, A, fiir alle A\, p > 0.

iii) Fiir jedes f € D(A) gilt, )\lim Anf = Af.

Beweis. i) Wir bemerken zuerst, dass (siehe (1.6)) ||Rx]| < A7!. Es folgt dann,
dass

Ay=2d A=A =AW\ - A1 =NRy— ). (1.7)
Daher ist Ay, beschrinkt, und

HetAAH _ e—,\t’|et>\2m|’ < e—)\tet)\2||R)\H <1

gilt fiir alle t > 0. Dass {e/4*} eine stark stetige Halbgruppe ist, haben wir schon
gezeigt. Also ist {et!*} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe.

Bemerken wir, dass
o tn_l

-1 tA/\ _ n

n=1
fiir t | 0 nach A, konvergiert. Daher ist Ay der Generator der Halbgruppe {e4*}.

ii) Wir zeigen zuerst R\R,, = R, Ry. Sei A > 0 fest, und definieren wir die Menge
H = {p > 0: R\R, = R,R\}. Trivialerweise ist A € H, und somit H # (. Wir
zeigen zuerst, dass H offen in (0,00) ist. Sei 4 € H und n > 0, so dass |n — p| <
|R,||"'. Dann folgt aus (1.5)

RyRy=RyY (n—n)"Ry™ = (u—n)"Ry"Ry = RyR,, . (1.8)
n=0 n=0

Dies zeigt, dass n € H. Wir zeigen nun, dass H abgeschlossen in (0, 00) ist. Sei
{pn} C H eine konvergente Folge, die nach p > 0 konvergiert. Wahlen wir ein n, so
dass |, — p| < p/2. Dann ist w, > p/2. Da |R,,|| < p,', haben wir |u, — u| <
(/2 < pn < ||Ry, ||t Ersetzen wir in die Variablen p und 7 durch p, und p
respektive, dann erhalten wir € H. Somit gilt H = (0,00). Aus folgt nun
A\A, = A A,
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iii) Sei g € D(A). Dann gilt
IARx = Dgll = [[RA(A = (A = A))gll < A7 Agll — 0

fir A — oo. Sei nun g € L. Da D(A) dicht in L ist, gibt es eine Folge {g,} C
D(A), die nach ¢ konvergiert. Da [|[ARy — I|| < A|R\|| + 1 < 2, erhalten wir,
dass [[(ARx — I)(g — gn)|| fiir n — oo nach 0 konvergiert. Dies impliziert, dass
limy o AR)\g = g. Sei nun f € D(A). Dann gilt

Asf = MBRAf = N2Rof — M — A)Ryf = 2Ry f — ARy(A — A)f = ARVAf — Af

fiir A — oo. O

Hilfssatz 1.18. Secien B und C beschriankte lineare Operatoren auf L, so dass
BC = CB, ||eB|| <1 und ||e'“|| < 1 fiir alle t > 0. Dann gilt

(e =)l < (B - O)f]
fiir jedes f € L und t > 0.

Beweis. Aus Hilfssatz [1.7] und der Kommutivitidt von B and C folgt
tB tC td B_(t—s)C
. _ (A8 —s d
e e f /0 ds(e e f) ds
t
= / e*B(B — )9 ds
0

t
= / eBel=%(B - O)f ds .
0

Ziehen wir die Norm ins Integral, folgt die Behauptung. 0

Satz 1.19. (Satz von Hille-Yosida) Ein linearer Operator A auf L ist genau

dann der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, falls
i) D(A) ist dicht in L,
ii) A ist dissipativ und

iii) R(A— A) = L fiir ein A > 0.
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Beweis. Ist A der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe {7'(t)},
so sind die Bedingungen i)—iii) erfiillt, wegen Korollar und Proposition [1.12]

Seien nun die Bedingungen i)-iii) erfiillt. Aus Hilfsatz folgt, dass A abge-
schlossen ist. Hilfssatz[1.16lund dessen Beweis zeigen, dass (0, 00) C p(A). Definieren
wir die Yosida-Approximation A, wie in Hilfssatz [[.17] Aus Hilfssatz wissen
wir, dass AyA, = A,A\. Setzen wir T)(t) = ¢!, Dann ist {T)(¢)} eine stark stetige
Kontraktionshalbgruppe auf L (Hilfssatz . Sei f € D(A). Wegen Hilfssatz m
haben wir

1T (8) = TuO) I < th(Ax = A fI] -
Da A, f nach Af konvergiert, existiert limy .o, Th(t) f fiir alle ¢ > 0. Der Grenziiber-
gang ist gleichméassig auf beschrinkten Intervallen. Wir bezeichnen den Grenzwert
mit T'(t) f.
Sei g € L. Dann gibt es eine Folge {g,} C D(A), die nach g konvergiert, da D(A)
dicht in L ist. Wir haben dann

(T2 () = Tu(t))g = Ta()(g = gn) + (Ta () =T () gn + (T(£) = Tu(t)) g+ Tu(t) (g — 9) -

Da Ty und T}, Kontraktionshalbgruppen sind, kénnen der erste und der letzte Term
auf der rechten Seite beliebig klein gemacht werden, indem man n gross genug wéhlt.
Der zweite und dritte Term kénnen beliebig klein gemacht werden, indem man A
und p gross genug wihlt. Somit konvergiert auch {T)(¢)g}, und wegen den obigen
Betrachtungen gleichméssig auf beschréankten Intervallen. Wir bezeichnen diesen
Grenzwert mit T'(t)g. Es gilt T(0)g = g und ||T'(¢)|| < 1. Weiter gilt

T(s+t)g—T(s)T(t)g
=(T(s+t)=Ta(s+1t)g+Tu(s)(Tn(t) = T(t))g + (Ta(s) = T(s))T(t)g -

Lassen wir A — oo folgt, dass {T'(t)} eine Kontraktionshalbgruppe ist. Wir bemer-
ken, dass
IT(t)g = gll < IT@)g = Ta@®)gll + [Tx(t)g — gll -

Der erste Term kann fiir ¢ € (0,1) gleichméssig klein gemacht werden, indem wir A
gross genug wéhlen. Der zweite Term kann fiir ¢ klein genug beliebig klein gemacht
werden, da {T\(t)} stark stetig ist. Daher ist auch {T'(t)} stark stetig.

Sei 2 der Generator von {7'(t)}. Wéhlen wir ¢ € D(A). Wir wissen (Hilfs-
satz [1.17)), dass A, der Generator von {T)(¢)} ist. Aus Proposition [L.9 folgt, dass

t
Ty(t)g — g = / Ty(s)Arg ds
0
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Da
Tx(s)Ang — T(s)Ag = Ta(s)(Arg — Ag) + (Ta(s) — T'(s))Ag ,

folgt aus Hilfsatz|1.17, dass Ty (s)Axg gleichméssig in [0, t] nach T'(s) Ag konvergiert.

Daher haben wir .
T(t)g—g= / T(s)Agds.
0
Teilen wir durch ¢ und lassen t | 0, erhalten wir 2g = Ag. Daher ist 2 eine Erwei-
terung von A auf D(A).

Sei nun f € D(2A) und wihlen wir A > 0. Dann gilt R(A — A) = L. Aus
Proposition wissen wir, dass A € p(2A). Sei h = (A — A)~'(A — A)f. Dann ist
h € D(A) C D(). Daher gilt

A=Wh=AN—-—A)h=AN-2A)f,

als (A —2A)(h — f) = 0. Daher gilt h — f = 0 und damit f € D(A). Das bedeutet,
dass D(2() = D(A). Also haben wir gezeigt, dass 2 = A. O

Proposition 1.20. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L. Sei u : [0, 00) —
L eine stetige Funktion, so dass u(t) € D(A) fiir allet > 0, Au : (0,00) — L stetig

ist und .
u(t) = u(e) +/ Au(s) ds

fiir alle 0 < & < t. Dann ist ||u(t)|| < ||u(0)| fiir alle t > 0.

Beweis. Wihlen wir eine Zerlegung 0 < ¢ =ty < t; < --- <t, =t. Dann gilt

u(t;) —u(ti1) = <u(t) - /‘t Au(s) ds) - (u(t) - /: Aufs) ds) = /tti Au(s) ds .

123

Da der Operator dissipativ ist, haben wir

lu(ts) — (t; — ticy) Auts)|| = (6 — tica) || (s — tima) " u(ts) — Aulty) || > [lu(ty)]]-
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Es folgt, dass
el = llu(e ||+Z||u =Tt
< Ju(e)| +Z Ju(ts) = (6 = ti)Au(t)]| = ults) = (u(ts) = ultia))])
= llu(e)ll+ ;(Hum«) -t =t Au(e)] = [ute) - [ Au(s) ds)

< Jlu(e)|l + i:H(tz —ti1)Au(t;) — /ttl1 Au(s) dsH

— Au(s)) ds

= [lu(e)

< Ju(2)] + Z / *lAut) — Aus)| ds.

Die Funktion Au(t) ist auf dem Intervall [e,t] gleichméssig stetig. Lassen wir also
max{t; — t;_1} gegen Null konvergieren, so folgt, dass ||u(t)|| < |Ju(e)||. Lasst man
e | 0, folgt die Behauptung. O

Proposition 1.21. Seien {T'(t)} und {S(t)} zwei stark stetige Kontraktionshalb-
gruppen auf L mit den Generatoren 2 und B, respektive. Ist 1 = B, dann gilt
T(t) = S(t) fir allet > 0.

Beweis. Sei f € D(). Dann folgt aus Proposition

(T(t) — S(1))f — (T(e) - 5())f = / A(T(s) — S(s))f ds
Nach Korollar |1.5ist (7'(t) — S(t))f stetig in ¢. Aus
AT(t) — S = AT(t) — SE)f — (A — )T () — S(1)f

folgt aus der Dissipativitét, dass auch 2(7T'(t) — S(t)) f stetig in ¢ ist. Also impliziert
Proposition [I.20]

(T@) = SE)I < If = fII=0.
Nach Satz is D(2A) dicht in L. Daher gilt wegen der Stetigkeit T'(¢)f = S(t)f
fiir alle f € L. O
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Proposition 1.22. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L
mit Generator 2. Sei A, die Yosida-Approximation von 2A. Dann gilt

le"> f =T (@) fI| < t)lANf —Af|
fiir jedes f € D), t > 0, A > 0. Insbesondere gilt fiir jedes f € L, dass

limy_o e f = T(t)f gleichméissig auf beschrinkten Intervallen.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz folgt, dass es eine Halbgruppe {S(¢)} mit
Generator B gibt, so dass die Aussage fiir {S(¢)} gilt. Aber nach Proposition [1.21]
gilt T'(t) = S(¢). O

Korollar 1.23. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator 2. Fiir M C L sei

AM:{)\>O)\<)\—91)_1|MM—>M}

Falls M eine abgeschlossene konvexe Untermenge von L und Ay, unbeschréinkt ist,
oder falls M ein abgeschlossner Unterraum von L und Aj,; nicht leer ist, dann ist
T(t)|pr: M — M fiir alle t > 0.

Beweis. Da 2 dissipativ ist, gilt [[(A=20)7 f|| < A7 f]]- Sei A, > 0 und p < 2.
Aus dem Beweis von Hilfssatz folgt dass

(i — )~ = %;(1 -5 0 —wy

Ist M abgeschlossen und konvex, so folgt aus A € Ay, dass (0,\] C Ay Ist M
ein abgeschlossener Unterraum, dann impliziert A € Ay, dass (0,2)\) C Ay Dies
bedeutet in beiden Féllen, dass Ay = (0,00). Aus (1.7) folgern wir, dass

etAr — e—Atet/\(A(A—Ql)*l) _ e—/\tz ()‘t)n ()\(/\ . Ql)—l)n

n!
n=0

fiir alle £ > 0 und A > 0. Da M abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus Propo-
sition [1.22) 0]

Definition 1.24. FEin linearer Operator A auf L heisst abschliessbar, falls es eine
abgeschlossene Erweiterung von A gibt. Ist A abschliessbar, so bezeichnen wir mit
A den Abschluss von A, das heisst, die minimale abgeschlossene Erweiterung von
A.

Es gilt somit G(A) = G(A).
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Hilfssatz 1.25. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L, so dass D(A) dicht
in L ist. Dann ist A abschliessbar, A ist dissipativ und R(A — A) = R(\ — A) fiir
jedes A > 0.

Beweis. Um zu zeigen, dass A abschliessbar ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes
Paar von Folgen {f,} C D(A) und {g,} C D(A), so dass lim f,, = lim g, und beide
Grenzwerte lim A f,, und lim Ag,, existieren, gilt, dass lim Af,, = lim Ag,. Betrachten
wir {fn, — gn}, so brauchen wir bloss zu zeigen, dass fiir eine Folge {f,} C D(A), so
dass f, — 0 und lim Af,, = g, gelten muss, dass g = 0. Da D(A) dicht ist in L, gibt
es eine Folge {g} C D(A), so dass ¢, — ¢. Sei A > 0. Da A dissipativ ist, haben

WIr
11— A A)g — gl = A T [(A— A) (g + AL > T [lgis + Afull = 19l

Lassen wir A — oo, erhalten wir ||g,, — g|| > ||gm||- Das bedeutet, dass ||gm| — 0,
also g = 0.

Sei f € D(A). Sei {(fn,9n)} C G(A), so dass (fn,9.) — (f, Af). Dann gilt
IAfn — Afull > Allfnll. Lassen wir n — oo, erhalten wir |Af — Af|| > A||f||. Somit
ist A dissipativ.

Esist klar, dass R(A—A) C R(A—A) € R(\ — A). Weiter folgt aus Hilfssatz ,

dass R(A — A) abgeschlossen ist. Daher ist R(A — A) C R(\ — A). O
Wir koénnen nun eine alternative Form des Satzes von Hille-Yosida beweisen.

Satz 1.26. Fin linearer Operator A ist abschliessbar und der Abschluss A ist der

Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, genau dann, wenn
i) D(A) ist dicht in L,
ii) A ist dissipativ und

iii) R(\— A) ist dicht in L fiir ein A\ > 0.

Beweis. Sei A abschliessbar und A der Generator einer stark stetigen Kontrakti-
onshalbgruppe. Dann muss gelten, dass D(A) dicht ist in D(A). Aus Satz[L.19] wissen
wir, dass D(A) dicht ist in L. Somit ist auch D(A) dicht in L. Da nach Satz
die Erweiterung A dissipativ ist, muss auch A dissipativ sein. Wir wissen weiter aus
Satz[1.19] dass es ein A > 0 gibt, so dass R(\ — A) = L. Aus Hilfssatz erhalten
wir R(A — A) = R(A — A) = L. Somit ist R(A — A) dicht in L.
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Nehmen wir nun an, dass die Bedingungen erfiillt sind. Nach Hilfssatz ist A

abschliessbar, A ist dissipativ und R(A — A) = R(A — A) = L fiir ein A > 0. Dann

ist auch D(A) dicht in L. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Hille-Yosida. [

1.3. Kerne

Definition 1.27. Sei A ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Ein Unter-
raume D von D(A) heisst Kern fiir A, falls der Abschluss der Einschridnkung von
A auf D gleich A ist, d.h. A|p = A.

Proposition 1.28. Sei 2 der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalb-
gruppe auf L. Ein Unterraum D von D(2) ist genau dann ein Kern fiir A, falls D
dicht in L ist und R(A — 2|p) dicht in L ist fiir ein A > 0.

Beweis. Da 2 dissipativ ist, ist auch 2|p dissipativ. Sei D ein Kern fiir A. Dann
folgen die Bedingungen aus Satz Seien die Bedingungen erfiillt. Dann erzeugt
Q(_|D eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L (Satz . Es folgt, dass A
eine Erweiterung von Q(_|D ist. Aus der Konstruktion der Halbgruppe in Satz
folgt, dass die beiden Halbgruppen identisch sein miissen. Also ist QI_\D = A. 0

1.4. Mehrwertige Operatoren

Definition 1.29. FEin mehrwertiger Operator A auf L ist eine Teilmenge von
L?. Der Definitionsbereich ist die Menge D(A) = {f : 3g,(f,g) € A} und der
Bildbereich ist die Menge R(A) = {g : 3f,(f,9) € A}. A heisst linear, falls
A ein Unterraum von L? ist. Ist A linear, dann heisst der Operator einwertig,
falls (0,g) € A impliziert, dass g = 0. Ist A linear, dann heisst A dissipativ, falls
INf =gl = M| f]| fiir alle (f,g) € A und alle A > 0. Der Abschluss A von A ist
der iibliche Abschluss. Weiter definieren wir A\ — A ={(f,A\f —g) : (f,g) € A}.

Hilfssatz 1.30. Sei A C L? linear und dissipativ. Dann ist

Ay=A{(f9) e A: g e D(A)}

einwertig und R(A — A) = R(\ — A) fiir jedes A > 0.
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Beweis. Sei (0,9) € Ag. Dann gibt es eine Folge {(gn, hn)} C A, so dass g, — ¢.
Wegen der Linearitit gilt, dass (g, b, + Ag) € A. Da der Operator dissipativ ist,
haben wir ||[Ag, — h, — Ag|| > Al|gn|| fiir jedes n € IN. Teilen wir durch A und lassen
A — 00, erhalten wir ||g, — g|| > ||gn||- Lassen wir n — oo, erhalten wir g = 0.

Sei A > 0. Es ist klar, dass R(A—A) C R(A—A) C R(A — A). Sei {(fn, 9,)} C A
mit \f, — g, — h fiir ein h € L. Wir haben A|| f, — foull < |OAfoo = 9n) = N fn — gm)||-
Dabher ist {f,} eine Cauchy-Folge, das heisst, f,, — f fiirein f € L. Da g, — A\f—h
und da A abgeschlossen ist, folgt, dass f € D(A). Daher gibt es ein g € L, so dass
(f,g9) € Aund g, — g. Weiter haben wir, dass h = A\f — g € R(\ — A), das heisst,
R(\ — A) ist abgschlossen. Somit gilt R(A — A) € R(\ — A). O

1.5. Halbgruppen auf Funktionenrdumen

Sei (M, M) ein messbarer Raum und I ein Klasse von positiven Massen auf M. Wir
bezeichnen mit £ den Vektorraum der M-messbaren Funktionen f : M — IR, so

dass

17 =sup/|f| du < oo
pel’

|| - || ist eine Seminorm auf £. In der Tat,

Jir+aldns [ 17141l < 151+ Dol

und damit ||f + g|| < [|f]| + |lg]l- Dass ||ef]| = |¢|||f]| folgt leicht. Sei N = {f €
L:|f|l =0} und L der Quotientenraum £/A. Dann kann man zeigen, dass L ein
Banachraum ist (Ubung). Ist zum Beispiel I' der Raum der Wahrscheinlichkeitsmasse

auf M, dann ist L der Raum der beschriankten messbaren Funktionen.

Sei (S, S, v) ein o-endlicher Massraum und f : S x M — IR sei S x M-messbar.
Falls es eine messbare Funktion g : S — R gibt, so dass || f(s,-)|| < g(s) fur alle
s € S und [ g(s)r(ds) < oo, dann gilt

oo

und [ f(s,-) v(ds) kann als die Aquivalenzklasse h € L definiert werden, fiir die

h<x>:{ff(s,x v(ds) if [|f(s,z)v(ds) < oo,

0 sonst.

p(dr) < sup/ |f(s,2)| p(dx) v(ds) < /g(s)u(ds) < 00

pel’
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Definition 1.31. Wir sagen, eine Funktion u : S — L ist messbar, falls es
eine § X M-messbare Funktion v gibt, so dass v(s,-) € wu(s) fiir jedes s € S.
Eine Halbgruppe {T(t)} ist messbar, falls T'(-)f fiir jedes f € L messbar ist. Der
vollsténdige Generator A einer messbaren Kontraktionshalbgruppe {T(t)} auf L

ist die Menge der Funktionen
t
A={(f.9) e L> T(t)f — f = / T(s)g ds fiir alle t > 0}
0

Wir bemerken, dass A im Normalfall nicht einwertig ist.

1.6. Approximationsséitze

In diesem Abschnitt arbeiten wir auf Banachriumen L und L, fiir n € IN '\ {0}.
Die Abbildungen 7, : L — L, seien beschriankte lineare Transformationen. Es gelte
sup,, ||mn]] < oo. Wir schreiben f, — f, falls f, € L,, f € L und lim,, . || fn —
T fl = 0.

Hilfssatz 1.32. Seien {1,,(t)} und {S(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen
auf L, und L mit den Generatoren 2,, and . Sei f € D(2). Nehmen wir an, dass
mS(t)f € D(,) fir alle t > 0 und dass A,m,S(-)f : [0,00) — L, eine stetige
Funktion ist. Dann gilt fiir jedes t > 0

T, f —m, S f = /t T.(t — s)(RA,m, — m,2A)S(s) f ds
0
und damit

I Tu(t)mnf — muS(0)f] < / | — 7, 20)S(5) £ ds

Beweis. Wir haben in Propositon [1.9 gezeigt, dass S(s)f € D(2), und somit ist
die rechte Seite der Behauptung wohldefiniert. Es folgt nun aus Proposition [1.9] dass
— (T (t—5)m,S(s) f) = Tn(t— ) (A, — 7, A)S(s) f stetig in s ist. Die Behauptung
folgt aus Hilfssatz [1.7] O

Hilfssatz 1.33. Seien {T,,(t)} und {T'(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen
auf L, und L mit Generatoren 2, and 2. Sei D ein Kern fiir 2. Nehmen wir weiter
an, dass es fiir jedes f € D Funktionen f, € D(2,) gibt, so dass f, — f und
2, f — Af. Fiir A\ > 0 sei A} die Yosida Approximation von 2,, und A* die Yosida
Approximation von 2l. Dann konvergiert A)m, f — AMf fiir jedes f € L und A > 0.
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Beweis. Sei f € D und g = (A —2()f. Dann gibt es Funktionen f, € D(2,), so
dass f, — fund 2, f,, — 2Af. Also konvergiert (A —2L,)f,, — g. Mit Hilfe von ({1.7)

und der Dissipativitédt von 2, erhalten wir

[A3Tng — ma AN = [N [(A = )" = A mng — AP [(A =)™ = A7 g
= \? H()\ — ) g — [t fo— TN — Ql)_lgH
< NI = 2,) " g — (A = ) ful [l + N2 fr — 7 f]
< Mg = A =) full + N1 fo = ma S| -

Dieser Ausdruck konvergiert nach 0. Somit konvergiert ||ANm,g — m, A g|| — 0 fiir
jedes g € R(A — 2|p). Aus Proposition wissen wir, dass R(A — 2|p) dicht in
L ist. Da die linearen Transformationen AMw, — 7, A* gleichmiissig beschriinkt sind
(beachte ||A2|| < 2X wegen (1.7))), folgt die Behauptung. O

Satz 1.34. Seien {T,,(t)} und {T'(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen auf
L,, und L mit Generatoren 2A,, und 2. Sei D ein Kern fiir 2. Folgende Aussagen sind

dquivalent:

i) Fiir jedes f € L gilt T,,(t)m,f — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméssig auf be-

schrinkten Intervallen.
ii) Fiir jedes f € L gilt T,,(t)m,f — T(t)f fiir allet > 0.
iii) Fiir jedes f € D existieren f, € ®(,), so dass f, — f und A, f,, — Af
Beweis. “i) = ii)” Trivial.

“i) = iil)” Sei A > 0, f € D(A) und ¢ = (A — A)f. Dann haben wir f =
Jo e MT(t)g dt. Fiir jedes n > 1 definieren wir

fo= / e NT, (g dt = (A — 2A,) Mg
0

siehe Proposition [I.12] Dann ist f,, € D(2,,). Mittels beschrénkter Konvergenz folgt

lim f, = / e lim T, (t)m,g dt = / e MT(t)gdt=N—A)"tg=f.
0 0

n—oo

Weiter gilt (A —2A,) fn = 19 — g = (A —20) f. Somit konvergiert 2, f,, — 2f.
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“iii) = 1)” Sei A > 0. Wir bezeichnen mit {T)(¢)} und {T*(#)} die stark steti-
gen Kontraktionshalbgruppen, die durch die Yosida Approximationen A} and A*
(Hilfssatz |1.17)) erzeugt werden. Sei f € D. Wir wéhlen nun f, wie in iii). Dann gilt

Tn(t)ﬂnf - 7TnT(t)f = Tn(t) (an - fn> + [(Tn(t) - Tri\(t))fn] + Tri\(t)(fn - an)
+ [ () f — m TN f] + Tl T () = T()]f -
Sei to > 0. Wir bemerken, dass sup{||7,,(t)(mnf — fu)l| : 0 <t < to} < ||mnf — full

und sup{||T, (t)(fn — mf)]| : 0 < t < to} < |[fu — mnf]| nach 0 konvergieren. Aus
Proposition folgt

sup [[(Zn(t) — T () full < toll(An — AR) fu

0<t<to
< to([|% fo — T Rf || + T (Af — A + |70 AN f — A f]

Nach Hilfssatz konvergiert dies nach o7, (Af — ANf)|| < Kto||2Lf — AMf||,
wobei K = sup,, ||7,|. Wir bemerken, dass [|A)(#)]| < 2\ wegen ([1.7), und daher ist
ANTA(t) f stetig in t. Aus Hilfssatz folgt dann
to
sup [TX0m.f ~ mT )] < [ Am, = m,ANT ()] ds
0

0<t<to

das nach Hilfssatz [I.33] auch nach 0 konvergiert. Schliesslich folgt aus Propositi-
on
sup |7, (T(8) — T (1)) fl| < Ktol| A f —2Af]| -

0<t<tp

Daher erhalten wir

m sup | Tu(O)m.f — T(8)f] < 2Kto|| AMf — 2f]].

n—oo OStStO

Lassen wir A — 00, so konvergiert die rechte Seite nach 0 wegen Hilfssatz|1.17. Somit
gilt die Aussage fiir f € D. Da D dicht ist in L, gilt die Aussage fiir alle f € L. O
Hilfssatz 1.35. Sei B eine lineare Kontraktion auf L. Dann gilt

1B"f =" 5D 1| < vl Bf = fll

fiir alle f € L und n € IN.
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Beweis. Sei f € L und n € IN. Fiir jedes k € IN gilt

|k—n|—

|Bf = Bl < 1B""f = 11l = Z BB - )| <1k =nllIBf - fI.

Daher haben wir

1B = B0 = || By - i Bt = e 3 By B

’”Z [k — n! IIBf f

< (Yot = e ) Bs — sl = valBs - £,

k!
k=0

wobei wir Jensens Ungleichung sowie Mittelwert und Varianz der Poisson Verteilung

mit Parameter n verwendet haben. O

Satz 1.36. Fiirn € IN\ {0} sei T,, eine lineare Kontraktion auf L,, ¢, eine echt
positive Zahl und A,, = ¢, (T,, — I). Es gelte, dass lim,, .. €, = 0. Sei weiter {T(t)}
eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator A, und D ein Kern

fiir A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Fiir jedes f € L gilt, dass T%t/anjwnf — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméssig auf

beschriankten Intervallen.
ii) Fiir jedes f € L gilt, dass TnLt/a"Jan — T(t)f fiir allet > 0.

iii) Fliir jedes f € D gibt es eine Folge f, € L,, so dass f, — f und A, f, — f fiir

n — Q.

Beweis. “i) = ii)” Trivial.
“Ui) = iii)” Sei A > 0, f € D(RA) und g = (A — 2A)f. Nach Proposition gilt
f=[7eT(t)g dt. Fiir jedes n > 1 definieren wir

[e.9] o0
fn=c¢n E e M g = ¢, E e MenThen/eng g
k=0 k=0

Mittels beschrankter Konvergenz folgt nun

[e.9]

lim f, = lim ¢, Ze_k(“”)ﬂgka”)/a”ﬂng = / e MT(t)gdt = f.
0

n—o00 n—0o0
k=0
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Weiter gilt

(A= Ap)fn = A&y, Z e e Thn g — (T, — 1) Z e e R g

k=0 k=0
o 0 o
—Nken ik —Nken ik Nk k41
= Tpg + AenTng + Aep E e TG + E e TG — E e e T g
k=1 k=1 k=0

= Mg + AenTng + (Aepe ™ 4 e — 1)T,, Z e e R g .
i

)
=0

Dieser Ausdruck konvergiert nach m,g, also nach ¢ = (A — () f. Daher konvergiert
Apfn — Af.
“lii) = 1)” Sei f € D. Wir wihlen die Folge {f,} wie in iii) vorgeschlagen. Dann

haben wir

TnLt/E"J tof — T T(t) f = TnLt/anj (Tnf — fo) + Tn\_t/anJ fo — em Lt/anJAnfn
+ esn I_t/EnJAn (fn — 7Tnf) + ean I‘t/anAnﬂ-nf - WHT(t)f .

Da T, eine Kontraktion ist, kovergiert 7T, Lt/en] (mnf — fn) gleichméssig nach 0. Aus
eenlt/enlAn — glt/en)(Tn=1) ynd Hilfssatz folgt, dass auch enlt/enldn(f, — 7 f)
gleichméssig nach 0 konvergiert. Sei ¢, > 0. Nach Hilfssatz haben wir

lim sup
n—oo OStStO

L t 1/2

Wir haben schon gesehen, dass {e!4} eine stark stetige Halbgruppe mit Generator
A, ist. Aus Hilfssatz [[.3] wissen wir weiter, dass es sich um eine Kontraktionshalb-
gruppe handelt. Nach Satz gilt dann

M, f = TE)f
gleichméssig auf beschréankten Intervallen. Dies zeigt, dass
eEnlt/enldng f — m T(t)f

gleichmissig nach 0 konvergiert, da T'(¢)f stetig in ¢ ist. Damit ist die Aussage fiir
f € D gezeigt. Da D dicht in L ist und 7, eine Kontraktion ist, folgt die Aussage
fir f e L. O
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Korollar 1.37. Sei {V(t) : t > 0} eine Familie von linearen Kontraktionen auf
L mit V(0) = I. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator 2. Sei D ein Kern fiir 2. Falls fiir jedes f € D gilt, dass lim.jge ' (V (g) f—
f) = Af, dann gilt fiir jedes f € L, dass (V(t/n))"f — T(t)f fiir jedes t > 0,
gleichmassig auf beschriankten Intervallen.

Beweis. Wir setzen 7,, = V(t/n) und ¢, = t/n. Die Aussage folgt nun aus
Satz mit f, = f. O

Korollar 1.38. Let {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator . Dann gilt fiir jedes f € L, dass (I — (t/n)A)"f — T(t)f fiir alle
t > 0, gleichméssig auf beschriankten Intervallen. Alternativ, falls {e,} eine Folge
von echt positiven Zahlen ist, die gegen 0 konvergiert, dann gilt fiir jedes f € L, dass
(I —e, Q)" Wenlf — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméissig auf beschrankten Intervallen.

Beweis. Sei V(t) = (I —t)~!. Dies ist wegen Proposition wohldefiniert. Wir
bezeichnen mit A* die Yosida Approximation von 2. Dann gilt A* — 2. Also haben
wir

VEf - = T - = AT
Aus Lemma folgt nun, dass die Voraussetzungen von Korollar [1.37] erfiillt sind.

Dies beweist die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt analog zum Beweis von

Korollar aus Satz [1.36] 0
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