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0. EINFUHRENDE BEISPIELE 1

0. Einfiihrende Beispiele

0.1. Beispiel 1

Sei { NV, } ein Poisson Prozess mit Rate 1, das heisst, { V;} hat unabhéngige Zuwéchse,
Ny = 0 und
rr
]P[Nt-i-h — Nt = TL] = —¢€ .
n!
Betrachten wir den Prozess {X; =  + N, — ct} fiir ein ¢ € R. Mit {F;} bezeichnen
wir die natiirliche Filtration bis zur Zeit t. Sei f eine reelle differenzierbare Funktion,

so dass E[| f(Xy)| + | f(Xy)] | Xo = 2] < oo fiir alle z € IR. Dann gilt
E|f(X X, = = N h h" —h
Lf(Xign) | t—x]—Zf(x+n—c )He )
n=0

Die Funktion ist differenzierbar beziiglich h in h = 0:

lim E[f(Xin) | X = 2] — f(2)
h10 h
f(z —ch) — f(z) e —1
= lim 7 + f(x — ch) .

= —cf (@) = f(z) + flw +1).

n—1
e—h

+Zf(a:+n—ch)h
n=1

n!

Das kann als
E[f(Xen) | Xe] = f(Xe) + (—cf'(Xo) + (X +1) = f(Xe))h + o(h)

geschrieben werden. Der Prozess hat also die infinitesimale Drift (—cf’(X;)+ f( X+
1) — f(X})) dt. Subtrahieren wir die Drift vom Prozess, dann sollten wir ein Mar-

tingale erhalten:

Vo= 700) = [ (e 00+ 70+ 1) - S50) du.
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Tatséchlich gilt

E[My, — M, | Fi

h
:]E[f(XHh)_f(Xt)—/o (—ef (Xers) + f(Xigs + 1) = f(X0)) ds | ]
Xt +Z[ n—ch)%e h
b -
+/ (Cf’(Xt—l—n—cs)s”+f(Xt+n_CS)(Sn_nan) ‘ds}
0 n:
hr B h 5" 75 ,
f(Xy) +Z[ n—ch)n! h_/o {f(XtJrn—cs)me ] ds]

n
n!

—f(X3) +Zf Xt‘l'n)o =0.
n=0

Somit haben wir eine einfache Methode gefunden, um Martingale zu konstruieren.

Von besonderem Interesse sind Martingale, bei denen der Kompensator ver-

schwindet, das heisst,

—ef (&) + fla+ 1) — f(&) = 0.

Versuchen wir es mit einer Funktion der Form f(z) = €. Dann ist r die Losung
der Gleichung

e"—1—rc=0.
Die Gleichung hat immer die Losung » = 0. Ist ¢ > 0 und ¢ # 1, dann gibt es
eine zweite Losung r # 0. Sei im weiteren r diese zweite Losung. Dann ist {e"*t}
ein Martingal. Dieses Beispiel ist allgemeiner, als die Funktionen, die wir in dieser
Vorlesung betrachten werden. Wir werden uns hier mit beschrankten Funktionen

beschéaftigen.

Nehmen wir nun an, wir wollen die Grosse
T
]E[/ 9(X,,8)e™* ds + e “TG(X7) ‘ Xo = x]
0

berechnen, wobei T > 0 ein (endlicher) Horizont ist, ¢ : IR x [0,7] — IR eine
beschrinkte Kostenfunktion, G : IR — IR eine beschrinkte Schlusskostenfunktion
und a > 0 ein Diskontierungsfaktor. Um diese Grosse zu berechnen, betrachten wir
fiir t < T die Funktion

Fla,t) = eatn«z[ /t ' 9(Xs, 8)e™ ds + e~ T G(X7) ‘ X, = x} .
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Wir nehmen an, dass diese Funktion stetig differenzierbar ist. Das wird bedeuten,
dass wir Bedingungen an g stellen werden miissen. Es ist klar, dass f(z,T) = G(z)
gelten muss. Mit der Methode, die wir zur Martingalkonstruktion verwendet haben,

erhalten wir, dass

F(X0 et — / Fo(Xar8) — cfo(Xa8) 4 F(Xa 4 1,8) — F(Xur ) — af (X, )] ds

ein Martingal ist, wobei f; und f, die partiellen Ableitungen bezeichnen. Die Mar-

tingaleigenschaft ergibt
T
]E[ / 9(X,, 8)e~ ds + e~ TG(Xr) ’ Xt} = F(X,, t)e o
t T
= IE|:f(XT> T>eiaT - /t [ft(X57 5) - Cfm(X87 5)
I+ 1 8) = [(Xos) = af(Xo, )l ds | X]

- IE[G(XT)G_QT N /tT[ft(X& s) = cfel(Xs 5)

F X+ 1,8) — (X, 8) — af(X,, s)e ™ ds Xt] .
Daher haben wir
T
B[ [ [(X08) = (X0 9) + (X4 1,9) = (X9
—af(Xs,s) +9(Xs, s)]e ™ ds | Xy = x} =0.

Dies ergibt

ft(ZL“,S) - Cfac(x73) + f(ZL’ + 178) - f(CC,S) - O‘f<x>3> —l—g(l', 3) =0.

Die obige Gleichung heisst Feynman—Kac Formel.

Der Prozess {X,} hat noch eine weiter Eigenschaft. Sei T'(¢) der Operator
(T()f)(x) = BIf(X) | Xo = x].

Da E[f(Xis) | Xo = 2] = E[E[f(Xis) | Xt | Xo = 2] gilt, erhalten wir die
Eigenschaft T'(t+s) = T'(s)T'(t). Eine Familie von Operatoren mit dieser Eigenschaft
heisst Halbgruppe. Wir werden Halbgruppen betrachten, und die Resultate auf

Markov Prozesse iibertragen.
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0.2. DBeispiel 2

Sei C eine offene, beschrinkte und zusammenhéngende Teilmenge von IR? mit einem
glatten Rand. Sei f,(z) : 0C — IR eine stetige Funktion auf dem Rand. Wir méchten
nun eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : C' — IR finden, deren zweite
Ableitung beschrankt ist, und die die Gleichung

2 2

8_a:%f(x1’x2) + a—wgf(l'l,%) =0

erfiillt, so dass fiir alle o € 9C'

lim f(z) = fy(o)

T—x(

gilt. Wir diskutieren zuerst das Problem der Eindeutigkeit der Losung.

Nehmen wir also nun an, dass f eine Losung des Problems ist. Sei { X;} eine zwei-
dimensionale Brownsche Bewegung, das heisst, {X;} hat unabhéngige Zuwéchse,
stetige Pfade, so dass X; normalverteilt ist mit Mittelwert (0,0)" und Varianzma-
trix tI, wobei I die Identitdtsmatrix bezweichnet. Sei 7 der erste Zeitpunkt, wo
{X,} die Menge C verliisst. Man kann zeigen, dass t~'IP[r < ¢] — 0 fiir t — 0.
Daher kénnen wir die Stoppzeit 7 in der folgenden Rechnung vernachléssigen. Da

die Ableitung beschrankt sein muss, erhalten wir mit Hilfe der Taylorformel

lm - 11E[f<Xt> - f(@) | Xo =]

o hm - f r1+ \/_yla To + \/_92) (xly x?)e—(yf—f—y%)/Q dy2 dyl
t10 27T R2 t
_ hm S [z +tyr, 2 + tyQ) f($17$2)e (y2443)/2 dys dy,
// ?J1aw1 $1,952) + Y50 f (21, 22)
= lim —
t10 27r R2 t

2 2

2
f(x1,29) + %Qaa—%f(xh%))

2 022 2f( 1 2)+y1y28 o1t

X e (y1+y2 /2 Ay, dy; + o(1)
0? 0?
= %(8—1:%_]”(1'1, SL’Q) + 8—x%f(l’1, SL’Q)) =0.

Wir werden spéter sehen, dass dies bedeutet, dass {f(X;)} ein Martingal ist. Der
Stoppsatz ergibt nun

f(z) = E[f,(X;) | Xo = 2].
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Daher ist die Losung eindeutig. Weiter lésst sich zeigen, dass die Funktion f(z) =
E[f,(X,) | Xo = z] eine Losung des obigen Problems ist, sofern sie zweimal diffe-

renzierbar ist. Damit haben wir auch die Existenz einer Losung gezeigt.

Das Martingalproblem, das wir spéter betrachten werden ist &hnlich. Fiir unser
Beispiel sei
= —2 + —2 C*(IR?
A {(7‘, ) fe } .

2
Ty

Wir suchen dann einen Prozess {f(X,)}, so dass der Prozess

(o= [ax as)

fiir jedes (f, g) € 2 ein Martingal ist.
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1. Halbgruppentheorie

Zuerst betrachten wir Halbgruppen, die nichts mit Stochastik zu tun haben. Es wird
sich zeigen, dass die Theorie uns erlauben wird, auf einfache Weise Martingale zu

konstruieren.

In diesem Kapitel arbeiten wir mit einem reellen Banachraum L mit der Norm
|| - || Mit I bezeichnen wir die Identitatsabbildung I : L — L, f — f.

1.1.  Grundlegende Eigenschaften

Definition 1.1. Eine Familie {T'(t) : t > 0} von beschrénkten linearen Operatoren
auf L heisst Halbgruppe, falls T(0) = [ und T'(s +t) = T'(s)T(t) fiir alle s,t > 0.
Eine Halbgruppe heisst stark stetig, falls lim;, .o T(t)f = f fiir jedes f € L. Die
Halbgruppe heisst Kontraktionshalbgruppe, falls ||T'(t)|| < 1 fiir alle t > 0.

Definition 1.2. Fiir einen beschrinkten linearen Operator B definieren wir die

Exponentialfunktion
o0 1
tB _ k pk
e’ = E k:!t B
k=0

fiir jedes t € R, wobei B® = I.

Es gilt die folgende Eigenschaft

0o oo oo k
e1EBesB _ Z Z %tan%SmBm _ Z Z n'(k]'_ n>‘tn8kann+(kfn)

n=0 m=0 k=0 n=0
oo k 00
1 [k 1
_ - g k—an _ —(t kBk _ o(t+s)B )
22w o=

Man sieht nun leicht, dass {T'(t) = e'? : ¢t > 0} eine stark stetige Halbgruppe ist.

Hilfssatz 1.3. Sei B eine lineare Kontraktion. Dann ist !B~ fiir jedes t > 0 eine

Kontraktion.
Beweis. Es folgt wie im Reellen, dass e/®~1) = ¢~%e!B. Also gilt

H(B—1I) =t ok et
|=e ZHBHSG =1,
k=0 k=0

e
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Proposition 1.4. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann gibt es
Konstanten M > 1 und r > 0, so dass

|T(t)] < Me™, t>0. (1.1)
Beweis. Nehmen wir zuerst and, dass fiir alle tg > 0

sup [|T(s)]| = o0

0<s<to
gilt. Dann gibt es eine Folge {t,}, die nach 0 konvergiert, so dass ||T(¢,)|| nach
Unendlich konvergiert. Nach dem Banach-Steinhaus-Theorem miisste es ein f € L
geben, so dass sup,, ||T'(t,) f|| = oco. Dann aber wére {T'(t)} nicht stark stetig. Somit
gibt es ein ¢y > 0 und ein M > 1, so dass ||[T(s)|| < M fiir 0 < s < t5. Sei
r =ty log M. Sei weiter k € IN und 0 < s < t; so gewihlt, dass t = kt, + s. Dann
gilt
IT(@)]| = [IT(s)T(to)*| < MM* = M exp{ty" (kto)log M} < Me™ .
U

Korollar 1.5. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L. Dann ist fiir jedes
f € L die Funktion t — T(t)f stetig.

Beweis. Wegen Proposition gibt es ein M > 1 und ein r > 0, so dass (1.1)
gilt. Somit haben wir fiir t > 0 und A >0
1Tt +h)f =T =TT (R)f = NIl < Me™|T(h)f — [,

und fir 0 < h <t

1Tt =h)f =T =Tt~ h)(f—Th))l <M |T(h)f — fIl.
Lassen wir h | 0 streben, folgt die Behauptung. 0

Definition 1.6. Sei A ein (unbeschréinkter) linearer Operator auf einem Unter-
raum von L. Wir bezeichnen den Definitionsbereich mit D(A) und den Bild-
bereich mit R(A). Der Graph von A ist die Menge

G(A) ={(f,Af): f € D(A)}.

Der Operator A heisst abgeschlossen, falls G(A) ein abgeschlossener Unterraum
von L x L ist.

Sei A ein abgeschlossenes Intervall in IR. Eine Funktion u : A — L heisst dif-
ferenzierbar oder (Riemann) integrierbar analog zu den Definitionen im Falle
L =1R.
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Hilfssatz 1.7. Sei u: A — L eine stetige Funktion.

i) Sei weiter B ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Nehmen wir an, dass
u(t) € D(B) fiir alle t € A, dass Bu stetig ist, und dass sowohl u als auch Bu
integrierbar iiber A sind. Dann ist [, u(t) dt € D(B) und

B /A u(t) dt = /A Bu(t) dt.

ii) Ist [, [lu(t)]| dt < oo, dann ist u integrierbar iiber A und

H/Au(t) dtH < /A |w(t)]| dt.

iii) Ist u stetig differenzierbar und A = [a,b|, dann gilt
b d
/a &u(t) dt = u(b) — u(a) .

Beweis. i) Nehmen wir zuerst A = [a, b] an. Seien {t; : 0 < i < n} Zerlegungen

des Intervalles, so dass sup{t; — t;_1} — 0 fiir n — oo. Dann konvergieren
n b

> ult)(ti — tisg) — / u(t) dt

i=1 a

und

B (zn: u(t)(t — ti_1)> - i Bu(t)(t; — ti1) — /ab Bul(t) dt.

=1

Da B abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. Ist A = [a, 00), dann haben wir

/aa+n u(t) dt — /000 u(t) dt

B / ) dt = / " But) dt — /0 " Bu(t) dt.

Da B abgeschlossen ist, folgt auch in diesem Falle die Behauptung. Analog folgen
die Aussagen fiir A = (—o0,b] und A = IR.

und

ii) und iii) Die Behauptungen folgen wie im Fall L = IR. O
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Definition 1.8. Der infinitesimale Generator ist der lineare Operator
1
Af =lim (TA) ]~ 1)
wobei D(21) der Unterraum aller f € L ist, fiir die der Grenzwert existiert.

Proposition 1.9. Sei {T'(t)} eine stark stetige Halbgruppe auf L mit infinitesi-

malem Generator 2.

i) Ist f € L und t >0, dann ist [, T(s)f ds € D(A) und
¢
T(t)f—f:Ql/ T(s)f ds.
0
ii) Ist f € D(A) und t > 0, dann ist T'(t)f € D(A) und

ST = AT(W)] =TT

iii) Ist f € D(A) und t > 0, dann ist
T - f :/0 AT(s)f ds :/0 T(s)2Uf ds.

Beweis. i) Wir haben D(T'(h)) = L. Wegen Proposition ist der Operator
T'(h) abgeschlossen. Aus Hilfssatz [1.7] folgt mit Hilfe von Korollar [1.5] dass

1(T(h)_1)/0 T(s)f ds = %/0 (T(s+ h)f — T(s)f) ds

h
t+h h
:%/t T(s)fds—%/o T(s)f ds.

Aus Korollar folgt, dass die rechte Seite nach T'(t)f — f konvergiert.

ii) Es gilt
HTT(0)f ~T(0f) = T(0)3 (TR ~ 1)

Daher haben wir wegen der Abgeschlossenheit von T'(t), dass A7T'(t) f = T'(¢)2(f und

1 1 1
HT(h+0)f = T(@)f) = T3 (T — f) = 2 (T(h) = DT@)f
Dies zeigt die Ableitung von rechts. Fiir 0 < A < t haben wir
1 1
—(T(t = h)f =T(O)f) = T(t = ) (7 (T(W)f = ) = Af ) + T(t = H)AS
Die Norm des ersten Terms konvergiert nach 0. Dies gibt mit Hilfe von Korollar [1.5

die Ableitung von links.
iii) Die letzte Behauptung folgt aus Hilfssatz [1.7| und ii). O
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Korollar 1.10. Sei 2 der infinitesimale Generator einer stark stetigen Halbgruppe
{T'(t)} auf L. Dann ist D() dicht in L und der Operator 2 ist abgeschlossen.

Beweis. Wir haben in Proposition bewiesen, dass fg T(s)f ds € D). Da
t=' [ T(s)f ds — f fiir t | 0, folgt dass D(A) dicht in L ist. Sei {f,} C D),
so dass f, — f und 2Af, — g. Wir bemerken zuerst, dass wegen Proposition
T)fo=T@)(fo—f)+T(t)f — T(t)f. Aus Proposition[L.9|folgt, dass T'(¢) f,,— fr =
fot T(s)Af, ds. Daher gilt im Grenzwert T'(t)f — f = fot T'(s)g ds. Teilen wir den
Ausdruck durch t und lassen ¢ | 0, erhalten wir das Resultat. 0

1.2. Der Satz von Hille-Yosida

Definition 1.11. Sei A ein linearer abgeschlossener Operator auf L. Hat fiir ein
A € R die Gleichung (A — A)f = 0 nur die Losung f = 0, gilt R(A — A) = L
und ist (A — A)~! ein beschrénkter linearer Operator, dann sagen wir \ gehért zur
Resolventenmenge p(A) von A. Der Operator Ry = (A— A)~! heisst Resolvente
(in A\) von A.

Proposition 1.12. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L
mit Generator . Dann ist (0,00) C p(2) und

(A —20) g = / e NT(t)g dt
0
fiir alle g € L und alle A > 0. Weiter gilt ||[(A —20) f|| > || f|| fiir alle f € D(2).

Beweis. Sei A > 0. Wir definieren Uyg = [~ e *T'(t)g dt. Dann ist U, ein linearer
Operator. Aus Hilfssatz [1.7] folgt, dass

10| S/O e M| T(t)gll dt < A lgll - (1.2)

Daher ist Uy wohldefiniert und beschrinkt.
Sei g € L und h > 0.

%(T(h) —NU,g = %/000 e M(T(t+h)g—T(t)g) dt

1

_ E(e)\h/ e MM+ h)g dt _/ MT(t)g dt)
0 0

M 1 oo A h
= / e MT(t)ygdt — — | e MT(t)g dt.
hJo h Jo
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Lassen wir h | 0, zeigt sich, dass Uyg € D() und AU,g = AU,g — g, oder dquivalent
dazu,

A=)Uxg=9g. (1.3)
Nehmen wir nun an, dass g € D(2(). Aus Proposition , Korollar und Hilfs-
satz [L.7] folgt, dass
Ux2lg = / e MT(t)Ag dt = / Ae MT(t)g dt = A / e MT(t)g dt = AUyg .
0 0 0
Dabher gilt fiir g € D(), dass
Us(A=2)g=A-A)Uxg =g (1.4)

Sei nun g € D(A), so dass (A —2A)g = 0. Aus erhalten wir g = Uy(A — A)g =
Ux0 = 0. Wegen haben wir, dass R(A — ) = L. Aus erhalten wir
(A —2)! = U,

Sei f € D(2A). Aus erhalten wir nun

LA = 1T = 20)f 1 < A7HI = 20) 7]

O

Hilfssatz 1.13. Sei A ein abgeschlossener Operator auf L. Dann ist p(A) eine

offene Teilmenge von IR.
Beweis. Sei A € p(A). Wihlen wir 4 € IR, so dass |u — A] < ||Ry||™!. Definieren
wir .
U=> (A—p)"Ry. (1.5)
n=0

Wir haben .
U< Y 1A= pl[Bal™ < oo
n=0
Also ist U ein beschréankter linearer Operator auf L. Weiter gilt, dass

WE

Ulp—A) =) (A=p)"BAH(A—A—=(A—p)

3
i
o

I
K

(A= @)"Ry — (A — )" 'Ry =1

3
Il
=)

und analog, dass (u— A)U = 1. Ist (u— A)f =0,s0ist f =U(p— A)f =0 und
R(p—A)=L.DaU=(u—A)"", ist u € p(A). O
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Definition 1.14. Ein linearer Operator A auf L heisst dissipativ, falls ||\ —
Af|l > A f| fiir jedes f € D(A) und jedes A > 0.

Hilfssatz 1.15. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L und sei A > 0. Dann
ist A genau dann abgeschlossen, falls die Menge R(A — A) abgeschlossen ist.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass A abgeschlossen ist. Sei {f,} C D(A) eine
Folge, so dass (A\— A) f,, — h fiir ein h € L. Dann ist || f, — finl] < A (A=A)(fn —
fm)|| eine Cauchy-Folge. Daher gibt es ein f € L, so dass f, — fund Af,, — Af—h.
Da A abgeschlossen ist, haben wir f € D(A) und (A — A)f = h. Somit ist R(A — A)

abgeschlossen.

Nehmen wir nun an, dass R(A — A) abgeschlossen ist. Sei {f,} C D(A) eine
Folge, so dass f, — f und Af, — ¢. Dann konvergiert (A — A)f, nach \f — g.
Daher gibt es ein h € D(A), so dass Af —g = (A — A)h. Es gilt, dass || f, — h| <
AH(N = A)(f, — h)|| — 0, und somit gilt h = f. Damit ist A abgeschlossen. [

Hilfssatz 1.16. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf
L. Falls p(A) N (0,00) # 0, dann ist (0,00) C p(A).

Beweis. Sei {\,} C p(A) N (0,00) eine Folge, so dass A, — A fiir ein A > 0. Sei
f €D(A), sodass (A — A)f = 0. Dann gilt

Il < A=A fl =0,

und somit ist f = 0.

Sei g € L. Wir definieren g, = (A — A)(\, — A)~'g. Wir bemerken, dass
1A = A) gl < A n = A)An = A7 Hgll = A gl (1.6)

Dann gilt

lon = ol = 1= 4) = (o = 4D O = 4) gl < 2= — 0.

Daher ist R(A — A) dicht in L. Aus Hilfssatz folgt, dass R(A — A) eine abge-
schlossene Menge ist. Somit ist R(A — A) = L.

Aus folgt, dass ||(A — A)7!| < A7!. Somit haben wir A € p(A), und die
Menge p(A) N (0, 00) ist abgeschlossen in (0, 00). Da nach Hilfssatz die Menge
auch offen in (0, co) ist, haben wir, dass p(A4) N (0,00) = (0, c0). O
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Hilfssatz 1.17. Sei A ein dissipativer, abgeschlossener und linearer Operator auf
L. Nehmen wir an, dass D(A) dicht in L ist, und dass (0, 00) C p(A). Fiir jedes A > 0
definieren wir Ay = NA(A— A)~!. Der Operator A, heisst Yosida-Approximation
von A. Dann gilt:

i) Fiir jedes \ > 0 ist Ay ein beschrinkter linearer Operator auf L, und {e'} ist

eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator Aj.
ii) Wir haben A\A, = A, A, fiir alle A\, p > 0.

iii) Fiir jedes f € D(A) gilt, )\lim Anf = Af.

Beweis. i) Wir bemerken zuerst, dass (siehe (1.6)) ||Rx]| < A7!. Es folgt dann,
dass

Ay=2d A=A =AW\ - A1 =NRy— ). (1.7)
Daher ist Ay, beschrinkt, und

HetAAH _ e—,\t’|et>\2m|’ < e—)\tet)\2||R)\H <1

gilt fiir alle t > 0. Dass {e/4*} eine stark stetige Halbgruppe ist, haben wir schon
gezeigt. Also ist {et!*} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe.

Bemerken wir, dass
o tn_l

-1 tA/\ _ n

n=1
fiir t | 0 nach A, konvergiert. Daher ist Ay der Generator der Halbgruppe {e4*}.

ii) Wir zeigen zuerst R\R,, = R, Ry. Sei A > 0 fest, und definieren wir die Menge
H = {p > 0: R\R, = R,R\}. Trivialerweise ist A € H, und somit H # (. Wir
zeigen zuerst, dass H offen in (0,00) ist. Sei 4 € H und n > 0, so dass |n — p| <
|R,||"'. Dann folgt aus (1.5)

RyRy=RyY (n—n)"Ry™ = (u—n)"Ry"Ry = RyR,, . (1.8)
n=0 n=0

Dies zeigt, dass n € H. Wir zeigen nun, dass H abgeschlossen in (0, 00) ist. Sei
{pn} C H eine konvergente Folge, die nach p > 0 konvergiert. Wahlen wir ein n, so
dass |, — p| < p/2. Dann ist w, > p/2. Da |R,,|| < p,', haben wir |u, — u| <
(/2 < pn < ||Ry, ||t Ersetzen wir in die Variablen p und 7 durch p, und p
respektive, dann erhalten wir € H. Somit gilt H = (0,00). Aus folgt nun
A\A, = A A,
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iii) Sei g € D(A). Dann gilt
IARx = Dgll = [[RA(A = (A = A))gll < A7 Agll — 0

fir A — oo. Sei nun g € L. Da D(A) dicht in L ist, gibt es eine Folge {g,} C
D(A), die nach ¢ konvergiert. Da [|[ARy — I|| < A|R\|| + 1 < 2, erhalten wir,
dass [[(ARx — I)(g — gn)|| fiir n — oo nach 0 konvergiert. Dies impliziert, dass
limy o AR)\g = g. Sei nun f € D(A). Dann gilt

Asf = MBRAf = N2Rof — M — A)Ryf = 2Ry f — ARy(A — A)f = ARVAf — Af

fiir A — oo. O

Hilfssatz 1.18. Secien B und C beschriankte lineare Operatoren auf L, so dass
BC = CB, ||eB|| <1 und ||e'“|| < 1 fiir alle t > 0. Dann gilt

(e =)l < (B - O)f]
fiir jedes f € L und t > 0.

Beweis. Aus Hilfssatz [1.7] und der Kommutivitidt von B and C folgt
tB tC td B_(t—s)C
. _ (A8 —s d
e e f /0 ds(e e f) ds
t
= / e*B(B — )9 ds
0

t
= / eBel=%(B - O)f ds .
0

Ziehen wir die Norm ins Integral, folgt die Behauptung. 0

Satz 1.19. (Satz von Hille-Yosida) Ein linearer Operator A auf L ist genau

dann der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, falls
i) D(A) ist dicht in L,
ii) A ist dissipativ und

iii) R(A— A) = L fiir ein A > 0.
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Beweis. Ist A der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe {7'(t)},
so sind die Bedingungen i)—iii) erfiillt, wegen Korollar und Proposition [1.12]

Seien nun die Bedingungen i)-iii) erfiillt. Aus Hilfsatz folgt, dass A abge-
schlossen ist. Hilfssatz[1.16lund dessen Beweis zeigen, dass (0, 00) C p(A). Definieren
wir die Yosida-Approximation A, wie in Hilfssatz [[.17] Aus Hilfssatz wissen
wir, dass AyA, = A,A\. Setzen wir T)(t) = ¢!, Dann ist {T)(¢)} eine stark stetige
Kontraktionshalbgruppe auf L (Hilfssatz . Sei f € D(A). Wegen Hilfssatz m
haben wir

1T (8) = TuO) I < th(Ax = A fI] -
Da A, f nach Af konvergiert, existiert limy .o, Th(t) f fiir alle ¢ > 0. Der Grenziiber-
gang ist gleichméassig auf beschrinkten Intervallen. Wir bezeichnen den Grenzwert
mit T'(t) f.
Sei g € L. Dann gibt es eine Folge {g,} C D(A), die nach g konvergiert, da D(A)
dicht in L ist. Wir haben dann

(T2 () = Tu(t))g = Ta()(g = gn) + (Ta () =T () gn + (T(£) = Tu(t)) g+ Tu(t) (g — 9) -

Da Ty und T}, Kontraktionshalbgruppen sind, kénnen der erste und der letzte Term
auf der rechten Seite beliebig klein gemacht werden, indem man n gross genug wéhlt.
Der zweite und dritte Term kénnen beliebig klein gemacht werden, indem man A
und p gross genug wihlt. Somit konvergiert auch {T)(¢)g}, und wegen den obigen
Betrachtungen gleichméssig auf beschréankten Intervallen. Wir bezeichnen diesen
Grenzwert mit T'(t)g. Es gilt T(0)g = g und ||T'(¢)|| < 1. Weiter gilt

T(s+t)g—T(s)T(t)g
=(T(s+t)=Ta(s+1t)g+Tu(s)(Tn(t) = T(t))g + (Ta(s) = T(s))T(t)g -

Lassen wir A — oo folgt, dass {T'(t)} eine Kontraktionshalbgruppe ist. Wir bemer-
ken, dass
IT(t)g = gll < IT@)g = Ta@®)gll + [Tx(t)g — gll -

Der erste Term kann fiir ¢ € (0,1) gleichméssig klein gemacht werden, indem wir A
gross genug wéhlen. Der zweite Term kann fiir ¢ klein genug beliebig klein gemacht
werden, da {T\(t)} stark stetig ist. Daher ist auch {T'(t)} stark stetig.

Sei 2 der Generator von {7'(t)}. Wéhlen wir ¢ € D(A). Wir wissen (Hilfs-
satz [1.17)), dass A, der Generator von {T)(¢)} ist. Aus Proposition [L.9 folgt, dass

t
Ty(t)g — g = / Ty(s)Arg ds
0
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Da
Tx(s)Ang — T(s)Ag = Ta(s)(Arg — Ag) + (Ta(s) — T'(s))Ag ,

folgt aus Hilfsatz|1.17, dass Ty (s)Axg gleichméssig in [0, t] nach T'(s) Ag konvergiert.

Daher haben wir .
T(t)g—g= / T(s)Agds.
0
Teilen wir durch ¢ und lassen t | 0, erhalten wir 2g = Ag. Daher ist 2 eine Erwei-
terung von A auf D(A).

Sei nun f € D(2A) und wihlen wir A > 0. Dann gilt R(A — A) = L. Aus
Proposition wissen wir, dass A € p(2A). Sei h = (A — A)~'(A — A)f. Dann ist
h € D(A) C D(). Daher gilt

A=Wh=AN—-—A)h=AN-2A)f,

als (A —2A)(h — f) = 0. Daher gilt h — f = 0 und damit f € D(A). Das bedeutet,
dass D(2() = D(A). Also haben wir gezeigt, dass 2 = A. O

Proposition 1.20. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L. Sei u : [0, 00) —
L eine stetige Funktion, so dass u(t) € D(A) fiir allet > 0, Au : (0,00) — L stetig

ist und .
u(t) = u(e) +/ Au(s) ds

fiir alle 0 < & < t. Dann ist ||u(t)|| < ||u(0)| fiir alle t > 0.

Beweis. Wihlen wir eine Zerlegung 0 < ¢ =ty < t; < --- <t, =t. Dann gilt

u(t;) —u(ti1) = <u(t) - /‘t Au(s) ds) - (u(t) - /: Aufs) ds) = /tti Au(s) ds .

123

Da der Operator dissipativ ist, haben wir

lu(ts) — (t; — ticy) Auts)|| = (6 — tica) || (s — tima) " u(ts) — Aulty) || > [lu(ty)]]-
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Es folgt, dass
el = llu(e ||+Z||u =Tt
< Ju(e)| +Z Ju(ts) = (6 = ti)Au(t)]| = ults) = (u(ts) = ultia))])
= llu(e)ll+ ;(Hum«) -t =t Au(e)] = [ute) - [ Au(s) ds)

< Jlu(e)|l + i:H(tz —ti1)Au(t;) — /ttl1 Au(s) dsH

— Au(s)) ds

= [lu(e)

< Ju(2)] + Z / *lAut) — Aus)| ds.

Die Funktion Au(t) ist auf dem Intervall [e,t] gleichméssig stetig. Lassen wir also
max{t; — t;_1} gegen Null konvergieren, so folgt, dass ||u(t)|| < |Ju(e)||. Lasst man
e | 0, folgt die Behauptung. O

Proposition 1.21. Seien {T'(t)} und {S(t)} zwei stark stetige Kontraktionshalb-
gruppen auf L mit den Generatoren 2 und B, respektive. Ist 1 = B, dann gilt
T(t) = S(t) fir allet > 0.

Beweis. Sei f € D(). Dann folgt aus Proposition

(T(t) — S(1))f — (T(e) - 5())f = / A(T(s) — S(s))f ds
Nach Korollar |1.5ist (7'(t) — S(t))f stetig in ¢. Aus
AT(t) — S = AT(t) — SE)f — (A — )T () — S(1)f

folgt aus der Dissipativitét, dass auch 2(7T'(t) — S(t)) f stetig in ¢ ist. Also impliziert
Proposition [I.20]

(T@) = SE)I < If = fII=0.
Nach Satz is D(2A) dicht in L. Daher gilt wegen der Stetigkeit T'(¢)f = S(t)f
fiir alle f € L. O
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Proposition 1.22. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L
mit Generator 2. Sei A, die Yosida-Approximation von 2A. Dann gilt

le"> f =T (@) fI| < t)lANf —Af|
fiir jedes f € D), t > 0, A > 0. Insbesondere gilt fiir jedes f € L, dass

limy_o e f = T(t)f gleichméissig auf beschrinkten Intervallen.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz folgt, dass es eine Halbgruppe {S(¢)} mit
Generator B gibt, so dass die Aussage fiir {S(¢)} gilt. Aber nach Proposition [1.21]
gilt T'(t) = S(¢). O

Korollar 1.23. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator 2. Fiir M C L sei

AM:{)\>O)\<)\—91)_1|MM—>M}

Falls M eine abgeschlossene konvexe Untermenge von L und Ay, unbeschréinkt ist,
oder falls M ein abgeschlossner Unterraum von L und Aj,; nicht leer ist, dann ist
T(t)|pr: M — M fiir alle t > 0.

Beweis. Da 2 dissipativ ist, gilt [[(A=20)7 f|| < A7 f]]- Sei A, > 0 und p < 2.
Aus dem Beweis von Hilfssatz folgt dass

(i — )~ = %;(1 -5 0 —wy

Ist M abgeschlossen und konvex, so folgt aus A € Ay, dass (0,\] C Ay Ist M
ein abgeschlossener Unterraum, dann impliziert A € Ay, dass (0,2)\) C Ay Dies
bedeutet in beiden Féllen, dass Ay = (0,00). Aus (1.7) folgern wir, dass

etAr — e—Atet/\(A(A—Ql)*l) _ e—/\tz ()‘t)n ()\(/\ . Ql)—l)n

n!
n=0

fiir alle £ > 0 und A > 0. Da M abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus Propo-
sition [1.22) 0]

Definition 1.24. FEin linearer Operator A auf L heisst abschliessbar, falls es eine
abgeschlossene Erweiterung von A gibt. Ist A abschliessbar, so bezeichnen wir mit
A den Abschluss von A, das heisst, die minimale abgeschlossene Erweiterung von
A.

Es gilt somit G(A) = G(A).



1. HALBGRUPPENTHEORIE 19

Hilfssatz 1.25. Sei A ein dissipativer linearer Operator auf L, so dass D(A) dicht
in L ist. Dann ist A abschliessbar, A ist dissipativ und R(A — A) = R(\ — A) fiir
jedes A > 0.

Beweis. Um zu zeigen, dass A abschliessbar ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes
Paar von Folgen {f,} C D(A) und {g,} C D(A), so dass lim f,, = lim g, und beide
Grenzwerte lim A f,, und lim Ag,, existieren, gilt, dass lim Af,, = lim Ag,. Betrachten
wir {fn, — gn}, so brauchen wir bloss zu zeigen, dass fiir eine Folge {f,} C D(A), so
dass f, — 0 und lim Af,, = g, gelten muss, dass g = 0. Da D(A) dicht ist in L, gibt
es eine Folge {g} C D(A), so dass ¢, — ¢. Sei A > 0. Da A dissipativ ist, haben

WIr
11— A A)g — gl = A T [(A— A) (g + AL > T [lgis + Afull = 19l

Lassen wir A — oo, erhalten wir ||g,, — g|| > ||gm||- Das bedeutet, dass ||gm| — 0,
also g = 0.

Sei f € D(A). Sei {(fn,9n)} C G(A), so dass (fn,9.) — (f, Af). Dann gilt
IAfn — Afull > Allfnll. Lassen wir n — oo, erhalten wir |Af — Af|| > A||f||. Somit
ist A dissipativ.

Esist klar, dass R(A—A) C R(A—A) € R(\ — A). Weiter folgt aus Hilfssatz ,

dass R(A — A) abgeschlossen ist. Daher ist R(A — A) C R(\ — A). O
Wir koénnen nun eine alternative Form des Satzes von Hille-Yosida beweisen.

Satz 1.26. Fin linearer Operator A ist abschliessbar und der Abschluss A ist der

Generator einer stark stetigen Kontraktionshalbgruppe auf L, genau dann, wenn
i) D(A) ist dicht in L,
ii) A ist dissipativ und

iii) R(\— A) ist dicht in L fiir ein A\ > 0.

Beweis. Sei A abschliessbar und A der Generator einer stark stetigen Kontrakti-
onshalbgruppe. Dann muss gelten, dass D(A) dicht ist in D(A). Aus Satz[L.19] wissen
wir, dass D(A) dicht ist in L. Somit ist auch D(A) dicht in L. Da nach Satz
die Erweiterung A dissipativ ist, muss auch A dissipativ sein. Wir wissen weiter aus
Satz[1.19] dass es ein A > 0 gibt, so dass R(\ — A) = L. Aus Hilfssatz erhalten
wir R(A — A) = R(A — A) = L. Somit ist R(A — A) dicht in L.
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Nehmen wir nun an, dass die Bedingungen erfiillt sind. Nach Hilfssatz ist A

abschliessbar, A ist dissipativ und R(A — A) = R(A — A) = L fiir ein A > 0. Dann

ist auch D(A) dicht in L. Die Aussage folgt nun aus dem Satz von Hille-Yosida. [

1.3. Kerne

Definition 1.27. Sei A ein abgeschlossener linearer Operator auf L. Ein Unter-
raume D von D(A) heisst Kern fiir A, falls der Abschluss der Einschridnkung von
A auf D gleich A ist, d.h. A|p = A.

Proposition 1.28. Sei 2 der Generator einer stark stetigen Kontraktionshalb-
gruppe auf L. Ein Unterraum D von D(2) ist genau dann ein Kern fiir A, falls D
dicht in L ist und R(A — 2|p) dicht in L ist fiir ein A > 0.

Beweis. Da 2 dissipativ ist, ist auch 2|p dissipativ. Sei D ein Kern fiir A. Dann
folgen die Bedingungen aus Satz Seien die Bedingungen erfiillt. Dann erzeugt
Q(_|D eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L (Satz . Es folgt, dass A
eine Erweiterung von Q(_|D ist. Aus der Konstruktion der Halbgruppe in Satz
folgt, dass die beiden Halbgruppen identisch sein miissen. Also ist QI_\D = A. 0

1.4. Mehrwertige Operatoren

Definition 1.29. FEin mehrwertiger Operator A auf L ist eine Teilmenge von
L?. Der Definitionsbereich ist die Menge D(A) = {f : 3g,(f,g) € A} und der
Bildbereich ist die Menge R(A) = {g : 3f,(f,9) € A}. A heisst linear, falls
A ein Unterraum von L? ist. Ist A linear, dann heisst der Operator einwertig,
falls (0,g) € A impliziert, dass g = 0. Ist A linear, dann heisst A dissipativ, falls
INf =gl = M| f]| fiir alle (f,g) € A und alle A > 0. Der Abschluss A von A ist
der iibliche Abschluss. Weiter definieren wir A\ — A ={(f,A\f —g) : (f,g) € A}.

Hilfssatz 1.30. Sei A C L? linear und dissipativ. Dann ist

Ay=A{(f9) e A: g e D(A)}

einwertig und R(A — A) = R(\ — A) fiir jedes A > 0.



1. HALBGRUPPENTHEORIE 21

Beweis. Sei (0,9) € Ag. Dann gibt es eine Folge {(gn, hn)} C A, so dass g, — ¢.
Wegen der Linearitit gilt, dass (g, b, + Ag) € A. Da der Operator dissipativ ist,
haben wir ||[Ag, — h, — Ag|| > Al|gn|| fiir jedes n € IN. Teilen wir durch A und lassen
A — 00, erhalten wir ||g, — g|| > ||gn||- Lassen wir n — oo, erhalten wir g = 0.

Sei A > 0. Es ist klar, dass R(A—A) C R(A—A) C R(A — A). Sei {(fn, 9,)} C A
mit \f, — g, — h fiir ein h € L. Wir haben A|| f, — foull < |OAfoo = 9n) = N fn — gm)||-
Dabher ist {f,} eine Cauchy-Folge, das heisst, f,, — f fiirein f € L. Da g, — A\f—h
und da A abgeschlossen ist, folgt, dass f € D(A). Daher gibt es ein g € L, so dass
(f,g9) € Aund g, — g. Weiter haben wir, dass h = A\f — g € R(\ — A), das heisst,
R(\ — A) ist abgschlossen. Somit gilt R(A — A) € R(\ — A). O

1.5. Halbgruppen auf Funktionenrdumen

Sei (M, M) ein messbarer Raum und I ein Klasse von positiven Massen auf M. Wir
bezeichnen mit £ den Vektorraum der M-messbaren Funktionen f : M — IR, so

dass

17 =sup/|f| du < oo
pel’

|| - || ist eine Seminorm auf £. In der Tat,

Jir+aldns [ 17141l < 151+ Dol

und damit ||f + g|| < [|f]| + |lg]l- Dass ||ef]| = |¢|||f]| folgt leicht. Sei N = {f €
L:|f|l =0} und L der Quotientenraum £/A. Dann kann man zeigen, dass L ein
Banachraum ist (Ubung). Ist zum Beispiel I' der Raum der Wahrscheinlichkeitsmasse

auf M, dann ist L der Raum der beschriankten messbaren Funktionen.

Sei (S, S, v) ein o-endlicher Massraum und f : S x M — IR sei S x M-messbar.
Falls es eine messbare Funktion g : S — R gibt, so dass || f(s,-)|| < g(s) fur alle
s € S und [ g(s)r(ds) < oo, dann gilt

oo

und [ f(s,-) v(ds) kann als die Aquivalenzklasse h € L definiert werden, fiir die

h<x>:{ff(s,x v(ds) if [|f(s,z)v(ds) < oo,

0 sonst.

p(dr) < sup/ |f(s,2)| p(dx) v(ds) < /g(s)u(ds) < 00

pel’
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Definition 1.31. Wir sagen, eine Funktion u : S — L ist messbar, falls es
eine § X M-messbare Funktion v gibt, so dass v(s,-) € wu(s) fiir jedes s € S.
Eine Halbgruppe {T(t)} ist messbar, falls T'(-)f fiir jedes f € L messbar ist. Der
vollsténdige Generator A einer messbaren Kontraktionshalbgruppe {T(t)} auf L

ist die Menge der Funktionen
t
A={(f.9) e L> T(t)f — f = / T(s)g ds fiir alle t > 0}
0

Wir bemerken, dass A im Normalfall nicht einwertig ist.

1.6. Approximationsséitze

In diesem Abschnitt arbeiten wir auf Banachriumen L und L, fiir n € IN '\ {0}.
Die Abbildungen 7, : L — L, seien beschriankte lineare Transformationen. Es gelte
sup,, ||mn]] < oo. Wir schreiben f, — f, falls f, € L,, f € L und lim,, . || fn —
T fl = 0.

Hilfssatz 1.32. Seien {1,,(t)} und {S(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen
auf L, und L mit den Generatoren 2,, and . Sei f € D(2). Nehmen wir an, dass
mS(t)f € D(,) fir alle t > 0 und dass A,m,S(-)f : [0,00) — L, eine stetige
Funktion ist. Dann gilt fiir jedes t > 0

T, f —m, S f = /t T.(t — s)(RA,m, — m,2A)S(s) f ds
0
und damit

I Tu(t)mnf — muS(0)f] < / | — 7, 20)S(5) £ ds

Beweis. Wir haben in Propositon [1.9 gezeigt, dass S(s)f € D(2), und somit ist
die rechte Seite der Behauptung wohldefiniert. Es folgt nun aus Proposition [1.9] dass
— (T (t—5)m,S(s) f) = Tn(t— ) (A, — 7, A)S(s) f stetig in s ist. Die Behauptung
folgt aus Hilfssatz [1.7] O

Hilfssatz 1.33. Seien {T,,(t)} und {T'(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen
auf L, und L mit Generatoren 2, and 2. Sei D ein Kern fiir 2. Nehmen wir weiter
an, dass es fiir jedes f € D Funktionen f, € D(2,) gibt, so dass f, — f und
2, f — Af. Fiir A\ > 0 sei A} die Yosida Approximation von 2,, und A* die Yosida
Approximation von 2l. Dann konvergiert A)m, f — AMf fiir jedes f € L und A > 0.
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Beweis. Sei f € D und g = (A —2()f. Dann gibt es Funktionen f, € D(2,), so
dass f, — fund 2, f,, — 2Af. Also konvergiert (A —2L,)f,, — g. Mit Hilfe von ({1.7)

und der Dissipativitédt von 2, erhalten wir

[A3Tng — ma AN = [N [(A = )" = A mng — AP [(A =)™ = A7 g
= \? H()\ — ) g — [t fo— TN — Ql)_lgH
< NI = 2,) " g — (A = ) ful [l + N2 fr — 7 f]
< Mg = A =) full + N1 fo = ma S| -

Dieser Ausdruck konvergiert nach 0. Somit konvergiert ||ANm,g — m, A g|| — 0 fiir
jedes g € R(A — 2|p). Aus Proposition wissen wir, dass R(A — 2|p) dicht in
L ist. Da die linearen Transformationen AMw, — 7, A* gleichmiissig beschriinkt sind
(beachte ||A2|| < 2X wegen (1.7))), folgt die Behauptung. O

Satz 1.34. Seien {T,,(t)} und {T'(t)} stark stetige Kontraktionshalbgruppen auf
L,, und L mit Generatoren 2A,, und 2. Sei D ein Kern fiir 2. Folgende Aussagen sind

dquivalent:

i) Fiir jedes f € L gilt T,,(t)m,f — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméssig auf be-

schrinkten Intervallen.
ii) Fiir jedes f € L gilt T,,(t)m,f — T(t)f fiir allet > 0.
iii) Fiir jedes f € D existieren f, € ®(,), so dass f, — f und A, f,, — Af
Beweis. “i) = ii)” Trivial.

“i) = iil)” Sei A > 0, f € D(A) und ¢ = (A — A)f. Dann haben wir f =
Jo e MT(t)g dt. Fiir jedes n > 1 definieren wir

fo= / e NT, (g dt = (A — 2A,) Mg
0

siehe Proposition [I.12] Dann ist f,, € D(2,,). Mittels beschrénkter Konvergenz folgt

lim f, = / e lim T, (t)m,g dt = / e MT(t)gdt=N—A)"tg=f.
0 0

n—oo

Weiter gilt (A —2A,) fn = 19 — g = (A —20) f. Somit konvergiert 2, f,, — 2f.



24 1. HALBGRUPPENTHEORIE

“iii) = 1)” Sei A > 0. Wir bezeichnen mit {T)(¢)} und {T*(#)} die stark steti-
gen Kontraktionshalbgruppen, die durch die Yosida Approximationen A} and A*
(Hilfssatz |1.17)) erzeugt werden. Sei f € D. Wir wéhlen nun f, wie in iii). Dann gilt

Tn(t)ﬂnf - 7TnT(t)f = Tn(t) (an - fn> + [(Tn(t) - Tri\(t))fn] + Tri\(t)(fn - an)
+ [ () f — m TN f] + Tl T () = T()]f -
Sei to > 0. Wir bemerken, dass sup{||7,,(t)(mnf — fu)l| : 0 <t < to} < ||mnf — full

und sup{||T, (t)(fn — mf)]| : 0 < t < to} < |[fu — mnf]| nach 0 konvergieren. Aus
Proposition folgt

sup [[(Zn(t) — T () full < toll(An — AR) fu

0<t<to
< to([|% fo — T Rf || + T (Af — A + |70 AN f — A f]

Nach Hilfssatz konvergiert dies nach o7, (Af — ANf)|| < Kto||2Lf — AMf||,
wobei K = sup,, ||7,|. Wir bemerken, dass [|A)(#)]| < 2\ wegen ([1.7), und daher ist
ANTA(t) f stetig in t. Aus Hilfssatz folgt dann
to
sup [TX0m.f ~ mT )] < [ Am, = m,ANT ()] ds
0

0<t<to

das nach Hilfssatz [I.33] auch nach 0 konvergiert. Schliesslich folgt aus Propositi-
on
sup |7, (T(8) — T (1)) fl| < Ktol| A f —2Af]| -

0<t<tp

Daher erhalten wir

m sup | Tu(O)m.f — T(8)f] < 2Kto|| AMf — 2f]].

n—oo OStStO

Lassen wir A — 00, so konvergiert die rechte Seite nach 0 wegen Hilfssatz|1.17. Somit
gilt die Aussage fiir f € D. Da D dicht ist in L, gilt die Aussage fiir alle f € L. O
Hilfssatz 1.35. Sei B eine lineare Kontraktion auf L. Dann gilt

1B"f =" 5D 1| < vl Bf = fll

fiir alle f € L und n € IN.
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Beweis. Sei f € L und n € IN. Fiir jedes k € IN gilt

|k—n|—

|Bf = Bl < 1B""f = 11l = Z BB - )| <1k =nllIBf - fI.

Daher haben wir

1B = B0 = || By - i Bt = e 3 By B

’”Z [k — n! IIBf f

< (Yot = e ) Bs — sl = valBs - £,

k!
k=0

wobei wir Jensens Ungleichung sowie Mittelwert und Varianz der Poisson Verteilung

mit Parameter n verwendet haben. O

Satz 1.36. Fiirn € IN\ {0} sei T,, eine lineare Kontraktion auf L,, ¢, eine echt
positive Zahl und A,, = ¢, (T,, — I). Es gelte, dass lim,, .. €, = 0. Sei weiter {T(t)}
eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit Generator A, und D ein Kern

fiir A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

i) Fiir jedes f € L gilt, dass T%t/anjwnf — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméssig auf

beschriankten Intervallen.
ii) Fiir jedes f € L gilt, dass TnLt/a"Jan — T(t)f fiir allet > 0.

iii) Fliir jedes f € D gibt es eine Folge f, € L,, so dass f, — f und A, f, — f fiir

n — Q.

Beweis. “i) = ii)” Trivial.
“Ui) = iii)” Sei A > 0, f € D(RA) und g = (A — 2A)f. Nach Proposition gilt
f=[7eT(t)g dt. Fiir jedes n > 1 definieren wir

[e.9] o0
fn=c¢n E e M g = ¢, E e MenThen/eng g
k=0 k=0

Mittels beschrankter Konvergenz folgt nun

[e.9]

lim f, = lim ¢, Ze_k(“”)ﬂgka”)/a”ﬂng = / e MT(t)gdt = f.
0

n—o00 n—0o0
k=0
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Weiter gilt

(A= Ap)fn = A&y, Z e e Thn g — (T, — 1) Z e e R g

k=0 k=0
o 0 o
—Nken ik —Nken ik Nk k41
= Tpg + AenTng + Aep E e TG + E e TG — E e e T g
k=1 k=1 k=0

= Mg + AenTng + (Aepe ™ 4 e — 1)T,, Z e e R g .
i

)
=0

Dieser Ausdruck konvergiert nach m,g, also nach ¢ = (A — () f. Daher konvergiert
Apfn — Af.
“lii) = 1)” Sei f € D. Wir wihlen die Folge {f,} wie in iii) vorgeschlagen. Dann

haben wir

TnLt/E"J tof — T T(t) f = TnLt/anj (Tnf — fo) + Tn\_t/anJ fo — em Lt/anJAnfn
+ esn I_t/EnJAn (fn — 7Tnf) + ean I‘t/anAnﬂ-nf - WHT(t)f .

Da T, eine Kontraktion ist, kovergiert 7T, Lt/en] (mnf — fn) gleichméssig nach 0. Aus
eenlt/enlAn — glt/en)(Tn=1) ynd Hilfssatz folgt, dass auch enlt/enldn(f, — 7 f)
gleichméssig nach 0 konvergiert. Sei ¢, > 0. Nach Hilfssatz haben wir

lim sup
n—oo OStStO

L t 1/2

Wir haben schon gesehen, dass {e!4} eine stark stetige Halbgruppe mit Generator
A, ist. Aus Hilfssatz [[.3] wissen wir weiter, dass es sich um eine Kontraktionshalb-
gruppe handelt. Nach Satz gilt dann

M, f = TE)f
gleichméssig auf beschréankten Intervallen. Dies zeigt, dass
eEnlt/enldng f — m T(t)f

gleichmissig nach 0 konvergiert, da T'(¢)f stetig in ¢ ist. Damit ist die Aussage fiir
f € D gezeigt. Da D dicht in L ist und 7, eine Kontraktion ist, folgt die Aussage
fir f e L. O
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Korollar 1.37. Sei {V(t) : t > 0} eine Familie von linearen Kontraktionen auf
L mit V(0) = I. Sei {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator 2. Sei D ein Kern fiir 2. Falls fiir jedes f € D gilt, dass lim.jge ' (V (g) f—
f) = Af, dann gilt fiir jedes f € L, dass (V(t/n))"f — T(t)f fiir jedes t > 0,
gleichmassig auf beschriankten Intervallen.

Beweis. Wir setzen 7,, = V(t/n) und ¢, = t/n. Die Aussage folgt nun aus
Satz mit f, = f. O

Korollar 1.38. Let {T'(t)} eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe auf L mit
Generator . Dann gilt fiir jedes f € L, dass (I — (t/n)A)"f — T(t)f fiir alle
t > 0, gleichméssig auf beschriankten Intervallen. Alternativ, falls {e,} eine Folge
von echt positiven Zahlen ist, die gegen 0 konvergiert, dann gilt fiir jedes f € L, dass
(I —e, Q)" Wenlf — T(t)f fiir alle t > 0, gleichméissig auf beschrankten Intervallen.

Beweis. Sei V(t) = (I —t)~!. Dies ist wegen Proposition wohldefiniert. Wir
bezeichnen mit A* die Yosida Approximation von 2. Dann gilt A* — 2. Also haben
wir

VEf - = T - = AT
Aus Lemma folgt nun, dass die Voraussetzungen von Korollar [1.37] erfiillt sind.

Dies beweist die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt analog zum Beweis von

Korollar aus Satz [1.36] 0
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2. Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmassen

In diesem Kaptitel bezeichntet (S, d) einen metrischen Raum und P(S) bezeichnet
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse auf S beziiglich der Borel o-Algebra %B(.S).

2.1. Die Prohorov-Metrik

Definition 2.1. Die Prohorov-Metrik p auf P(S) ist definiert als
p(IP,Q) = inf{e > 0: IP[F] < Q[F*] + ¢ fiir alle F € €},
wobei € die Klasse aller abgeschlossenen Mengen von S ist, und
Fe={zxe€ SZ;lellfmd(I,y) <e}

ist die e-Umgebung von F. Wir sagen eine Folge {IP,,} konvergiert nach IP, falls
p(IP,,,IP} nach 0 konvergiert.

Wir wollen zuerst zeigen, dass p wirklich eine Metrik ist. Dazu brauchen wir den

folgenden

Hilfssatz 2.2. Seien IP,Q € P(S) und «, > 0. Falls
P[F] < Q[F] + 6
fiir alle F' € € gilt, dann gilt auch
Q[F] <TP[F°] + 3
fiir alle F € €.
Beweis. Sei F} € €und Fy, = S\ F{*. Dann ist F, € €und F} C S\ Fy'. Also gilt
PP =1-P[R]21-QF]-=2Q[R]-F.

Dies zeigt die Aussage. O
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Hilfssatz 2.3. Die Prohorov-Metrik ist eine Metrik auf P(S).

Beweis. Aus Hilfssatz [2.2] folgt sofort, dass p(IP, Q) = p(Q,P). Ist p(IP,Q) = 0,
so folgt aus der monotonen Konvergenz, dass IP[F] < Q(F) fiir alle F' € €. Da die
abgeschlossenen Mengen alle Mengen in B(S) erzeugen, muss also IP[F] < Q(F)
fir alle F' € B(S) gelten. Wegen der Symmetrie folgt dann IP[F] = Q(F) fiir alle
F eB(9),alsoIP = Q. Seien nun IP, ), R € P(S). Nehmen wir an, dass p(IP, Q) < ¢
und p(Q, R) < §. Dann ist fiir F' € ¢

P[F] < Q[F] +¢ < Q[FF)+e < R[F*| +6+¢ < RIF™] +5+¢.

Somit ist p(IP, R) < § + e. Dies beweist die Dreiecksungleichung. O

Hilfssatz 2.4. Sei p ein endliches Borelmass auf S, n € IN \ {0} und sei p; > 0
und A; € B(S) fiiri =1,...,n. Nehmen wir an, dass

Zpi < M[U Aii| (2.1)
iel iel
fiir alle I C {1,...,n}. Dann gibt es Borelmasse Ay, ..., A, auf S, so dass \;(A;) =
ANi(S) = p; fiir alle i und > | N\i(A) < u(A) fiir alle A € B(.S).

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass p; > 0 fiir alle .. Wir beweisen die Aussage

mittels vollstdndiger Induktion.
Fiir n = 1 definieren wir Ay (A) = p1u(ANA;)/pu(Ar). Dannist A (A;) = M\ (S) =
p1, und, da p; < p(Ay), M(A) = M(ANA) < pu(ANA) < u(A).

Nehmen wir nun an, die Aussage gilt fiir n = 1,...,m—1. Definieren wir 1 durch
n(A) = p(AN Ap)/u(Ap). Definieren wir

g0 = sup{g : Zpl- < (u— 57))(UA1-> fir alle I C {1,...,m — 1}} :
iel iel
Nehmen wir zuerst an, dass g > p,,. Setzen wir \,, = p,,n und ' = p — A,,. Da
Pm < p(Ay,) folgt, dass 1’ ein Mass auf ®B(.S) ist. Nach der Induktionsvoraussetung
gibt es Masse Ap, ..., Ay_1, s0 dass \i(A;) = A(S) = p; und 3771 N (A) < p/(A)
fiir alle A € B(.5). Weiter gilt A\, (An) = An(S) = pp. Durch die Konstruktion hat
A1, ..., Ay die benétigten Eigenschaften.

Nehmen wir nun g9 < p,,, an. Wir setzen dann p/ = u — ggn. Es gibt dann ein
0#1IyC{l,...,m—1},sodass >, ; pi < p'(UjerA;) fiir alle I C Iy, wobei fir I = I
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die Gleichheit gilt. Insbesondere haben wir I # {1,. — 1}. Es gibt dann Masse
A auf S fur i € Iy, so dass \;(A;) = \i(S) = p; fir i € ]0 und Y. Ai(A) < p'(A)
fir alle A € B(5). Sei p, = p; fiir i« < m — 1 und p), = pm — €. Wir setzen
By = Uier,A; und definieren p”(A) = p/(A) — /(AN By). Sei Iy = {1,...,m} \ Io.
Sei I C I,. Wir bemerken zuerst, dass falls m € I,

Su<u( U a)-a=w(U 4). (2.2)

ielUlp i€IUlp i€IUlp

Es gilt dann fiir beliebiges I C I,

Sor+nB)= Y < ( U 4)

el 1€IUl 1€IUlg

—M(UA>+M(BO <<UA>QBO)—MH<Q)A1‘+MI(BO)'

1€

Hier haben wir die Definition von I verwendet, und die Ungleichung gilt wegen
(2.2), falls m € I und der Definition von &, falls m ¢ I. Also haben wir gezeigt,

dass fiir jedes I C I

> i< M”(U Ai) :

iel i€l
Wegen der Indukttionsvoraussetzung gibt es Masse A, auf S, so dass A;(A;) =
N(S) = pj fir i € I und Y, N(A) < p(A). Wir setzen nun \; = A} fiir
i€\ {m}und \,, = X, + on. Dann ist \;(A;) = A\(S) = p; fiir ¢ € I;. Weiter
gilt fiir A € 9B(9)

Z =D XA+ D A(A) =D N(ANBo) + > Ni(A) + egn(A)

=1 i€l i€ly i€l i€ly

< 1/(AN Bo) + p"(A) + eon(A) = 1 (A) + gon(A) = u(A) .

Somit hat A1, ..., A, die geforderten Eigenschaften. O

Korollar 2.5. Sei u ein endliches Borelmass auf S, n € IN \ {0} und p; > 0 und
A; € B(9S) fiiri=1,...,n. Sei ¢ > 0, und nehmen wir an, dass

Son<p|Jal e
i€l el
fiir alle I C {1,...,n}. Dann gibt es Borelmasse Ay, ..., A, auf S, so dass \;(A;) =

Ni(S) <pifiri=1,....n, >0 N(S) >3 pi—eund > N(A) < u(A) fiir
alle A € B(S).
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Beweis. Sei S = SU{A}, wobei A ein isolierter Punkt ist, der nicht zu S gehort.
Wir erweitern das Mass p auf ', so dass u({A}) = . Wir setzen A, = A; U {A}.

Dann gilt
sz' <pu [U A;]

il iel
fir alle I C {1,...,n}. Nach Hilfssatz gibt es Masse A|,..., X/ auf S, so dass
N(AL) = N(S") = piund D77 N(A) < p(A) fiir alle A € B(S”). Wir setzen nun
Ai = A} |s. Dann ist A\;(A4;) = A(A4;) < N(A)) = p; und N(S\ A;) = N(S\ 4;) = 0.
Also gilt

n

Z Ai(S) = Z NS\ A{AY) =) I = X({AD] 2 Zpi —u({A}) = Zpi —c,

=1

wobei wir > 1" | M ({A}) < u({A}) verwendet haben. Schliesslich gilt >~ | \i(A) =

i=1"%

S A(A) < u(A) fir alle A € B(S). O

1=1""

Hilfssatz 2.6. Sei S separabel, e > 0, IP,Q € P(S), so dass p(IP,Q) < €, und § >
0. Nehmen wir an, die Mengen F, ..., Ey € B(S) sind disjunkt mit Durchmesser
kleiner als § und IP[Ey| < &, wobei Ey = S\ (UY_, E;). Dann gibt es Konstanten
¢1,...,cy € [0,1] und unabhéngige Zufallsvariablen X,Yy, ..., Yy (mit Werten in
S) und ¢ (mit Werten in [0,1]), die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, v)

definiert sind, so dass X die Verteilung P hat,  auf [0, 1] gleichverteilt ist, und
}/i auf{XGEi,CZCi},z'zl,...,N,
Y = { (2.3)

Yy, sonst,

die Verteilung () hat, und

(d(X,Y)>6+¢e) C {X € B} U {g < maX{IP[Ei] . P[E; > 0]}} :

und
vd(X,)Y)>d0+¢| <d+¢.

Beweis. Sei p; = P[F;| und A; = Ef furi=1,... N. Dann gilt

D pi < ]P[UEJ < Q[Uz‘h] +¢
icl icl il

fir alle I C {1,..., N}. Nach Korollar gibt es dann Borelmasse A1, ..., Ay auf
S, so dass A\[A;)] = N[S] < pi firi = 1,...,N, S8 N[S] > SN p — € und
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SV NIA] < Q[A] fiir alle A € B(S). Insbesondere gilt p; — A(S) < e. Wir setzen
nun ¢; = (p; — \[S])/pi € [0, 1] mit der Interpretation 0/0 = 0. Wir haben, ¢; < &/p;
falls p; > 0. Es gilt (1 — ¢;)IP[E;] = A\;(S) und

N N N

P[Eo] + ) aP[E]=1-> P[E]+ > aP[E]=1-> \[S].

=1 i=

Wir definieren nun die Masse
Qi[B] =

fire.=1,..., N und
N
QB = > i1 AilB]

@l = PIE)] + i, aP[E]
Wir definieren nun unabhéngige Zufallsvariablen X, Yy, ..., Yy, ( auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,v) mit den Verteilungen IP, Qo, ..., @y und uniform auf
[0,1]. Die Variablen Yi,..., Yy nehmen dann Werte in A;,..., Ay an. Definieren

wir nun Y durch (2.3). Dann haben wir fiir alle B € 9B(.5)

VY € B = Y- QuB)(1 — c)P[E] + Q[B)(PIE] + Y cPIE])

WE

1

(2

Y

1 i=1

I
WE
E

+

/N
S
=

|
[~]
>
s

N—

1
o
=

(2

Also hat Y die Verteilung Q. Es gilt nun {X € E;,( > ¢} C{X € E;,)Y € A;} C
{d(X,Y) < § +¢}. Also erhalten wir

{dX,Y)26+e} C{X e BEyU| X € B¢ <} © {XeEo}u{g< \/ci}

=1 =1

C {X € By} U {c < maX{IP[gEi] . P[E)] > o}} .

Die obige Formel ergibt auch

Vd(X,Y) 2 6+ < P[E] + 3 PE] = P[E] + 3 (p — AlS]) <5 +<.

=1 i=1

was die Aussage beweist. O
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Satz 2.7. Sei (S,d) separabel und seien IP,Q € P(S). Sei M(IP, Q) die Menge
aller u € P(S x S) mit Randverteilungen IP und Q). Dann gilt

p(P, Q) = et o inf{e > 0: pl[{(z,y) : d(z,y) 2 e}] < e} .

Beweis. Aus p[{(z,y) : d(x,y) > €}] < € fiir ein p € M(IP, Q) folgt fur F' € B(S)
P[F] = ulF x 8] < ul(F x $)n{(,9) - d(z,y) < eH+e < plSx FF]+e = Q[F]+¢ .

Somit gilt p(IP, Q) < . Dies beweist die eine Ungleichung. Die andere Ungleichung
folgt aus Hilfssatz [2.6] O

Korollar 2.8. Sei (S, d) separabel. Seien {X,,} und X Zufallsvariablen mit Werten
in S die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) definiert sind mit Verteilungen
P, und IP. Gilt d(X,, X) 20 fiirn — oo, dann gilt IP,, — IP.

Beweis. Sei p, die gemeinsame Verteilung von X, und X. Dann konvergiert
pal{(z,y) : d(z,y) > e}] — 0 fiir jedes € > 0. Somit folgt das Resultat aus Satz [2.7]
U

Satz 2.9. Ist S separabel, dann ist auch P(S) separabel. Ist zusétzlich (S,d)
vollsténdig, dann ist auch (P(S), p) vollstéandig.

Beweis. Sei {z,} eine dichte Teilmenge von S, und sei d,, € P(S) das Dirac-Mass

in z. Sei N N
M = {Zak% LN e IN\ {0}, ar € Q.Y ay = 1} .
k=1 k=1

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass M dicht ist.

Sei nun {IP,} C P(S) eine Folge mit p(IP,,_1,IP,)) < 27" fiir n > 2. Wir wihlen
nun disjunkte Mengen Efn), o ,E%ﬁ? € B(S) mit Durchmesser kleiner als 27",
so dass IPn_l[Eén)] < 27", wobei E(()n) =5\ (U]kv;‘lElin)). Nach Hilfssatz gibt
es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,v), auf dem die unabhéngigen Variablen
v ,YJS,’Z) (S-wertig) und (™ (gleichverteilt auf [0,1]) sowie eine Variable X
mit Verteilung IP;. Weiter gibt es Konstanten cgn), . ,65\7;2 € [0, 1], so dass fiir n > 2

die Zufallsvariablen

7

v {Y.(”), auf {X,_1 € BE™ (™ >™} i=1,... N,

YO(”) ., sonst,
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die Verteilung IP,, haben, und v[d(X,_ 1, X,) > 27" < 2771 Aus dem Borel-

Cantelli-Lemma folgern wir, dass

IJ[Z d(Xp-1,Xn) < oo} =1.
n=2
Da (S,d) vollstandig ist, gibt es eine Variable X, so dass X,, — X. Sei IP die
Verteilung von X. Es folgt nun aus Korollar dass p(IP,, IP) nach 0 konvergiert.
Somit ist (P(.S), p) vollsténdig. O

Satz 2.10. Sei (S, 1) separabel und IP,, und IP seien aus P(S) mit p(IP,,,IP) — 0.
Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) auf dem Variablen X,, und X
mit den Verteilungen IP,, und IP definiert sind, und X,, — X.

Beweis. Fiir £ € IN\ {0} gibt es disjunkte messbare Mengen Efk), e EJ(\Z) mit
Durchmesser kleiner als 2% und P[ES”] < 2% wobei EJ” = §\ (UM E®. Wir
diirfen annchmen, dass £, = min;<;<n, P[E"] > 0. Setzen wir k, = max{1} U{k >
1:p(lP,,IP) < g;/k}. Wir konnen annehmen, dass k,, < oo, da wir fiir die anderen n
einfach X,, = X setzen konnen. Wir wenden nun Hilfssatz an, wobei wir () = IP,,,
e =gy, firk, >1und ¢ = p(IP,,,IP) + 1/n fiir k, = 1, 6 =27% E; = Ei(k”) und
N = Ny, wahlen. Es gibt dann also einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,v) auf
dem YO("), . ’YISTZEL’ ¢ gleichverteilt auf [0, 1] und X mit Verteilung IP existieren, die

alle unabhéngig sind, so dass es Konstanten cgn), e ,c%‘k) in [0, 1] gibt, so dass

(2 (3

Y {Y-(n), auf {X € E*) ¢>c™Y}, i=1,... N,

Yo(n), sonst,

die Verteilung IP,, hat, und, falls k&, > 1,
{(r(Xp, X) > 27" 4 e [k} C{X € BV U{C < 1)k}

Setzen wir K,, = min,,>, k,,. Ist K, > 1, so erhalten wir

y[ U (r(X X) 2 27 4 gkm/km}} < 3 uX € B 4+ vl¢ < 1k
m=n k=K
<ok L
—_— K .

n

Da lim,, ., K, = oo, folgt dass X,, — X. [
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Korollar 2.11. (Continuous Mapping Theorem) Seien (S,r) und (S',r") se-
parable metrische Rdume und sei h : S — S’ Borel-messbar. Seien IP,, und IP in
P(S) so dass p(IP,,P) — 0. Dann sind Q,, = P,h™! und Q = Ph~' in P(Y).
Sei Cj, C S die Menge der Punkte, in denen h stetig ist. Ist IP[C},] = 1, dann gilt
p'(Qn, Q) — 0, wobei pf die Prohorov Metrik auf P(S") ist.

Beweis. Nach Satz gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Variablen
X, und X definiert sind, so dass X,, — X. Dann gilt auch h(X,) — h(X). Nach
Korollar 2.8 folgt daraus, dass p/(Q,, Q) — 0. O

2.2. Der Satz von Prohorov

Definition 2.12. FEin Mass P € P(S) heisst straff, falls es fiir jedes € > 0 eine
kompakte Menge K C S gibt, so dass IP[K] > 1 — e. Eine Menge M C P(S)
heisst straff, falls es fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C S gibt, so dass
IP[K] > 1 — ¢ fiir alle IP € M.

Hilfssatz 2.13. Falls (S, r) vollstdndig und separabel ist, dann ist jedes IP € P(.5)
straff.

Beweis. Sei {z;} dicht in S und wéhlen wir € > 0. Dann gibt es natiirliche Zahlen

N, so dass
Ny, -
IP[HB(xk, 1/n)} >1- .

Sei K der Abschluss von M,>; Uy", B(wg, 1/n). Dann ist K total beschrinkt und
abgeschlossen, und daher kompakt. Weiter gilt

IP[K]21—Z2%=1—5.

n=1

Satz 2.14. (Satz von Prohorov) Sei (S, r) vollstdndig und separabel, und M C
P(S). Dann sind folgende Aussage dquivalent:

i) M ist straff.
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ii) Fiir jedes € > 0 gibt es eine kompakte Menge K C S, so dass

inf P[K|>1—¢.
PeM

iii) M ist relativ kompakt.

Beweis. “i) = ii)” Trivial.

“ii) = iii)” Da M vollstindig ist (Satz [2.9)), geniigt es zu zeigen, dass M total
beschrinkt ist. Sei e > 0 und 0 < § < £/2. Wir withlen K, so dass infpe IP[K°] >
1 — ¢. Es gibt dann eine endliche Menge {z1,...,z,}, so dass fir B; = B(x;,20)
gilt, dass K° C U;_, B;. Dies ist der Fall, da K mit endlich vielen 6-Umgebungen
tiberdeckt werden kann. Wir setzen F; = B; \ U;;ll B;. Sei zp € S und m > n/d. Sei

N:{g%(sm:ogmgm,gmzm}.

Sei Q € M. Wir setzen k; = |mQ[E;]| und kg = m — > | k. Da die Mengen
{E;} disjunkt sind, gilt kg > 0. Mit IP = """ (k;/m)d,, € N erhalten wir fiir eine
abgeschlossene Menge F'

(mQIE]

m

QFl<Q| U El+o< X2

FNE;#£0 FNE;#0

+ L S <PIF®) 425 .
m

Somit ist p(Q,P) < 20 < e. Da A eine endliche Menge ist, ist M total beschrinkt.

“lii) = i)” Sei e > 0. Da M total beschrinkt ist, gibt es fiir jedes n € IN \ {0}
eine endliche Menge M, C M, so dass M C {Q : infpcpr, p(IP, Q) < 27771},
Aus Hilfssatz schliessen wir, dass wir fiir jedes n eine kompakte Menge K,, C S
wihlen kénnen, so dass infpey, IP[K,] > 1 — 271 Fiir Q € M gilt dann, dass
es ein IP € M,, gibt, so dass

QK2 " > P[K,| —e2 "' >1—e27".

Wir setzen K = N K2 """, Dann ist K kompakt, da K abgeschlossen und total
beschrankt ist. Wir haben fiir Q € M,

QK] >1-) 2 "=1-¢.
=1

Dies beweist die Behauptung. 0
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Proposition 2.15. Seien (Sy,ry) metrische Riume und S = [[;—, Sy sei der
Raum mit der Metrik r(x,y) = > po, 27" (re(zr, yx) A 1). Sei {P,} C P(S), und
]Pl; = ]Poﬂrk_1 € P(Sk) sei die Randverteilung, wobei m;, die Koordinatenabbildung
bezeichnet. Dann ist {IP,} genau dann straff, wenn {IP*} fiir jedes k straff ist.

Beweis. Sei {IP*} fiir alle k straff und sei ¢ > 0. Dann gibt es eine kompakte
Menge Kj C S, so dass inf, PF[K;] > 1 — 275 Dann ist K = N 7" (K})
kompakt in S, und

il—]PkKk >1—c¢.
k=1

Also ist {IP,} straff.

Sei nun {IP,} straff. Ist K C S kompakt, so ist m(K) kompakt in S, und
P* [7.(K)] > P, [K]. Somit ist {IP¥} fiir jedes k straff. O

2.3. Schwache Konvergenz

Wir bezeichnen mit C(S) dem Raum der reellen beschriinkten stetigen Funktionen

auf einem metrischen Raum (S, 7). Auf C(S) verwenden wir die Supremumsnorm.
Ist F' € B(S), so ist r(z, F) = inf{r(z,y) : y € F'} der Abstand von = zu F.

Definition 2.16. Eine Folge {IP,,} C P(S) konvergiert schwach gegen ein Mass
P € P(S), falls fiir jedes f € C(S) der Grenzwert lim, .o, [ f dIP, = [ f dP
gilt. Wir schreiben IP,, = IP. Eine Folge von S-wertigen Zufallsvariablen {X,}

konvergiert schwach gegen X, falls die entsprechenden Masse konvergieren. Wir
schreiben X,, = X.

Eine Menge A heisst IP-stetig, falls IP[0A] = 0.

Satz 2.17. Sei (S,r) ein metrischer Raum und {IP,} C P(S) und P € P(S).

Dann impliziert

i) lim p(IP,,,IP) =0

n—oo

die folgenden dquivalenten Bedingungen:

ii) P, =1,
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iii) lim [ fdIP, = / f dIP fiir alle gleichmiissig stetigen f € C(S),

n—oo

iv)
v)

vi)

lim IP,[F] < IP[F] fiir alle abgeschlossenen Mengen F C S,

n—oo

lim IP,[G] > PG| fiir alle offenen Mengen G C S,

n—o0

lim P, [A] = IP[A4] fiir alle IP-stetigen Mengen A C S.

n—oo

Ist S separabel, dann sind alle Bedingungen i)-vi) dquivalent.

“) = ii)”  Wir setzen ¢, = p(IP,,,IP) + 1/n. Sei f € C(S) mit f > 0.

Beweis.
Dann gilt
A1 LA
[rap.= [T pirzadaes [Pz g deal ).
0 0
Somit gilt

n—oo

[Eal
m/fdlpng lim/ P[{f > 1) dt
n—oo 0

111
]P[th]dt:/deP.

0

Insbesondere haben wir gezeigt, dass fiir jedes f € C(S)

I+ Fm [ ap, =T (174 5 apa< Q15+ 5 P = 5]+ [ ap

Hf\!—irrolo/fdlf’ = T (1= 1 aw, < [QI51-pap =) - [fap.

Dies beweist die Behauptung.

“li) = iii)” Trivial.

“lii) = iv)” Sei F' a

bgeschlossen und € > 0. Wir betrachten die Funktion f.(z) =

(1—e~tr(z, F))T. Dann gilt lim,, . P,[F] < lim, o [ f. dIP, < IP[F¥]. Lassen wir
e — 0 folgt die Behauptung.

(Liv) @ V) W

Trivial.

“Iv ) und v) = vi)” Wir erhalten

und

lim IP,[A] < lim IP,[A] < IP[A] = IP[A]

n—oo n—oo

lim P,[4] > lim IP,[A] > IP[A] = IP[4] .

n—oo n—oo
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“vi) = ii)” Sei f € C(S) und f > 0. Dann ist 9{f >t} C {f = t}. Somit gibt
es hochstens abzdhlbar viele t fiir die {f > t} keine IP-stetige Menge ist. Aus der

beschrankten Konvergenz erhalten wir dann

171l 171
lim/fIPn:lim P,[f >t]dt = IP[fZﬂdt:/deP.

n—00 n—00
0 0

Die Aussage folgt nun aus f = f* — f~.
“v ) =1)” Sei S separabel. Sei 0 < ¢ < 2 und Ey, Es, ... € B(S) eine Partition

von S, so dass der Durchmesser von E; echt kleiner als £/2 ist. Sei N = inf{n € IN :
P[U, E;] > 1—¢/2}. Seien G die Mengen der Form (|, E;)¥/? mit I C {1,...,N}.
Es gibt dann also ein ny € IN, so dass IP|G] < IP,[G] 4 ¢/2 fiir alle n > ny und
GeG. FirFe€sei Fy={E :i<N,E;NF 0} Dannist /> € G und

P[F] < P[F?] + /2 <PL[F? + e <P, [F] +¢

fir alle n > ng. Also ist p(IP,,,IP) < ¢ fiir alle n > ny. O

Korollar 2.18. Sei {IP,} C P(S) und IP € P(S) und S" € B(S). Nehmen wir
an, dass IP,,[S"] = IP[S’] = 1. Wir bezeichnen mit P, beziehungsweise IP’ die Ein-
schréiinkungen auf 8(S"). Dann gilt IP,, = P genau dann, wenn P, = P’

Beweis. Nehmen wir IP,, = IP an. Sei G’ C S’ offen in S’. Dann existiert G C S
offen in S, so dass G' = G NS’ Also gilt

lim IP[G] = lim IP,[G NS = lim P,[G] > P[G] = P[G] = P'[GT] .

n—oo n—oo n—oo

Also gilt IP!, = IP’. Nehmen wir IP,, = IP" an. Sei G offen in S. Dann ist G’ = GN .S’

offen in S’. Also haben wir

lim P, [G] = lim P,[¢7] = lim P,[¢7] > P[] = P[] = P[G]] .

n—oo n—oo n—oo

Also gilt auch P, = IP. O

2.4. Trennende Mengen
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Proposition 2.19. Ist S separabel, so gibt es eine Folge { f,,} € C(S) mit f, > 0,
so dass jede Funktion aus B(S) erhalten werden kann als punktweiser Grenzwert
einer beschrdnkten Folge von Funktionen aus dem Raum der Funktionen, die von

{fn} aufgespannt wird.
Beweis. Sei {z;} C S dicht in S. Fiir jede offene Menge G C S, die als endli-

cher Durchschnitt von Kugeln B(x;,1/k) geschrieben werden kann, wéhlen wir eine
beschrinkte Folge von Funktionen {f¢} C C(9), so dass f¢ punktweise nach Ig
konvergiert. Die Klasse der Mengen B, fiir die 15 als punktweiser Grenzwert erhal-

ten werden kann, bildet eine Dynkin Klasse. Daraus folgt die Aussage. U

Definition 2.20. FEine Menge M C C(S) heisst trennend, falls es fiir zwei Masse
IP,Q € P(S) mit IP # Q eine Funktion f € M gibt, so dass [ f dIP # [ f dQ.

M heisst punkttrennend, falls es fiir jedes x,y € S mit x # y eine Funktion
f € M gibt, so dass f(z) # f(y).

Proposition 2.21. Seien (Sy,ry) separable metrische Rdume, S = [[;, Sy der
Produktraum mit der Produktmetrik r(z,y) = > po, 27"(dy(zx, yx) A 1). Fiir M, C
C(Sk) definieren wir

(T felw) i n = 1, o€ M1y}

k=1
Ist M, trennend fiir alle k, so ist M trennend.

Beweis. Seien IP und @) zwei Masse auf S. Nehmen wir an, dass

[ £ ) AP@) = [ i) fulan) dQ()
fir alle n > 1 und f; € M; U {1}. Wir definieren die signierten Masse
() = Foes) - fulra) AP() . () = folirn) - fulirn) AQ(a)
Seien ,ul und v! die Randverteilungen von p und v auf S;. Dann ist [ fi(z) du'(z) =

[ fi(z ). Da M trennend ist, gilt dies auch fiir die endlichen &gmerten Masse.
Also 1st pu' = v Insbesondere gilt

/ Ly (22) fo(22) -+ fu(n) dP(2) = / Ly (20) fala) -+ fula) AQ(2)

fir alle A; € B(S)). Gehen wir analog weiter, erhalten wir

[ a0 L o) dP@) = [ Lay(o0) -+ L, (22) dQGo).
Da B(S) von den Mengen der Form A; x --- x A,, erzeugt wird, gilt IP = Q. O
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2.5. Der Raum Dg[0, c0)

Definition 2.22. Der Raum der cadlag Funktionen [0, 00) — S wird mit Dg[0, 00)
bezeichnet. Sei A’ die Menge aller stetigen und strikt wachsenden Funktionen \ :
[0,00) — [0,00) mit A(0) = 0 und lim;_,., A\(t) = oco. Mit A bezeichnen wir die
Menge aller A € A, so dass

A(s) — A(t)

s—t

v(A) = sup |log ‘ <00 .

0<t<s

Wir definieren den Abstand

ﬂ%w=gﬁwﬂvé ed@%&wd@

fiir z,y € Dg[0,00), wobei d(z,y, A\, u) = sup;so r(z(t Aw), y(A(t) Au)) AL

Hilfssatz 2.23. Ist z € Dg[0,00), so sind die Unstetigkeitsstellen von x abzéhlbar.

Beweis. Sei A, = {t > 0 : r(z(t),z(t—)) > n~'}. Die Menge A, kann keine
Héufungspunkte enthalten, da x cadlag ist. Also ist A, abzéhlbar. Damit ist auch
die Menge der Unstetigkeiten U, A,, abzéhlbar. U

Hilfssatz 2.24. d ist eine Metrik fiir Dg|0, 00).

Beweis. Bezeichnen wir mit A™!(s) = inf{¢ : A(t) > s} die Umkehrfunktion von
A. Wir bemerken, dass v(A) = v(A™"). Es gilt dann sup,s7(z(t Au), y(A(t) Au)) =
supyso (@(A7H(t) Aw),y(t Aw)) und somit d(z,y, A, u) = d(y,z, A", u). Also haben
wir d(z,y) = d(y, z).

Sei d(xz,y) = 0. Dann gibt es eine Folge {\,} C A, so dass v(\,) — 0 und
J° e d(z,y, A, u) du — 0. Sei A € A. Falls A\(t) < ¢, so ist

t— ()

- =1—e QWM <1 _ W < () . (2.4a)

Ist A(t) > t, so folgt

At =t At) = AXATHR) t = (1) O
i ST . <M ()) . (2.4b)

Insbesondere haben wir
lim sup |A,(t) —t| =0 (2.5)
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fir alle 7' > 0. Ist also ¢ ein Punkt, an dem y(¢) stetig ist, so muss x(t) = y(t) gelten,
da d(z,y, A, u) fir fast alle u gegen 0 konvergiert. Da y cadlag ist, ist y fast {iberall
stetig (Hilfssatz [2.23)). Da auch = rechtsstetig ist, muss x = y gelten.

Seien z,y,z € Dg[0,00), A;, A2 € A und v > 0. Wir haben dann wegen der

Dreiecksungleichung
r(z(tiu), z2(Aa(Aa () Aw)) < rz(taw), y(Aa () Aw))+r(y(A () Au), 2(Ae (X () Au)) -

Diese Ungleichung gilt auch fiir r ersetzt durch r A 1. Da A\ (¢) alle positiven Zahlen

durchlauft, erhalten wir
d(ﬂf, 2 )\2 o >\17 U) S d(ﬂf, Y, )\17 U) + d(y7 Z, )\27 U) .

Im weiteren erhalten wir fiir s > ¢ > 0

Aa(Ai(s)) = (M) Aa(Ai1(s)) — Aa(Mi(2))
& st SN 0) — () st
< v(A2) +v(A1) - (2.6)

o Ai(s) = Mi(?)

+ log

Also gilt y(A2 0 A1) < (A1) + v(A2). Setzen wir diese Ungleichungen zusammen,

ergibt sich die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2). O

Proposition 2.25. Sei {z,} C Dg[0,00) und z € Dg[0,00). Folgende Aussagen

sind dquivalent:
i) lim, o0 d(xp, z) = 0.
ii) Es gibt {\,} C A, so dass lim,, ., y(\,) = 0 und

lim sup r(z,(t), z(\.(t))) =0 (2.7)

n—00 0<4<T

fiir alle T' > 0.

iii) Fiir jedes T' > 0 gibt es eine Folge {\,} C A’ (kann von T abhéingen), so dass

und gilt.

Beweis. “i) = ii)” Es gibt {\,} € A und {u,} C (0,00), so dass y(\,) — 0,

Uy, — 00 und d(z,,, Yn, An, U,) — 0. Insbesondere gilt

lim sup r(x,(t A uy,), z(A\(t) Auy)) =0
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Da A, (T) < THy(\,)e?)T | siehe (2.4), ist fiir n gross genug, u, > max{7T, \,(T)}.
Somit gilt die Aussage.

“li) = i)” Es folgt, dass

lim supr(z,(t Au), x(A,(t) Au)) =0

n—=00 >0

fiir jedes u > 0. Da fuoo e %d(zp, T, \p, s) ds < e, folgt die Aussage.

“i) = iii)” Trivial, da fiir alle {\,} C A gilt, fiir die y(\,) — 0.

“il) = ii)” Sei N € IN\ {0}]. Wir wihlen {\Y} C A/, so dass die Bedingungen
fiir T = N erfiillt sind, und so dass fiir jedes n, A (t) = MY(N) +t — N fiir t > N.

Definieren wir 73’ = 0 und

N =inf{t > 7 r(x@), (7)) > N7}, (2.8)

mit der Interpretation dass 7, = oo, falls 7Y, = oco. Da x Grenzwerte von links

hat, gibt es keine Haufungspunkte von {7Y : & > 0}. Wir setzen uy,, = (A)) ' (7))

mit (A\Y)7!(0c0) = oo und definieren

N N t— uévn N N
o () =7 + 55 (T — 71 )
uk+1,n uk,n

fiir t € [up,,, up,,,,)N[0, N, mit der Interpretation co/oco = 1, und p} (t) = ) (N)+
t — N fiir t > N. Dann ist g} € A mit

V() = max{|log(riy — 7¢) — log(uy'y  — up,)| 1wy, < N}

Es gilt nun fiir alle n

sup 7(za(t), 2(py (1) < sup r(wa(t), 2(Xy (1)) + sup (@A) (1)), 2(u (1))

0<t<N 0<t<N 0<t<N
2
< sup r(@a(t), z(A) (1) + — -
0<t<N N

Da limy, .o up,, = 74" konvergiert v(s}) nach 0. Also kénnen wir eine Folge 1 < n; <
ny < ... wihlen, so dass y(u)) < N1 und supgc,<n r(@n(t), x(pd (t))) < 3N fiir
alle n > ny. Fir 1 < n < n; wahlen wir 5\n € A beliebig. Fiir ny < n < nyy
wiihlen wir \, = £ Dann ist {\,} € A und erfiillt die Bedingungen. O
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Satz 2.26. Ist S separabel, dann ist Dg[0,00) separabel. Ist (S,r) vollstandig,
dann ist auch (Dg[0, 00),d) vollstdndig.

Beweis. Da r A1 die gleich Topologie erzeugt, und die Vollstdndigkeit nicht
verdndert wird, konnen wir annehmen, dass r < 1. Wir nehmen an, dass S se-
parabel ist. Sei {a; : ¢ € IN} C S eine abzdhlbare dichte Menge. Sei I' die Klasse
von Funktionen der Form X () = >0, o, Li,  <i<t, + @iy Lisy,, wobel n > 1,
0=ty <ty <...<t, rationale Zahlen sind und i, € IN. Dann ist I" abzdhlbar. Es

ist nicht schwer zu sehen, dass I" dicht ist in Dgl0, 00).

Sei nun (5, r) vollstandig und {z,} C Dg|0,00) eine Cauchyfolge. Es gibt Zahlen
1 < Ny < Ny < -+, so dass fiir n,m > N, die Ungleichung d(x,, z,,) < 27% e "
gilt. Wir setzen dann y;, = xy, . Wir withlen uj, > &k und \;, € A, so dass y(\;) < 27F
und d(yr, Yrr1, Mo, up) < 27F. Aus folgt, dass limy, o Y(Akpn 0+ -0 App1 0 M) <
00. Insbesondere ist die Folge Apyp, 0« 0 Agy1 0 Ap beschriankt, und hat daher auf
jedem beschrinkten Intervall eine konvergente Teilfolge. Aus folgt nun aber,
dass pp = lim, o Akyn © -+ 0 Agaq © Ap gleichmiéssig auf beschriankten Intervallen
existiert, Lipschitz-stetig ist, und v(pg) < oo v(AN) < 2771 Also ist px € A. Es

gilt nun

sup 7 (i (1, (8) A i), Yo (2 () A )
= Stggr(yk(#il(t) A ), Y (N (pye  (8)) A )
= Sggr(yk(t A ), Y (A (t) Aug)) <278
t>
Als der Vollstindigkeit von (S,7) folgt also, dass yx o u;' gegen eine Funktion
y : [0,00) — S konvergiert, und zwar gleichméssig auf beschréinkten Intervallen.
Dann muss aber y € Dg[0,00) gelten. Wir haben nun lim, .., y(s;') = 0 und
limy,— o0 SUP<y<r 7 (Y (1, ' (1)), y(t)) = 0 fiir alle T > 0. Also folgt aus Propositi-
on[2.25] dass lim,, ... ¥, = y. Da {z}} eine Cauchyfolge ist, folgt auch lim,, ., x, = y.
0

2.6. Die kompakten Mengen von Dg[0, c0)

Betrachten wir eine Elementarfunktion z € Dg[0,00) setzen wir so(z) = 0 und

sp(z) = inf{t > sp_1(x) : z(t) # z(t—)}.
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Hilfssatz 2.27. Sei I' C S kompakt und 6 > 0. Wir definieren die Menge der
Elementarfunktionen A(T',0) mit der Eigenschaft, dass z(t) € T fiir alle t > 0 und
sk(z) — sp_1(x) > § falls sy # 0o. Dann ist der Abschluss von A(T,¢) kompakt.

Beweis. Sei {z,} € A(T',§). Durch ein Diagonalisierungsargument gibt es eine
Teilfolge {y}, so dass entweder si(y,) < oo fir jedes m und limy,, o Sp(Ym) =
ty € [0, 00] existiert und lim,, oo Ym (Sk(ym)) = i existiert, oder sg(y,,) = oo fiir
alle m. Da s(Ym) — Sk—1(ym) > 0 folgt nun, dass y,, gegen eine Elementarfunktion
y € Dgl0,00) konvergiert, mit y(t) = «y fir tx < ¢t < tg1. Also hat {x,} eine

konvergente Teilfolge und somit ist die Aussage bewiesen. O

Wir definieren fiir x € Dg[0,00), § > 0 und T > 0 die Grosse
w'(x,0,T) = infmax sup r(x(s),z(t)),
{ti} g T‘,Se[tifl,ti)

wobei {tz} iiber alle 0 = to <t < - <th_1 <T<t, mit minlgign@i — ti—l) >0
und n > 1. Man beachte, dass w’(x, d,T") wachsend ist in § und 7". Man hat ferner

W(5,6,T) < w/(5,6,T)+2 sup r(x(s),y(s)) 29)

0<s<T+6

Hilfssatz 2.28.

i) Fiir jedes x € Dg[0,00) und T > 0 ist die Funktion w'(x,,T) rechtsstetig in ¢
und limgo w'(x,0,T) = 0.

ii) Gilt fiir eine Folge {x,} C Dg|0,00) und eine Funktion x € Dg|0,00) der Grenz-

wert lim,, o, d(z,,x) = 0, so haben wir

lim w' (2,0, T) < w'(x,6,T +¢)

n—oo

fiir alle 6 > 0, T > 0 und € > 0.

Beweis. i) Zu jedem 0 > 0 und jeder Partition gibt es ein ¢’ > 0, so dass die
Partition auch fiir ¢’ zuléssig ist. Somit muss w’(z, d, T) rechtsstetig in ¢ sein.

Sei N > 1 und {7’} wie in definiert. Fiir 0 < § < min{r¥, — 7 : 7y < T}
(existiert, da cadlag), gilt w'(z,0,T) < 2N~1.

ii) Aus Proposition folgt, dass es {\,} C A’ gibt, so dass und
gelten, wenn man 7' durch 7'+ ¢ ersetzt. Sei y,(t) = z(\.(f)) und 6, =
SuPg<i<p(An(t +0) — An(t)). Dann folgt aus und 1)

lim w'(2,,8,T) = lim w'(y,,5,T) < lim w'(z, 5y, A (T))

n—oo

< lim w'(z,0, V6, T +¢) =w'(x,6,T +¢) .

n—oo
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Satz 2.29. Sei (5, d) vollstandig. Dann ist der Abschluss von A C Dg[0, c0) genau

dann kompakt, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir jedes t € Q gibt es eine kompakte Menge I'y € S, so dass z(t) € T fiir alle
x € A

ii) Fiir jedes T > 0 gilt

limsupw'(x,6,T) =0 .
6—0 zeA

Beweis. Nehmen wir an, A erfiillt die beiden Bedingungen. Sei ¢ > 1. Wir wihlen
6 € (0,3), so dass sup,cqw'(z,6,,0) < €7'. Weiter wihlen wir m, > §,' > 2.
Wir definieren T'© = UE‘:BUW L, und Ay = A(T®_§,), wobei wir die Notation
aus Hilfssatz [2.27] verwenden. Fiir x € A gibt es eine Partition 0 = ) < t; <
vty < 4 <t < L+1 <ty = 00 mit ming<i<,(t; — ti—1) > g, so dass
MAaX) <i<n SUPg er; 1) T(2(8), 2(t)) < 2071 Wir definieren 2’ € A, durch 2'(t) =
z([met + 1] /my) fiir t; <t < t;4q. Dann ist supg, ., r(2/(t), z(t)) < 207" Also

d(z',z) < / e Usup(r(z’(tAu), z(t Au)) A1) du <2070 et <3071,
0 t>0

Somit ist A C AZ’/ ‘. Wir wissen aus Hilfssatz 7 dass A, kompakt ist. Da damit

AC m[ZI A?/ * total beschrinkt ist, hat A einen kompakten Abschluss.

Nehmen wir nun an, dass der Abschluss von A kompakt ist. Sei {z,, ()} C S eine
Folge mit z,, € A. Da A einen kompakten Abschluss hat, konnen wir annehmen, dass
{z,} einen Grenzwert = hat. Es gibt nach Proposition eine Folge {\,} C A, so
dass r(z,(t), z(A,(t))) — 0. Wir wissen (siehe (2.5)), dass A,(t) — t. Da aber der
Grenzwert von s — t von x(s) von beiden Seiten existiert, gibt es eine Teilfolge, so
dass x(\,(t)) konvergiert. Somit gibt es eine konvergente Teilfolge von {z,(t)}, das
heisst, der Abschluss I'; von {y(t) : y € A} is kompakt.

Nehmen wir an, dass es ein 7 > 0, 7' > 0 und eine Folge {z,} C A gibt, so dass
w'(x,,n~ 1, T) > n fiir alle n. Da A einen kompakten Abschluss hat, kénnen wir
annehmen, dass es ein @ € Dg[0, 00) gibt, so dass d(z,,z) — 0. Aus Hilfssatz 2.2§
i) schliessen wir, dass 1 < lim,, ., w' (2,6, T) < w'(z,d, T+1) fiir jedes § > 0. Lassen
wir nun aber o — 0, ergibt sich aus Aus Hilfssatz i) ein Widerspruch. OJ
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2.7. Konvergenz in Verteilung auf Dg|0, 00)

Sei (E,r) ein metrischer Raum. Wir bezeichenen mit Sg die Borel-o-Algebra auf
Dg|0,00) und mit Sy die Borel o-Algebra, die durch die Koordinatenabbildungen

erzeugt wird.

Proposition 2.30. Sei D eine dichte Teilmenge von [0, 00). Es gilt o(m, : t € D) =
Sy C Sg. Ist E separabel, so ist Sy, = Sg.

Beweis. Fiire > 0,¢t > 0 und f € C(E) definiert ff(z) = ¢! :+6 f(ms(x)) ds
eine stetige Funktion ff(z) auf Dgl0,00). Da lim.j ff(z) = f(m(x)), ist fom

Borel-messbar fiir jedes f € C(E), und damit auch fiir jedes f € B(E). Also ist
7, '(T) = {x € Dg[0,00) : Ip(m(z)) =1} € Sg .

Da die Mengen 7, '(I') S}, erzeugen, gilt S}, C Sp. Fiir t > 0 sei {t,,} C DN [t, o0),
so dass lim, . t, = t. Dann ist m; = lim,, . 7, wegen der Rechtsstetigkeit und

somit o(ms : s € D)-messbar. Damit ist der erste Teil der Aussage gezeigt.

Sei nun F separabel. Sein > 1 und 0 =ty < t; < -+ < t, < tpy1 = 0.
Fiir ag, a1, ..., q, € E setzen wir n(ag,...,a,)(t) = o; fir t; < ¢t < t;1. Dann
ist n(ag,...,a,) € Dg[0,00). Aus d(n(ag, ..., o), n(ag, ..., o)) < max; r(a;, o),
folgt, dass 7 eine stetige Abbildung von E™! nach Dg[0,c0) ist. Sei z € Dg|0, 00).
Die Abbildung d(z,-) ist stetig. Somit ist d(z,n o (7, ..., 7, )) auch Sp-messbar.
Fiir m > 1 sei n,, die Funktion n mit n = m? und ¢; = i/m. Dann folgt, dass
iy, oo d(2, n (T (), - -y, (7)) = d(2, 7). Also ist d(z, z) auch Sp-messbar. Das
bedeutet, dass jeder offene Ball in Dg[0,00) auch in Sy ist. Nach Satz ist
Dg[0,00) separabel. Also enthélt Sy alle offenen Mengen in Dg[0, 00), und somit
auch Sg. ]

Satz 2.31. Sei (S,r) vollstindig und separabel und sei {X,} eine Familie von
Prozessen mit Pfaden in Dg[0,00). Dann ist {X,} genau dann relativ kompakt,

wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

i) Fiir jedes n > 0 und t € Q4 gibt es eine kompakte Menge I',, C S, so dass
inf, P[X,(t) €T} ,] >1—n.

ii) Fiirjedesn > 0 und T > 0 gibt es ein§ > 0, so dass sup, IP[w' (X, 9, T) > n] < n.
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Beweis. Ist {X,} relativ kompakt, so folgen die beiden Bedingungen aus den

Sétzen [2.20] und [2.29]
Nehmen wir nun die beiden Bedingungen an. Sei 0 < ¢ < 1, T € IN,sodasse™ 7 <
e/2,n=¢/4und 6 > 0, so dass sup, P[w'(X,,6,T) > n] <n. Wir wihlen m > 1/§
und setzen I' = | Tag-i-2,i/m. Aus IP[X,(i/m) ¢ T/*] < 272 schliessen wir,

dass
inf P[X,(i/m) € e i =0,1,...,mT] >1—

N ™

Wir setzen A = A(T,d) in der Notation von Hilfssatz , und erinnern uns, dass
A einen kompakten Abschluss hat. Sei nun = € Dg[0, 00) mit w'(z,d,T) < €/4 und
x(i/m) € T4 fiir i = 0,1,...,mT. Wir wihlen 0 = ty < t; < t,_, < T < t,, so dass
ming <i<n(ti—ti—1) > 6 und maxi<i<n SUP; s, , 1) T((5), 2(t)) < /4. Weiter withlen
wir {y;} C T, so dass r(z(i/m),y;) < /4. Definieren wir nun '(t) = yjme,_,+1]
fir ¢,y <t <t undi < n—1und 2'(t) = Ypme,_,+1) fir t > t,_1. Dann gilt
supg<,er T(2(t),2'(t)) < /2 und damit d(z,2") < /24 e < e. Also ist x € A®.
Also haben wir gezeigt, dass inf, P[X, € A°] > 1—¢. Aus den Séitzen und
folgt dann, dass {X,} relativ kompakt ist. O

Fiir einen Prozess X bezeichnen wir mit D(X) die Menge der Punkte ¢, an denen
PX(t) = X(t—)] = 1.

Hilfssatz 2.32. Sei X ein Prozess mit Pfaden in Dg|[0,00). Dann gibt es hichstens
abzéhlbar viele Punkte in [0, 00), die nicht in D(X) sind.

Beweis. Seien €,9,7 > 0. Nehmen wir an, dass es unendliche viele Punkte {¢,}
in {0<t<T:P[r(X(t),X(t—)) > €] >0} gibt, dann

IPm U{r X(t _))>g}] _nh_{gOIP[U{r X(tm—)) >} > 6.

Dann wire aber IP[X € Dg[0,00)] < 1. Also ist {t € (0,00) : P[r(X(t),X(t—)) >
e] > 0} und damit auch {t € (0,00) : IP[r(X(t), X(t—)) > €] > 0} abzdhlbar. Lassen
wir ¢ — 0, folgt die Behauptung. 0
Satz 2.33. Sei S separabel und X,, und X seien Prozesse mit Pfaden in Dg|0, 00).
i) Gilt X,, = X, dann gilt

(Xn(ty), ..., Xu(tr) = (X(t1),..., X (1)) (2.10)
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fiir jede endliche Menge {t1,...,tx} C D(X). Weiter, fiir jede endliche Menge
{t1,...,tx} C [0,00) gibt es Folgen {tI'} C [t;;00), so dass t!' — t;, so dass
(Xn(t]), .., Xn(t?) = (X (t1), ..., X(tr)).

ii) Ist {X,} relativ kompakt, und gibt es eine dichte Menge D, so dass (2.10)) fiir
jede endliche Menge {ty,...,tx} C D gilt, dann gilt X, = X.

Beweis. i) Nehmen wir X,, = X an. Dann ist Dg[0,00) separabel (Satz [2.26).
Nach Satz gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem Y,, und Y mit Pfaden
in Dg[0,00) definiert sind mit den gleichen Verteilungen wie X,, und X, so dass
Y, = Y.Ist t € D(X) = D(Y), so ist m; stetig beziiglich der Verteilung von Y.
Korollar impliziert dann, dass Y,,(t) — Y (¢). Somit folgt die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt aus Hilfssatz [2.32]

ii) Wenn wir eine konvergente Teilfolge betrachten, kénnen wir X, = Y fiir
einen Prozess Y mit Pfaden in Dg[0,00) annehmen. Seien ¢y,...,% € D(Y) und
fi,--, fr € C(S). Weiter wihlen wir {t"} C D N [t;,00), so dass ¢t/ — t;. Es gibt
M < np < e, so dass (B[, HOXE)] = BITE, (X, (67)]] < m™". Dann
gilt

(E[ﬁ R ()] - E[H L] | < )IE[f[ fx ()] - IE[H fix ()|
¥ ]E[f[ X)) - JE[H Fi X (1) |

" ‘E[f[ Fi(Xa, (519)] = E[f[ A @)

fiir jedes m > 1. Alle drei Terme auf der rechten Seite konvergieren nach 0. Also
gilt B[[TE, fi(X(t:)] = E[[IZ, fi(Y(t))]. Wegen der Rechtsstetigkeit gilt dies fiir
alle {t1,...,t,} € [0,00). Die Mengen A, fiir die IP[X € A] = P[Y € A] bilden
eine Dynkin-Klasse und enthélt somit die endlich-dimensionalen Verteilungen. Also
haben X und Y die gleiche Verteilung. Da Y beliebig war, muss jede konvergente

Teilfolge den Grenzwert X haben. Also haben wir die Aussage bewiesen. O

2.8. Kriterien fiir relative Kompaktheit in Dg[0, 00)

Sei x € Dg[0,00). Fiir ¢ > 0 definieren wir 79 = 0y = 0, und

e = inf{t > 7,1 : r(x(t), x(mp_1)) > &/2}
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und

or = sup{t < 7, : r(x(t), x(m)) Vr(zt—),z(1)) > /2}
falls 7, < oo und o} = oo, falls 7, = oco. Wir bemerken, dass w'(z,0,T) < /2
impliziert, dass min{7mg1; — oy : 7% < T} > . Wir setzen s = (o) + 7%)/2. Wir
bemerken, dass o < s < 7 < 0ps1, und damit 2811 = Opy1 + Tee1 > Tk + Tea1

Also gilt auch 2(sg11 — sg) > (7h + Toy1) — (O + Tk) = The1 — O

Hilfssatz 2.34. Sei (S,r) separabel und {X,} eine Familie von Prozessen mit
Pfaden in Dg[0,00). Seien die Variablen 7,°%, 0. und s;° wie oben fiir x = X,

definiert. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) lgfginf]P[w’(Xa,(S,T)<5]:1, e>0,7>0.
ii) lgfg inf IP[min{s,7;, — 3" : 53" <T} >8] =1, e>0,7T>0.
iii) 1}{8 inf P[min{7"5 — o, : 7" < T} > 4] =1, e>0,T7>0.

Beweis. “i) = iii)” Sei w'(Xq,0,T) < &/2. Dann muss 7,5 — 7,”° > 0 sein, falls
7% < T. Also folgt iii), da op® < 7",

“iili) = 1i)” Nehmen wir an, dass min{7;"5 —0}" : 7,°° < T'+J} > 25. Dann haben
wir oben gezeigt, dass sj5, —s;°° > 0 fiir alle k, so dass 7,° < T'+0. Ist 5,7 < T und
7" > T40,s0ist 5,70, =" > 7°=T > 6. Somit gilt min{s} 7 —s3° : 50" < T} > 6
und damit ii).

“il) = 1)” Nehmen wir min{s;7; — 5" : s° < T} > 2§ > § an. Sei s;° <
t < s < sppyIstt < 1t so st r(Xo(t), Xa(7,7)) < /2. Ist £ > 7%, so ist
t < 1, also auch r(Xo(t), Xo(7,7)) < €/2. Aus der Dreiecksungleichung erhalten
wir (X, (1), Xo(s)) < e. Somit gilt ). O

Hilfssatz 2.35. Fiir jedes o sei 0 = sj < s{ < --- eine Folge von Zufallsvariablen
mit lim,, . 85 = 00. Sei A} = s,y —si, T >0 und K,(T) = max{k > 0: sy <T}.
Wir setzen F(t) = sup,sup, P[AY < t,s¢ < T]. Dann gilt fiir alle 6 > 0 und
L eIN\ {0}
F(6) <suplP| min A7 <0| < LF(8 T/ Le MF(t) dt .
()_sgp oo in A < LF(0) +e Lo (t)

Somit erhélt man
limsup]P[ min A < 5} =0

510 o  Llogk<Ka(T)

genau dann, wenn F(0+) = 0.
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Beweis. Die erste Ungleichung ist trivial. Wir erhalten

L—1
e o] - o .
]P[O<kgl;g(T) A < 6} < ;IP[AR < 6,52 < T) + P[K(T) > I]

gLF(5)+eTIE[11K >LeXP{ ZA&H

< LF(6)+eT H(]E[]Isg<Te—LA?])1/L

1/L

< LF(6 +eTH(/ Le~ Lt]Psk<TAa<t]dt>

< LF(5) +e / Le ™ ™F(t) dt .
0

Die zweite Aussage erhilt man, wenn man zuerst 0 | 0 gehen ldsst, und danach
L — oo. 0

Proposition 2.36. Unter den Annahmen von Hilfssatz([2.34) sind die Aussagen des

Hilfssatzes auch dquivalent zu

iv) llfglsupili%IP[Tk+l oyt <o <T)=0, e>0,T>0.

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass

Plspry — s <6/2,87° <T] <Plrf — o0 < 6,77 < T+ 9]
<IPlspr, —sp” < 0,8.° <T+9].

Wir bemerken weiter, dass s;° — co. Gelten nun die Aussagen aus Hilfssatz [2.34]
so konvergiert nach Hilfssatz P[sp —s,° < 6,8,° < T+ ] nach 0. Somit folgt
aus den obigen Betrachtungen die Behauptung. Gilt iv), so folgt aus den obigen
Betrachtungen und aus Hilfssatz die Aussage ii). O

Wir bezeichnen mit S(7T') die Klasse der {F;} }-Stoppzeiten, die durch 7" begrenzt
sind.

Hilfssatz 2.37. Sei (S,r) separabel und X ein Prozess mit Pfaden in Dg|0,00),
T > 0 und > 0. Dann gilt fiir jedes § > 0,0 < A <1 und 7 € S(T)
]P[ sup r(X(7+u),X(1)) > A, sup r(X(7),X(t—0))> A
0<u<sé 0<v<SAT

< A ag(l + 2a3(1 + 4ag)]C(8)  (2.11)
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und

P Oiugar(X(u), X(0)) > A} < AN Paglas(l+ 4ag)C(0) + B[P (X(6), X (0)) A1)},
wobei

C(0) = sup sup IE[ sup rﬁ(X(T + u),X(T))T’@(X(T),X(T —v)) A1
reS(T+26) 0<u<26  Lo<v<3dAT

und az = 260-D7,

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass fiir ¢, d > 0 die Ungleichung (c+d)? < ag(c’+
d®) gilt. Wir diirfen annehmen, dass 7 < 1.

Sei 7 € S(T + ) und bezeichnen wir mit M, (§) die Klasse der {F:X }-messbaren
Zufallsvariablen mit 0 < U < §. Sei U € M,(§). Dann gilt
25
(X (r+U),X(1)) < %—5/ PP (X (1 +0), X (1) + (X (7 +0), X (7 + U))] df
5
a 26 26
< FB[ (X (14 0), X(1)) d9+/ (X (r4+U+60),X(r+U))db| .
5 0
Daraus folgern wir mittels der Dreiecksungleichung, dass

sup (X (r+U), X(r)r?(X(7), X (1 —v))

0<v<2dNT

a 20
< _ﬁ[/ sup (X (7 + 0), X(1))r(X(7), X (r — v)) 46
1)

) 0<v<26AT

+a5/26 sup (X (t+U+0),X(r+U)rP(X(r+U), X (1 —v))db

0<v<20AT

+6L5/026T6(X<7'+U—f-e),X(T—f—U))T’G(X(T—I—U),X(T)) do

<%[/ sup (X (r +0), X(7)rP(X(7), X (7 —v)) df
1)

) 0<v<26AT

26
+2a5/ sup  P(X(r+U+6),X(t+U))
0

0<v<38A(T+U)
X P(X(r+U), X (1 +U — ) d@} .
Da 74U € S(T + 26), folgern wir
sup sup IE[ sup TB(X<T +U), X(T))T’B(X(T), X(r— v))]

TES(T+6) UeM-(6) 0<v<20AT

S CLB(l + 4@5)0(5) .
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Wiéhlen wir 0 < n < A und 7 € S(7T') und definieren A = inf{t > 0 : r(X(7 +
t), X (7)) > A —n}. Fir 0 <v < J§ A7 haben wir

(X (T + AN, X ()P (X (1), X (1 —v))
< agr’(X(1 +8), X (7))’ (X (7), X (1 — v))
—l—aﬁr( (T+0), X(T+AN)P(X(T+ANS),X(T))
+ a3’ (X (14 0), X(r+ AN (X(T+ AN, X(T—v)).

DaT4+AANS€S(T+6),0—ANSIE Myians(6) und AN+ v < 20, erhalten wir

E| sup 7*(X(r+AAS), X(r)rP(X(7), X(r — v))} < [ag + Qa%(l + 4ag)]C(0) .

0<v<{AT

Die linke Seite von (2.11)) ist durch (A — 7)™"A~# mal die linke Seite der obigen
Ungleichung beschrankt. Lassen wir n | 0, folgt (2.11)).

Wiéhlen wir nun 7 = 0. Dann gilt
B(X(ANG), X(0) < aglr®(X(8), X(A NP (X (A AG), X(0))
+7P(X(6), X (0))rP (X (A A S), X(0))]
< ag[r?(X(6), X(A AP (X (A AG), X(0)) +r°(X (), X(0))] .

Die Aussage folgt nun analog. OJ

Satz 2.38. Sei (S,r) vollstindig und separabel und {X,} eine Familie von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg|0,00). Es gelte die Bedingung i) aus Satz[2.31} Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent:

i) {X,} ist relativ kompakt.

ii) Fiir jedes T > 0 gibt es ein 3 > 0 und eine Familie {7,(J) : 0 < § < 1} von
positiven Zufallsvariablen, so dass

B[ (Xa(t+u), Xa(£) AL | FP(r7(Xa(t), Xa(t—0))A1) < Blya(0) | 7] (212)

fir0 <t <T,0<u<§und0<wv<JIAt, wobei {F} die natiirliche Filtration
von X, ist. Und weiter gilt limg|o sup,, [E[7,(d)] = 0 und

lgi(r)lsgp E[r?(X,(6), Xo(0)) A1) =0 . (2.13)
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iii) Fiir jedes T' > 0 gibt es ein 3 > 0, so dass (2.13)) gilt und fiir die Grossen
Co(d) = sup sup ]E[ sup (1 (Xo (1 4 u), Xo(T)) A1)
T€SH(T) 0<u<s 0<v<dAT

X (rP(Xo (1), Xo(T —v)) A 1)]

der Grenzwert lims o sup, C,(6) = 0 gilt. S§(T') bezeichnet die Klasse der dis-
kreten {F{*}-Stoppzeiten, die durch T beschrinkt sind.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass r < 1.

“l) = ii)” Wir haben

T(Xa(t +u), Xo(0))r(Xa(t), Xo(t —v) < r(Xo(t +u), Xo(t) Ar(Xa(t), Xo(t —v))
< w'(Xa,20, T +96)

und 7(X,(6), X (0)) < w'(X4,d,T). Wéhlen wir 7,(0) = w'(X,,26,T + 6), so folgt
die Behauptung aus Satz [2.31]

“li) = iii)” Sei 7 € S§(T') fest. Multiplizieren wir in (2.12)) beide Seiten mit T,_,
und addieren iiber alle Werte, die 7 annimmt, sehen wir, dass wir ¢ durch 7 ersetzen
konnen. Weiter kénnen wir die rechte Seite durch das Supremum iiber v € [0,0 A
t] N Q, und damit iiber v € [0, A t] ersetzen. Somit gilt iii).

“iii) = 1)” Aus der Konstruktion von {7."°} und {0} und der Definition von
Co(0) folgt, dass die Bedinung iv) aus Proposition erfiilllt ist. Somit gilt die
Bedingung i) aus Hilfssatz [2.34] Aus Satz folgt dann 1i). O

2.9. Weitere Kriterien fiir relative Kompaktheit in Dg[0, 00)

Satz 2.39. Sei (S,d) vollstandig und separabel. Sei {X,} eine Familie von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg[0,00). Nehmen wir an, dass es fiir jedes n > 0 und T' > 0

eine kompakte Menge I';, r C S gibt, so dass
inf P[X,(t) elyr fir0 <t <T]>1—-1 (2.14)

gilt. Sei H eine Teilmenge von C(S), die dicht ist in C(S) in der Topologie der
gleichmaéssigen Konvergenz auf kompakten Mengen. Dann ist {X,} relativ kompakt

genau dann, wenn {f o X,} reativ kompakt ist fiir jedes f € H.
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Beweis. Die Abbildung Dgs[0,00) — Dg[0,00),  +— f oz ist stetig (Ubung).
Somit folgt aus der relativen Kompaktheit von {X,}, dass auch {f o X,} relativ
kompakt ist.

Sei nun {f o X, } relativ kompakt fiir jedes f € H. Wir kénnen annehmen, dass
r < 1. Aus der Voraussetzung, und Satz folgt, dass {f o X} relativ kom-
pakt ist fiir jedes f € C(S). Insbesondere ist fiir 2 € S die Menge der Abbildungen
{t — r(Xa(t), z)} relativ kompakt. Sei n > 0 und 7" > 0. Fiir jedes € > 0 gibt es eine
endliche Menge {2,...,2n} C I'y 7, so dass minj<;<n (2, 2;) < € fiir alle € I'; 7.

Ist y € ') 1, so gibt es ein z;, so dass r(y, ;) < €. Also haben wir
r(z,y) <r(z,z)+r(y, z) <r(zz)—r(y z)+ 2 <|r(z,z) —r(y, z)| + 2.
Somit gilt fir 0 <t <7T,6€(0,1),0<u<dund 0 <v <JAtL
r(Xo(t+ u), Xo(t)r(Xa(t), Xo(t —v))
< \/\r a(t+u),z) —r(Xa(t), z)||r(Xa(t), z:) — r(Xa(t — ), 2)|
+ 4(6 + &%) 4 Tx, (s)¢r, o fiir cin s € [0, 7]

< \/ w'(q(-, 21) 0 X0, 20, T + 6) + 4(c + €2) + Ly, (s)¢T, + fitr cin s € 0,7
ERAOE

Nach Satz gilt limsosup, E[w'(q(-, z) 0 X4, 20, T + 0)] = 0 fur jedes z € S.
Also konnen wir Funktionen 7(d) und (6) wihlen, so dass limso sup,, E[7,(0)] = 0.
Analog erhalten wir

7(Xa(6), Xa(0)) < \/ 7(Xa(6), 2:) — r(Xa(0), 2:)| + 28 + Ly, 0)¢r, +

fir alle 0 > 0. Somit konvergiert auch limsosup, IE[r(X4(d), X4(0))] = 0. Nach
Satz ist {X,} relativ kompakt. O

Korollar 2.40. Sei (S,r) vollstdndig und separabel und {X,} eine Folge von Pro-
zessen mit Pfaden in Dg[0,00). Sei M C C(S) eine punkttrennende Menge. Falls
es einen Prozess X mit Pfaden in Dg|0,00) gibt, so dass fiir jede endliche Menge
{91,92, -, 90} T M gilt, (g1,...,9n) © Xy = (91,.-.,9n) © X. Dann gilt X,, = X.
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Beweis. Sei H die kleinste Algebra, die M U {1} enthilt. Nach dem Satz von
Stone-Weierstrass ist H dicht in C'(E) beziiglich der Topologie der gleichméssigen
Konvergenz auf kompakten Mengen. Dann gilt (g1,...,9,) 0 X;y = (g1,-.+,9n) 0 X
fir alle {g1, g2,...,9,} C H. Wir miissen somit zeigen.

Sei I' € S kompakt und § > 0. Fiir x € S wihlen wir {hf,...,hi(:ﬁ)} C H,
50 dass () = infy(ey)ze maxi<ich@) |hE(y) — hi(z)] > 0. Sei U, = {y € S :
maxi <;<i(z) |1 (y) — hi(z)| < e(z)}. Dann ist I' C |J, - U, C I?. Da die Funktionen
stetig sind ist U, offen. Also gibt es eine endliche Menge {zi,...,2nx} C T, so
dass T' ¢ U, Uy, C T, Definieren wir die Abbildung o : Dg[0,00) — Dg[0, oc),
x + 0(x)(t) = supg<,<; 2(s). Die Abbildung ist stetig (Proposition. Sei go(z) =
maxi<i<i(a,) |17 (#) = h* (ze)], Ya(t) = mini<pen{ge(Xa(t)) —£(z)} und Z,, = o(V3).
Aus der Voraussetzung und der Stetigkeit von o folgt, dass Z,, = Z, wobei Z analog
zu Z, aus X konstruiert wird. Fiir ein 7" > 0, so dass Z(t) stetig in T ist, gilt dann

lim P[X,(t) € I fiir 0 <t < T] > lim IP[Z,(T) < 0] > IP[Z(T) < 0]

n—oo n—oo

>P[X(t) el fir 0<t<T],

wobei wir verwendet haben, dass sup,cp minj<;<n{ge(x)—e(x¢)} < 0.Sein > 0,7 >
0 ein Stetigkeitspunkt von Z und m > 1. Nach Hilfssatz und Satz [2.20] gibt es
eine kompakte Menge Ty ,,, C S, so dass IP[X (¢) € T, fiir 0 < ¢ < T| > 1—n27™" L,
Dann gibt es ein n,, > 1, so dass inf,,>,, P[X,(t) € I‘(l),/;z?’ fir0<t<T]>1-—n2"™.
Fir n = 1,...,n, — 1 konnen wir eine kompakte Menge I',,,, C S wihlen, so
dass P[X,(t) € To/m fiir 0 <t < T] > 1 — n2~™. Die Menge ', = '™ ' T, st
kompakt, und inf, >, P[X,, () € Ty™ fiir 0 < ¢ <T] > 1— 2™ Wir wihlen nun
Cor = st I'2/™. Die Menge ist abgeschlossen und total beschrankt und damit
kompakt, und erfiillt (2.14). Da H dicht in C/(S) ist, und C/(S) dicht in B(E) ist,
ist es nun leicht zu zeigen, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen von X,
konvergieren. Somit folgt die Behauptung aus Satz[2.39 U

Korollar 2.41. Sei S lokal kompakt und separabel, und S® die Einpunkt-Kom-
paktifizierung. Ist {X,} eine Folge von Prozessen mit Pfaden in Dg[0,00) und
{f o X,,} relativ kompakt fiir jedes f € C(S) (der Raum der stetigen Funktio-
nen, die in Unendlich verschwinden), dann ist {X,} relativ kompakt als Folge von
Prozessen mit Pfaden in Dgal0,00). Gilt zusétzlich, dass (X,(t1),..., X, (tx)) =
(X(t1),...,X(tx)) fiir alle endlichen Teilmengen {ti,...,t;} einer dichten Menge
D C [0,00), fiir einen Prozess X mit Pfaden in Dg[0,00), dann gilt X,, = X in
Dg[0, 00).
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Beweis. Ist f € C(52), so ist f — f(A) |ge C(S). Also ist {f o X,,} relativ
kompakt fiir jedes f € C(S2). Somit folgt aus Satz dass {X,,} relativ kompakt
in Dgal0,00). Aus Satz folgt, dass X,, = X in Dga0,00). Aus Korollar
folgt, dass X,, = X in Dg[0, 00). O

Satz 2.42. Sei {X“} eine Familie von Prozessen mit Pfaden in Dg|0,c0) adaptiert
zu einer Filtration {F}*}. Sei L* der Banach-Raum der {F;*}-adaptierten Prozesse
Y mit Norm ||Y|| = sup{IE[|Y}]] : t > 0} < o0, und

¢
A* = {(Y, Z) e (LYY, — /0 Zs ds ist ein {.E“}—Martjnga]} :

Sei C, eine Unteralgebra von C(S) und sei D die Familie der Funktionen f € C(S),
so dass es fiir jedes ¢ > 0 und T > 0 ein (Y, Z,) € A* gibt, so dass

supm[ sup |Ya(t)—f(Xa(t))]] <

e t€[0,71NQ
und

sup E[|| Za||p.r] < 00 fiir ein p € (1, 00,

wobei ||h],r = (fOT |h(t)|P dt)Y/P fiir p < oo und ||her = esssup{|h(t)] : 0 <t <
T}. Falls C, im Abschluss von D enthalten ist, dann ist {(f1,..., fx) o X, } relativ
kompakt in Dyx[0,00) fiir alle fi,..., fr € Cy und 1 < k < oo.

Beweis. Der Satz ist in [I] bewiesen. O
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3. Markov Prozesse

In diesem Kapitel bezeichnet (E,r) einen metrischen Raum, B(FE) die dazugeho-
renden Borel-Mengen, M (FE) ist die Klasse aller reellen Borel-messbaren Funktionen
auf £, B(E) C M(FE) den Banach-Raum der beschrénkten messbaren Funktionen
mit der Norm || f|| = sup | f(z)| und C(E) C B(E) den Unterraum der beschrinkten
stetigen Funktionen. Alle stochastischen Objekte sind auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, IP) definiert.

3.1. Markov Prozesse und Ubergangskerne

Definition 3.1. Sei {X;} ein E-wertiger stochastischer Prozess und {G;} eine
Filtration. X heisst {G;}-Markov-Prozess, falls

IP[Xt+S € F | Qt] - ]];)[Xt+5 € F ‘ Xt]

fiir alle s,t > 0 und I' € B(F). Wir sagen kurz Markov Prozess, falls {G;} =
{FX}. Wir bezeichnen die Anfangsverteilung mit v(T') = IP[X, € T].

Definition 3.2. Eine Funktion P : [0,00) x E x B(E) — [0,1] heisst (Zeit-
homogener) Ubergangskern, falls

P(t,z, ) € P(E) fiir alle (t,x) € [0,00) X E,

P(0,x,{z}) =1 fiir allex € E,
P(-,-,T) € B([0,00) x E) fiir alle T € B(E) und

P(t+s,z,T) = /P(s,y, D)P(t,z,dy) fiir alle (s,t,z,T) € [0,00)2 x E x B(E).

Ein Ubergangskern P(t,z,T') ist der Ubergangskern eines Zeit-homogenen
Markov Prozesses X, falls

P[X;,, €T | F*] = P(s, X;,T)

fir alle s,t >0, " € B(E). Aquivalent dazu kénnten wir verlangen, dass

E[f(Xup) | FY] = / F(w)P(s, X0, dy)

fir alle s,t > 0, f € B(E). Wir zeigen nun, dass es unter schwachen Bedingungen

zu einem Ubergangskern auch einen entsprechenden Markov Prozess gibt.
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Satz 3.3. Sei P(t,x,I") ein Ubergangskern und v € P(E). Nehmen wir an, dass fiir
jedes t > 0 das Mass [ P(t,z,)v(dz) straff ist (was zutrifft, wenn (E,r) vollstéindig
und separabel ist, siehe Hilfssatz . Dann existiert ein Markov Prozess X auf
E, dessen endlich-dimensionale Verteilungen eindeutig durch den Ubergangskern

P(t,z,T") und die Anfangsverteilung v bestimmt sind.

Beweis. Fiir I C [0,00) bezeichnen wir mit E' den Produktraum [],_; E mit
E, = E und mit P; die Wahrscheinlichkeitsmasse auf [] ., B(E,). Sei {s; : i €
IN} C [0,00) mit s; # s; fiir i # j und sp = 0, und zp € E. Fiir n > 1 sei
to=0< 1t <--+ < t, die geordnete Menge {so, ..., s,}. Dann gibt es ein Mass
IP,, € Py, so dass

P,[Xoely, Xy, €T1,..., X, €1)]
/ / n - n 1y Yn—1, Fn)P(tn—l - tn—Qa Yn—2, dyn—1> (31)
1_‘O F'n 1

©e P(tQ — 11, Y1, dy?)P(tla Yo, dyl)l/(dy())

und P, [X,, = 9] = 1 fiir alle i« > n. Die Folge {IP,} ist straff wegen Proposi-
tion . Jeder mogliche Grenzwert erfiillt . Somit konvergiert IP,, zu einem
Mass P} ¢ Pys,y- Da die endlich-dimensionalen Verteilungen fest sind, ist dieses
Mass eindeutig. Ist B € B(E>) so existiert eine abzihlbare Menge {s;} und
eine Menge B € B(E)}, so dass B = {(X,,, X,,,...) € B}. Es folgt aus der
Masstheorie, dass sich das Mass zu einem Mass IP € P(E*>)) fortsetzen lisst, so
dass IP |5 = P fiir jede abzéhlbare Folge {s;}. Es ist nun nicht schwer zu zeigen,
dass der Prozess X Markovsch ist. UJ

Wir bezeichnen nun mit IP, das Mass auf B(F)*>) das durch obigen Satz
beschrieben wird, und mit IP, = IPs, das Mass mit dem Startwert = € E.

Proposition 3.4. Die Funktion x +— IP,(B) ist Borel-messbar fiir jedes B €
B(E)0),

Beweis. Wihlen wir B ={X, € T, X;, € I'1,..., X;, € T',}, so gilt die Aussage.
Die Klasse A aller B fiir die IP,(B) messbar in z ist, ist ein Dynkin-System. In der
Tat, IP,[2] = 1 ist messbar, also ist Q@ € A. Sind A,B € A und B C A, so ist
P,[A\ B] = IP,[A] — P,[B] messbar. Sind {A4;} C Amit A, NA; =0 fiir i # j, so
ist IP,[U2, 4;] = Y7, P,[A;] messbar. Also ist A = B(E)0>). O
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Definition 3.5. Sei X ein {G,}-Markov Prozess mit Ubergangskern P(t,z,T'). Sei
7 eine {G;}-Stoppzeit mit T < oo f.s. Der Prozess X heisst stark Markov in 7,
falls

PIX., el'|G,] =Pt X,;,T)

fiir allet > 0 und I' € B(F). X heisst stark Markov beziiglich {G,}, falls X
stark Markov in T fiir alle endlichen {G,}-Stoppzeiten ist. Wir sagen einfach stark
Markov, falls {G;} = {F*},

Proposition 3.6. Sei X ein E-wertiger {G,}-Markov Prozess mit Ubergangskern
P(t,z,T). Sei T eine diskrete {G;}-Stoppzeit mit T < oo. Dann ist X stark Markov

inT.

Beweis. Seien ti,ts,... die Werte, die 7 annimmt und f € B(E). Ist B € G,,
dann ist BN {7 =t;} € G,,. Also gilt fiir t > 0

/ f(Xrpy) dIP = f(Xi ) dIP
Bn{r=t;} Bn{r=t;}

:/Bm{thi}/f(y)P(t,Xt“dy) dP
- /Bm{”i} / fW)P(t, X,,dy) dP.

Summieren iiber ¢ gibt

/B F(Xp0) dIP = /B [ 1P Xy

oder dquivalent dazu

E[f(X, 1) | Gr] = / F)P(t X, dy)

Bemerkung. Jede Stoppzeit ist der Grenzwert einer fallenden Folge von diskreten
Stoppzeiten. Daher kann die Proposition oft auf allgemeinere Stoppzeiten erweiterert

werden. ]
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Proposition 3.7. Sei X ein E-wertiger {G,}-Markov Prozess mit Ubergangskern
P(t,z,T') und 7 eine {G;}-Stoppzeit. Wir nehmen an, dass X fiir alle t > 0 stark
Markov in 7 + t ist. Dann gilt

P[X:4. € B|G;] =IPx, [B]
fiir alle B € B(E)1%°).
Beweis. Sei zuerst B = {X; € I'} fiir ein ¢ > 0 und I' € B(E).
PX:+. € B| G| =P[X;, el |G| = P(t, X;,I') = Py, [B].

Nehmen wir nun an, dass die Aussage fiir alle B = N;<,{X:, € I';} gilt, wobei
0<ty <+ <ty I' € B(E) fiir ein n € IN. Dann haben wir fiir f; € B(F)

E[ﬁ fi(XTthi) ‘ gf] = /"‘/ﬁf(yi)P(tn - tnflaynflydyn) ) "P(tl,XT,dyl)-
i=1 =1

Sei thte1 > tn und Fn-l—l € %(E) Fir B = mi§n+1{Xti S Fz} gllt

n+1

PXs € B|G] =B Ir,(X;00) | -]
Ti=1

IE IE[]IFn+1 (XT+tn+1) | gT-‘rtn] H ][Fi(XT"l‘ti) ‘ gT]
B =1

I
— B

P(tn—‘rl - tn> XT+tn7 Fn—i—l) H ][Fi (X7+ti) ’ gfri|
) =1

. /P(tn+1 - tn7yn7rn+l)

X H ][Fl(yz)P(tn - tn—la Yn—1, dyn) e P(tly XT7 dyl)
i=1

— Py [B].

Sei nun A die Klasse aller Menge B, fiir die die Proposition gilt. Es ist einfach zu

sehen, dass A eine Dynkin-Klasse ist. Somit ist die Aussage bewiesen. U

Hilfssatz 3.8. Sei X ein E-wertiger Markov Prozess mit Ubergangskern P(t,z,T').
Fiir f € B(E) definieren wir

T(0)f(x) = / F() Ptz dy) = B, [f(X)].

Dann ist {T'(t)} eine messbare Kontraktionshalbgruppe auf B(FE).
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Beweis. Wir bemerken zuerst, dass 7(0)f(x) = f(x), das heisst, T(0) = I. Fiir
s,t >0

T(t+s)f /f P(t+s,z,dy) = /f / (t,z,dy)P(s,x,dz)
~ [T05)P(s.2.02) =TT ()
und T'(t + s) = T'(s)T(t) folgt. Schliesslich ist
@@ < [ 171PEwd) = 1]
und [|7(¢)|| < 1 folgt. Dass die Halbgruppe wirklich messbar ist, wollen wir hier

nicht zeigen. U

Proposition 3.9. Sei E separabel. Sei X ein E-wertiger Markov Prozess mit An-
fangsverteilung v und zugehoriger Halbgruppe {T'(t)} auf einem abgeschlossenen
Unterraum L C B(FE). Ist L trennend, dann bestimmen {T'(t)} und v die endliche-

dimensionalen Verteilungen von X.

Beweis. Fiir f € L und ¢ > 0 haben wir
/ F)PX, € dy) = E[f(X,)] = E[E[(X,) | ]
— ET(1)f(X0)] = / T(t)f(x) v(da).

Da L trennend ist, ist IP[X; € I'] = 14(I") bestimmt.

Nehmen wir jetzt an, dass die n-dimensionale Verteilung durch

]E[H fi( Xt / / tng1 — )fml(%)ﬁfi(%)”tl ,,,,, b (dyr, -, dyn) -

Die Aussage folgt dann aus Proposition [2.21] O
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Proposition 3.10. Sei X ein E-wertiger Markov Prozess mit dem Ubergangskern
P(t,z,T), Halbgruppe {T(t)} und vollstéindigem Generator A. Ist (f,g) € A, dann
ist .
Mt = f(Xt) — / g(XS) dS
0

ein Martingal.

Beweis. Seien t,u > 0. Aus der Definition des vollstiandigen Generators folgt,

dass

t
B | 25 = B[ [ o0 ds | 2] - [t as

:/f(y) u, Xy, dy) — / / P(s—t,X,,dy) ds—/otg(Xs) ds

F(X,) — /OT g(X)) ds—/og(XS) ds

f(Xt) g(Xs) ds = Mt

3.2.  Markov Sprungprozesse und Feller Prozesse

Sei p(z,I') ein stochastischer Kern, A € B(FE) eine positive beschrinkte Funktion
und v ein Wahrscheinlichkeitsmass auf E. Sei {Y,,} eine homogene Markov Kette
in diskreter Zeit mit Anfangsverteilung v und Ubergangskern p: IP[Y, € T'] = v(T)
und P[Y,yy € T' | Yp,..., Y] = u(Y,,T). Seien weiter {T,} iid Exp(1) verteilte
Zufallsvariablen unabhéngig von {Y;}. Wir definieren nun 7y = 0 und 7, = T,,_1 +
T, /A(Y,). Dann ist

X, =Y, falls Tj,_1 <t < T},
cin Markov Prozess (Ubung). Sei f € B(E). Dann gilt
t
B{f(X0) | Xo = a] = @)+ [ [ B | Xo = slnte, dpr(e)e " ah
0

Subtrahieren wir f(x), teilen durch ¢ und lassen ¢ | 0 gibt

Af(x) = Ax) / (f(y) — f(@))lz, dy)
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Nehmen wir nun an, F sei lokal kompakt. Ist £ nicht kompakt, so bezeichnen wir
mit A ¢ E einen Punkt, so dass £ U {A} eine Kompaktifizierung von E ist. Ist
E kompakt, so sei A ein isolierter Punkt. Dann ist IE® = E U {A} kompakt.
Mit C/(E) bezeichnen wir den Raum der stetigen Funktionen mit der Eigenschaft
lim,_A f(z) =0.

Definition 3.11. FEin Operator B auf L heisst positiv, falls positive Funktionen
auf positive Funktionen abgebildet werden. Eine Halbgruppe {T'(t)} heisst positiv,
falls fiir alle t > 0 der Operator T'(t) positiv ist. Ein Operator A erfiillt das positive
Maximumsprinzip, falls fiir alle f € D(A) und xy € FE fiir die f(zo) = sup{f(x) :
x € E} >0 gilt, folgt dass Af(x) < 0.

Hilfssatz 3.12. Sei E lokal kompakt. Ein linearer Operator A auf C’(E), der das

positive Maximumsprinzip erfiillt, ist dissipativ.

Beweis. Sei f € D(A). Dann existiert ein 2y € F, so dass | f(xg)| = || f]|. Nehmen
wir f(xzg) > 0 an, (ansonsten betrachten wir —f). Dann ist sup f(z) = f(zg) > 0
und damit Af(z) < 0. Also folgt fiir A > 0

IAf = Al = Af(xo) — Af(x0) = Af (o) = AllfI]-

Satz 3.13. Sei E lokal kompakt. Der Abschluss A eines linearen Operators A auf
C (E) ist einwertig und erzeugt eine stark stetige positive Kontraktionshalbgruppe
{T(t)} auf C(E), genau dann wenn:

i) D(A) ist dicht in C(E),
ii) A eriillt das positive Maximumsprinzip und
iii) R(\ — A) ist dicht in C(E) fiir ein X > 0.
Beweis. Erzeugt A die Halbgruppe, so gelten die Bedingungen aus Satz|1.26| Wir
miissen noch zeigen, dass A das positive Maximumsprinzip erfiillt. Sei f € D(A), xq

ein Punkt, wo f das Maximum annimmt. Dann ist f(z) > 0. Da T'(t) positiv ist,

haben wir

T(t)f(wo) < T(t)f " (wo) < If 7]l = f(wo) .
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Aus der Definition des Generators folgt, dass Af(zo) < 0.

Erfiillt A die Bedingungen, so ist A dissipativ (Hilfssatz [3.12). Somit folgt aus
Satz , dass es eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe {T(#)} mit Generator A
gibt. Wir miissen noch zeigen, dass {T'(t)} positiv ist. Sei f € D(A) und A > 0 und
nehmen wir an, dass inf f(z) < 0. Wéhlen wir {f,,} C D(A), so dass (A — A)f, —
(A—A)f. Da A dissipativ ist, gilt f,, — f. Sei z,, ein Punkt, an dem f,, das Minimum
annimmt, und xy ein Punkt, wo f das Minimum annimmt. Dann gilt f,(z,) —
f(xp) < 0, und aus dem positiven Maximumsprinzip folgt, dass Af,(z,) > 0 fir alle
n gross genug. Dann erhalten wir

{0~ A)f(@)) < lim = A)fuln) < Jim M) = Af(zo) < 0.
Wir haben also gezeigt, dass aus (A — A)f > 0 folgt, dass f > 0. Die Positivitit
folgt nun aus Korollar O

Definition 3.14. FEin Operator A C B(F)?* heisst konservativ, falls es eine Folge
{(fnygn)} C A gibt, so dass || f,||+||gn|| beschrankt ist, f,(z) — 1 und g,(x) — 0 fiir
alle x € E. Fine stark stetige positive Kontraktionshalbgruppe heisst Feller Halb-
gruppe, falls der Generator konservativ ist. Ein Markov Prozess, dessen Halbgruppe

eine Feller Halbgruppe ist, heisst Feller Prozess.

Hilfssatz 3.15. Sei E lokal kompakt und separabel. Sei {T'(t)} eine stark stetige
positive Kontraktionshalbgruppe auf C'(E). Definieren wir T2(t) auf C(IE®) durch

TRt f = F(A) +T(@)(f = F(A)).
Dann ist {T*(t)} eine Feller Halbgruppe auf C'(IE®).

Beweis. Es folgt sofort, dass {T2(t)} eine stark stetige Halbgruppe ist. Sei f €
C(E) und o > 0, so dass a4+ f > 0. Dann ist ||f || < a. Da f~ + f = f* >
0, erhalten wir —T'(t)f < T(t)f~, insbesondere (T'(t)f)~ < T(t)f~. Weiter gilt
[T ) < ITOF]| < 1] < o Also (T(t)f)~ < & und &+ T()f > 0. Somit
ist {T2(t)} positiv. Insbesondere gilt [T2(t) f| < T2@)||f]| = || f]l- Also ist {T2(¢)}
eine Kontraktionshalbgruppe. Schliesslich gilt T2(#)1 = 1, und damit ist A1 = 0.

0
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Proposition 3.16. Sei E lokal kompakt und separabel. Sei {T'(t)} eine stark steti-
ge positive Kontraktionshalbgruppe auf C(E) und {T(t)} wie im Hi]fssatz. Sei
X ein Markov Prozess mit Halbgruppe {T*(t)} auf C(E*) mit Pfaden in Dga [0, 00).
Wir definieren 7 = inf{t > 0: X; = A oder X, = A}. Dann gilt

IP[T < 00, X745 = A fiir alle s > 0] = P[7 < o0] .
Sei A der Generator von {T'(t)} und nehmen wir an, 2 sei konservativ. Falls IP[ X, €
E] =1, dann gilt P[X € Dg|0,00)] = 1.

Beweis. Es gibt eine Funktion g € C’(IEA) mit g(z) > 0 auf £ und g(A) = 0. Sei
= e T*(u)g du. Nach Korollar ist T2 (t)g(z) stetig in ¢t. Also haben wir
fiir jedes € E, dass T?(t)g(z) > 0 fiir ¢ klein genug. Weiter gilt T2 (t)g(x) > 0.
Somit ist f(z) > 0. Aus der Defininition von {T2(¢)} folgt, dass T2(¢t)g(A) = 0.
Somit ist fiir ¢ > s

Ele ™ f(X:) | Fi] = ¢T3 (t — 5) f(X,) = ¢T3 (t — 5) /0 " TR (w)g(X,) du
=e® /oo e IR — 5+ u)g(X,) du
<o / T e ()g(X,) du = ¢ f(X,)

Somit ist {e7"f(X;)} ein positives Supermartingal. Da 7 = inf{t > 0 : e " f(X;) =
0 oder e ' f(X;_) = 0}, folgt f(X, +t) =0 fiir t > 0 auf der Menge {7 < oc}.

Aus der Definition von {T2(¢)} folgt sofort, dass A C A2, Ist A konservativ,
dann gibt es eine Folge {(f,,g,)} C A2, so dass || f,]| + ||gn|| beschrinkt ist, und
fn — lIg und g, — 0 (punktweise). Nach By Proposition gilt

¢
EE{f, (X0)] = Elf, (X0) + E[ [ 9.0 ds]

0
Lassen wir n — oo, so folgt IP[X; € E] = IP[X, € E]. Daher gilt

IP[X € Dgl0,00)] = P[7 = 00| = lim P[7 > t] = hm ]P[Xt € E]=P[X, € E].

t—o0

Satz 3.17. Sei E lokal kompakt und separabel. Fiir n € IN sei {T,,(t)} eine Feller
Halbgruppe auf C(E). Sei X,, ein Markov Prozess mit Halbgruppe {T,(t)} und
Pfaden in Dg[0,00). Sei {T'(t)} eine Feller Halbgruppe auf C(E), so dass fiir jedes
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fe CE) und t > 0 gilt, dass lim, .o T,(t)f = T(t)f. Nehmen wir an, dass
{X,(0)} die Grenzwertverteilung v € P(E) hat. Dann gibt es einen Markov Prozess
X mit Halbgruppe {T'(t)}, Anfangsverteilung v und Pfaden in Dg[0, c0). Weiter gilt
X, = X.

Beweis. Sei 2, der Generator von {7,,(¢)} und 2 der Generator von {7'(¢)}.
Nach Satz gibt es fiir jedes f € D(2A) eine Folge f, € D(2,), so dass f, — f
und A, f,, — Af. Sann ist {f,(X,(t)) — f(f U fn(Xn(s)) ds} ein {F;*"}-Martingal
(Proposition . Da D(2) dicht ist in C(E) (Satz folgt aus Satz [2.42] dass
{f o X,,} relativ kompakt ist in Dg[0,00). Nach Korollar ist {X,} relativ
kompakt in Dpa[0, 00).

Wir definieren die Halbgruppen {T:2(t)} und {T2(¢)} wie wie in Hilfssatz [3.15]
Fiir f € C(E?) erhalten wir

E[f(Xa(t))] = BT (1) f(X.(0))]
= E[(T,*(t) — T(1)f (Xa(0))] + BE[T(8) £ (X4 (0))] -

Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite nach [T2(¢)f(z) dv(z). Sei m € IN \
{0}. Nehmen wir an, dass der Grenzwert von IE[f;(X,,(t1)) - - - fin (X (t))] fir alle
fisooifm € CEA) und 0 < t; < --- < t,, existiert. Sei fpny € C(E?) und

tms1 > ty,. Dann erhalten wir wie fiir m = 0, dass

Tim E[f1(Xa(t1)) -+ fin(Xaltm)) frnt (Xa(fns1))]
= nlLHOIOIE[fl (Xn(tl)) U fm(Xn(tm))TnA(tm—&-l - tm)fm—i-l(Xn(tm))]
= nhjgoIE[fl (XN(tl)) U fm(Xn(tm))TA(tm+l - tm)fm—l—l(Xn(tm))] (32)

existiert. Insbesondere sehen wir, dass jede konvergente Teilfolge den gleichen Grenz-
wert hat. Somit existiert X mit Pfaden in Dga|0, 00), Anfangsverteilung v, so dass
X, = X. Aus folgt, dass X ein Markov Prozess mit Halbgruppe {T2(t)} ist.
Nach Proposition hat X Pfade in Dg|0, 00). Schliesslich ergibt Korollar [2.41]
dass X,, = X in Dgl0, 00). O

Satz 3.18. Sei E lokal kompakt und separabel. Fiir n € IN sei p,(z,T') ein sto-
chastischer Kern, so dass T,, f(z) = [ f(y)pn(z, dy) C(E) in sich selbst abbildet. Sei
{T(t)} eine Feller Halbgruppe auf C(E). Nehmen wir an, die Folge e, > 0 erfiillt
lime, = 0, und fiir jedes f € C(E) gilt

lim TW¥enl f = 1(t) f

n—oo
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fiir t > 0. Fiir jedes n sei {Y, (k) : k € IN} eine Markov Kette mit Ubergangskern
pn(z,I') und Y, (0) hat die Grenzverteilung v € P(E). Wir definieren X,, durch
X, (t) = Y, ([t/en]). Dann existiert ein Markov Prozess X mit Halbgruppe {T(t)},
Anfangsverteilung v und Pfaden in Dg|0,00), und X,, = X.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz aber mit Hilfe von
Satz [L.36 statt Satz [[.34 O

Satz 3.19. Sei E lokal kompakt und separabel und sei {T'(t)} eine Feller Halb-
gruppe auf C(E). Dann existiert fiir jedes Mass v € P(E) ein Markov Prozess X
mit Halbgruppe {T'(t)}, Anfangsverteilung v und Pfaden in Dg|0,00). Der Prozess
X is weiter stark Markov beziiglich der Filtration G, = .7-"51

Beweis. Sei 2 der Generator von {T'(¢)} und fiir n € IN \ {0} sei
A, =nA(n —A) =nnn —-A)" -1

die Yosida Approximation von 2. Sei f € é(E) und z( so gewéhlt, dass f(xg) =
inf{f(z) : x € E}. Nehmen wir f(z) < 0 an. Da 2 das positive Maximumsprinzip
erfiillt (Satz[3.13)), gilt (A — ) f(zo) < Af(zp) < O fiir alle A > 0. Somit ist (A — ),
und damit auch (A—20)~!, ein positiver Operator. Dann ist n(n —2()~! eine positive

Kontraktion auf C’(E), da 2 dissipativ ist (Hilfssatz . Also gibt es fiir jedes
x € E ein positives Borel Mass p,(z,T"), so dass

n(n —2A)" f(x) = / £() pn(, dy)

fiir alle f € C (E). Da die Indikatorfunktion Ir durch Funktionen in C (E) approxi-
miert werden kann, ist u,(x,I") Borel-messbar in z fiir jedes I' € B(FE). Fiir jedes
(f,g) € A haben wir

f(x) = / (F(y) — ) pn(, dy)

fiir alle x € E. Da 2 konservativ ist, gibt es eine Folge {(fin, gm)} C 2, so dass f,, —
1 und g¢,, — 0 (punktweise und beschrinkt). Beschrinkte Konvergenz ergibt 1 =
[ pn(x, dy). Daher ist yu,(x,T") ein stochastischer Kern. Somit gibt es einen Markov
Sprungprozess mit Halbgruppe {7,,(t)} auf C (E), Generator 2,,, Anfangsverteilung
v und Pfaden in Dg[0, 00). Nach Proposition haben wir lim,, ., T,,(t) f = T'(t) f
fiir jedes f € C'(E) und ¢ > 0. Somit existiert X nach Satz .
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Sei 7 eine endliche diskrete {G,;}-Stoppzeit, die Werte in {¢1,ts,...} annimmt.
Sei A€ G, und s > 0. Dann ist AN {7 =¢;} € F;",_ fiir alle ¢ > 0, und

| ap - F(Xirs) dP = T(s — £)f(X,,2) dIP
An{r=t;} An{r=t;} An{r=t;}

fir jedes 0 < ¢ < s. Da {T'(t)} stark stetig ist, T'(s)f stetig ist auf E und X

rechtsstetige Pfade hat, ist die obige Formel auf fiir ¢ = 0 korrekt. Somit haben wir

E[f(Xry) [ G = T(s) f(X5)

fiir diskrete endliche Stoppzeiten 7.

Ist 7 eine beliebige endliche Stoppzeit, dann gibt es eine fallende Folge von dis-

kreten Stoppzeiten {7,}, die nach 7 konvergiert. Also haben wir

]E[f<XTn+S) | gT] = ]E[]E[f(XTn+S) ’ gm] ‘ g‘r] = E[T(S)f(XTn) ’ g‘r] .

Da T'(s)f und f stetig sind und X rechtsstetige Pfade hat, folgt die Aussage, wenn

wir n nach Unendlich gehen lassen. 0

Korollar 3.20. Sei E lokal kompakt und separabel. Sei A ein linearer Operator
of C(E), der die Bedingungen i)-iii) des Satzes erfiillt, und sei {T'(t)} die stark
stetige positive Kontraktionshalbgruppe auf C (E), die durch A erzeugt wird. Dann
existiert genau dann fiir jedes © € E ein Markov Prozess X, mit Halbgruppe {T'(t)},
Anfangsverteilung 6, und Pfaden in Dg[0, 00), falls A konservativ ist.

Beweis. Ist A konservativ, dann folgt die Aussage aus Satz[3.19, Nehmen wir nun
an, dass X, fiir alle = existiert. Dann gibt es eine beschriankte Folge {g,} C R(I—A),
so dass g,(z) — 1 fiir jedes z € E. Wir setzen f, = (I — A)"'g, € D(A). Da A
dissipativ ist (Hilfssatz [3.12), ist die Folge {f,} beschréinkt. Dann haben wir

n—oo n—oo

lim f,(z) = lim IE:[/OOO et g (X (1)) dt] —1.

Also konvergiert f,(x) — 1 punktweise und lim, .., Af,(x) = lim, o (fn(z) —
gn(z)) = 0. Also ist A konservativ. O

Als néchstes wollen wir ein Kriterium beweisen, wann der konstruierte Markov
Prozess stetige Pfade hat. Wir bezeichnen mit Cg[0, 00) den Raum der beschrénkten

stetigen Funktionen.
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Proposition 3.21. Sei E lokal kompakt und separabel und {T'(t)} eine Feller
Halbgruppe auf C(E). Sei P(t,z,T) der Ubergangskern, der zu {T(t)} gehort, und

nehmen wir an, dass fiir jedes v € E und € > 0

%1 t1P(t,x, B(z,6)°) =0. (3.3)

Dann hat der Prozess X aus Satz (fast sicher) stetige Pfade.

Bemerkung. Sei 2 der Generator einer Feller Halbgruppe {T'(¢)} auf C(E) mit
Ubergangskern P(t,z,T). Nehmen wir an, dass es fiir jedes € £ und € > 0 ein
/€ D(A) gibt, so dass f(z) = |f] sup{f(y) : ¥ € Bx.e)} = M < |[f]| und
2Af(z) = 0. Dann gilt

(A= M)P(t, 2z, B(z,e)) < Eulf(x) — f(Xi)] = —/0 T(s)2f(x)ds.

Teilen wir durch ¢ und lassen ¢ | 0, so folgt (3.3]). Die Bedingung ist also insbesondere
fiir die Brownsche Bewegung erfiillt, wo 2f(x) = % f"(z) fir alle zweimal stetig
differenzierbaren Funktionen f € C(IR) mit f” € C(IR). |

Beweis. Seix € E; t > 0und € > 0, so dass es ein z € F mit r(x,y) > ¢ gibt.
Fiir jedes n € IN'\ {0} gibt es eine positive Funktion f, € C(E), so dass ||f,|| = 1,
f(z) =1, falls r(z,z) < e/2, und f(z) =0, falls r(z,2) > &/2 +n~'. Also gilt

P(t,y,B(x,e/2+n7")) = T(t) fuly) — T(t) fulw) = P(t,z, B(x,e/2))
fiir y — x, und damit

lim P(t,y, B(z,e/2 +n"")) > P(t,x, B(z,¢/2)).

y—e
Daher gilt
lim P(t,y, B(y,e)¢) < lim P(t,y, B(x,2¢/3)°) < P(t,z, B(z,¢/2)°). (3.4)
y—x Yy—x

Fiir jedes 6 > 0 gibt es ein t(x,0) < 6, so dass fiir t = t(x,0) die rechte Seite von
(3.4) kleiner als dt(z,d) ist. Es gibt eine Umgebung U, von x, so dass fiir jedes
y € U, die Ungleichung

P(t(x,0),y, B(y,e)°) < 20t(z, )

gilt. Da jede kompakte Untermenge von E mit endlich vielen U, iiberdeckt werden

kann, konnen wir eine Borel-messbare Funktion s(y,d) < ¢ definieren, so dass

P(s(y,0),y, B(y,e)") < 20s(y,9) ,
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und so dass fiir jede kompakte Menge K C FE gilt, dass inf{s(y,0) : y € K} > 0.
Definieren wir 79 = 0 und 7411 = 7% + $(X;,,0). Dann folgt limy_,o 7 = 00, da
{X, s <t} fiir jedes t > 0 einen kompakten Abschluss hat. Sei

TL) == Z ][{T(X(Tk+1)7X(Tk))25} .
=0

Dann ist der Prozess

i
L

M5(n) = N5(n) - P(S(Xﬂw(s) X'rk’ B(XTM )C)
0
ein Martingal. Sei K C E kompakt und 7" > 0. Wir definieren die Stoppzeit

B
Il

vs = min{n : Ns(n) = 1,7, > T oder X(7,) ¢ K}.

Aus dem Stoppsatz folgt dann

Ys—1

E[N(75) [ZP 5(Xry8), Xoyp, B(X o, 2)°)
vs—1
< ]E[Z 265(X,,, 5)} = 26E[r,] < 26(T + 4) .
k=0

Auf der Menge, auf der X einen Sprung gosser als € vor dem Zeitpunkt 7" und vor
dem Verlassen der Menge K hat, haben wir lims_o Ns(7s) = 1. Also folgt, dass
dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit 0 hat. Da e, T' und K beliebig waren, ist das

Resultat bewiesen. O

Satz 3.22. Seien F, E1, Es, ... metrische Rdume, wobei E lokal kompakt und se-
parabel ist. Fiir n € IN sei 0, : E, — E messbar und {T,,(t)} sei eine Halbgruppe
auf B(E,), die von einem Ubergangskern erzeugt wird, und Y,, sei ein Markov Pro-
zess auf E, mit Halbgruppe {T,,(t)}. Nehmen wir an, X,, = n, o Y,, habe Pfade in
Dg[0,00). Sei 7, : B(E) — B(E,) definiert durch w,f = f omn,. Sei {T'(t)} eine
Feller Halbgruppe auf C'(E). Nehmen wir an, dass fiir jedes f € C(E) und t > 0,
T.(t)mnf — T(t)f (mit der Definition aus Abschnitt[L.€]). Falls {X,(0)} eine Grenz-
verteilung v € P(FE) hat, dann gibt es einen Markov Prozess X mit Halbgruppe
{T'(t)}, Anfangsverteilung v und Pfaden in Dg|0,00), und X, = X.

Beweis. Wir haben
E[f(Xo(t +5)) | F"] = To(s)maf(Ya) = mT(5) f(10(Ya(s))) = T(s) f(Xn(s)) -

Mit dieser Beobachtung kénnen wir das Resultat analog dem Beweis von Satz [3.17]
beweisen. l
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Satz 3.23. Seien FE, Ei, E», ... metrische Rdume, wobei E lokal kompakt und se-
parabel sei. Fiir n € IN seien n, : E, — E messbar, p,(z,T') ein stochastischer
Kern auf E, x B(E,). Nehmen wir an, dass Y,, eine Markov Kette auf E, mit
Ubergangskern ,un(x F) ist. Sei €, > 0 mit lim,, . &, = 0. Definieren wir X,,(t) =

m(Ya([t/€n])), = [ f(W)pnlz,dy) fir f € B(E,) und m, : B(E) — B(E,)
uber ) = fon,. Se1 {T(t)} eine Feller Halbgruppe auf C(E), und fiir jedes t > 0
soll T/ r f — T(t)f gelten. Hat {X,(0)} eine Grenzverteilung v, so gibt es
einen Markov Prozess X mit Halbgruppe {T'(t)}, Anfangsverteilung v und Pfaden
in Dg[0,00), und X,, = X.

Beweis. Der Beweis folgt analog dem Beweis von Satz [3.22] wobei man aber
Satz [3.18 anstelle von Satz [3.17] verwendet. O

3.3. Das Martingalproblem: Allgemeines und Pfadeigenschaften

Definition 3.24. Sei A C (B(F))? (nicht notwendigerweise linear). Ein messba-
rer E-wertiger stochastischer Prozess X, der auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,IP) definiert ist, heisst eine Losung des Martingalproblems fiir A, falls
fiir alle (f,g) € A, der Prozess

t
{rex) = [ o) ash (35
0
ein {*F;X }-Martingal ist, wobei
X :fthO—(/ h(X.) du:s <t he B(E)) .
0

Ist {G;} eine Filtration mit *F* C G, fiir alle t > 0, und ist ein {G;}-
Martingal fiir alle (f,g) € A, dann heisst X Losung des Martingalproblems
fiir A beziiglich {G,}. Ist eine Anfangsverteilung p vorgegeben und X eine Losung
des Martingalproblems fiir A mit P[X, € I'| = u(I'), dann sagen wir, X ist eine
Losung des Martingalproblems fiir (A, p1).

Falls X rechtsstetig ist, dann gilt *F;¥ = F;X. Wir bemerken weiter, dass ein messba-

rer Prozess X genau dann eine Losung des Martingalproblems fiir A ist, falls

E[(£(Xi,.0) = F(X,) - / ox) ) [[mx)] =0 (39
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fir alle 0 < t; <ty < -+-tys1, (f,9) € Aund hy,..., h, € B(E) (oder dquivalent
dazu in C(E)). Fiir A C (B(E))? bezeichnen wir mit Ag den linearen Raum, der
von A aufgespannt wird. Mit A¢ bezeichnen wir den Raum der Funktionen, die als
punktweiser Grenzwert einen Folge {(f,, g,)} mit sup,, ||fall + |lgn]] < oo erhalten

werden konnen.

Proposition 3.25. Seien A und A® zwei Teilmengen von (B(E))%. Gilt nun
(AM)g = (A@)¢, dann ist X genau dann eine Losung des Martingalproblems fiir

AW wenn es eine Losung des Martingalproblems fiir A?) ist.

Beweis. Sei X eine Losung des Martingalproblems fiir A. Bezeichnen wir mit A
die Menge aller Funktionenpaare, so dass ein Martingal ist. Sei @ € IR und
(fivg:) € A fiir i € {1,2,...}. Dann ist leicht zu sehen, dass (afi,ag1) € A und
(fi + fos g1 + g2) € A. Nehmen wir an, die Folge {(fn,gn)} ist beschrinkt und
konvergiert punktweise nach (f, g). Beschrinkte Konvergenz ergibt Konvergenz in
(3.6), uns somit ist (f,g) € A. Die Aussage folgt nun daraus, dass jede Losung des
Martingalproblems fiir AS auch eine Losung des Martingalproblems fiir A ist. [

Hilfssatz 3.26. Seien X ein messbarer Prozess, G, D *F; und f,g € B(E). Dann
ist fiir jedes A € IR der Prozess (3.5)) ein {G;}-Martingal, genau dann wenn

{00+ [ e 06 - %) as) 37

ein {G; }-Martingal ist. Ist inf{ f(z) : x € £} > 0, dann ist (3.5)) ein {G; }-Martingal,

genau dann wenn
{1y expf - /0 J%Ef(; as)} (3.8)

Beweis. Sei M das {G;}-Martingal (3.5). Dann erhalten wir aus dem Satz von
Fubini

e+ | LMK — g(X.)) ds

ein {G,}-Martingal ist.

=e Mf(X,) + / t e MAf(X,) ds — /0 t <e*” + / t e~ du) g(X,) ds

0

= (5(x,) - / 9(X,) ds) + / (exa - / "9, du)ae ds

t
=e MM, + / M e™* ds.
0
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Nehmen wir auf der rechten Seite den bedingten Erwartungswert, erhalten wir die
Martingaleigenschaft. Die Umkehrung folgt durch die Betrachtung des Prozesses
{(X},t)} und das Ersetzen von A durch —A\.

Der Prozess {exp{— f(f 9(X5)(f (X))t ds}} ist von beschréinkter Variation. Da-

her diirfen wir partielle Integration anwenden:

F(X0) exp /f

) P /f

el [0 [

:M0+/0 exp —/Osf(X“ }dMS.

Letzerer Ausdruck ist ein Martingal.

Sei N, = f(X;) exp{— [ g(X,)f(X,)~" ds}. Dann haben wir

- [ tg(X ) ds

f ds Xtep{/ofc }

= exp

|

( p /0 f(—XZ) du f(Xs) exp{— 03 % du} ds
= exp{/0 g(XS) ds}Nt — i g((i((‘:; exp{/o ?E))Zi du} ds
= N0+/0 exp{/o ?Ei}:; du} dN; .
Auch dies ist ein Martingal. O

Proposition 3.27. Sei A eine lineare Teilmenge von (B(E))?, die (1,0) enthéilt.
Wir definieren die Menge AT = {(f,g) € A : inf, f(z) > 0}. Sei X ein messbarer
E-wertiger Prozess und G; D *JF;X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) X ist eine Losung des Martingalproblems fiir A beziiglich {G,}.
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ii) X ist eine Losung des Martingalproblems fiir At beziiglich {G,}.
iii) Fiir jedes (f,g) € A ist (3.7) ein {G;}-Martingal.

iv) Fiir jedes (f,g) € AT ist (3.8) ein {G;}-Martingal.

Beweis. Ist (f,g) € A, dannist (f +[|f|| +1,9) € A". Somit ist (A*)g = A. Die
Aussage folgt dann aus Proposition [3.25 und Hilfssatz [3.26] O

Hilfssatz 3.28. Sei X ein messbarer stochastischer Prozess auf (0, F, P) mit Wer-
ten in E. Seien u,v : [0,00) x ExQ — R und w : [0,00)? X E x Q — IR beschrénkt
und messbar. Sei weiter v(t, -, w) stetig fiir jedes feste t, w und die Prozesse {u(t, X;)},
{v(t, X;)} und {w(t,t, X;)} seien adaptiert beziiglich einer Filtration {G;}. Nehmen
wir an, dass i) oder ii) gelten:

i) Fiir jedes ty > t; > 0 gilt

Blu(ts. Xp,) — u(t1. X,,) | 6] = B / Cu(s, X,,) ds

t1

G

und
to
Elu(ty, Xu,) — u(ts, X0.) | Go] = IE[/ w(te,s, X.) ds | G

t1
Weiter sei X rechtsstetig und

lim Efw(t - 8,t,X,) - w(t,t, X,)[] = 0. t>0.

to
Elu(ts, X,) — ultz, Xp) | Gu] = | / w(tz, s, X,) ds | Gy

t1

und .
2
]E[u<t27Xt1) - u(thh) | gtl] = IE[/ U(S’Xh) ds gt1] :
t1
Weiter sei X linksstetig und

Dann ist ,
u(t, Xy) — / (v(s, Xs) +w(s, s, X)) ds
0

ein {G,;}-Martingal.
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Beweis. Sei ty > t; > 0. Fiir jede Partition t; = sg < s1 < -+ < s, = t5 erhalten

wir unter i)

Efu(ts, X,,) — u(ty, Xp,) | Go,] = E [/t (s, Xonsy) + w(s'(s), 5, X,)) ds ) gtl}

t1

und unter ii)

Efu(ts, X,) — ultr, Xo.) | G| = [/t (05, Xog) +w(s"(s), 5, X.)) ds | G, ]

t1

wobei §'(s) = s and §”(s) = sy fiir sp < s < s41. Lassen wir max |sg1 — s, — 0,

erhalten wir die Martingaleigenschaft. ([l

Proposition 3.29. Sei A eine lineare Teilmenge von (B(E))?. Falls es fiir jedes
x € E eine Losung X, des Martingalproblems fiir (A, d,) gibt, dann ist A dissipativ.

Beweis. Fiir jedes (f,g) € A und A > 0 schliessen wir aus Hilfssatz dass

o) = B[00 + [ e (G (3) = (X)) ds].

Lassen wir t — oo, folgt

Fla) =B | e (A (s) — g(Xa(s))] d].

Also gilt
1l < / e IS — gll ds = A NS — gll.
0

Satz 3.30. Sei E separabel. Sei A C C(E) x B(E), so dass D(A) trennend ist
und eine abzahlbare Teilmenge enthélt, die die Punkte trennt. Sei X eine Losung
des Martingalproblems fiir A. Nehmen wir an, dass es fiir jedes ¢ > 0 und T' > 0
eine kompakte Menge K. r gibt, so dass

PlX, € K.pVt€[0,T]NQ] >1—¢. (3.9)

Dann gibt es eine Modifikation von X mit Pfaden in Dg[0, c0).
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Beweis. Sei X auf (Q,F, P) definiert. Es gibt eine Folge {(f;, g:)} C A, so dass
{fi} die Punkte in E trennt. Es gibt dann eine Menge ' C Q mit IP[Q] = 1, so

dass .
(X)) — i(Xs) d
N)AM)S

fiir den Grenziibergang iiber die rationalen Zahlen sowohl von oben als auch von
unten konvergiert, und zwar fiir alle ¢ > 0, ¢ und w € ' (siehe [1]). Aus (3.9)) folgt,
dass es ein 2" C ¥ mit IP[Q"] = 1 gibt, so dass {X;(w) : t € [O,T] NQ} kompakten
Tréger hat fir alle 7> 0 und w € ©Q”. Sei nun w € Q” und ¢ > 0. Sei {s,,} C Q eine
Folge, so dass s, > t, lim, s,, = t und lim,, X, (w) existiert. Dann ist
fi T X, (@) = lim fi(X,, (@) = lm fi(X,()
seQ
und, da { f;} die Punkte trennt, muss jede Folge {s, } den gleichen Grenzwet ergeben,

das heisst
Yi(w) = lim X (w)

slt
s€Q

existiert fiir alle t > 0 und w € €. Ahnlich erhélt man, dass

Y, (@) = lim X,()

s€Q

fir alle ¢ > 0 und w € " existiert. Somit hat Y Pfade in Dg|0, c0).
Sei f € D(A) und t > 0. Dann haben wir

E[f(Y) | 7] = lim B[f(X.) | 7]

= 700 + Jim B[ [ 90X, du | FY] = 5(x0).

seEQ

Betrachten wir nun die Masse auf E?, die fiir A, B € B(E) durch
w(A x B) =P[X; € An B, v(Ax B)=TP[X; € A)Y; € B

erzeugt werden. Dann ist [ f(x)f(y) u(dz,dy) = [ f(z v(dz, dy) fiir alle f, f €
D(A)U{1l}. DaD(A) trennend ist, folgt aus Prop051t10n u, 1} dass g = v, und somit
P[X, = Y] = 1. O
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Korollar 3.31. Sei E lokal kompakt und separabel. Sei A ¢ C(E) x B(E), so dass
D(A) dicht ist in C(E). Dann hat jede Losung des Martingalproblems fiir A eine
Modifikation mit Pfaden in Dya |0, 00), wobei IE® die Einpunkt-Kompaktifizierung

von F ist.

Beweis. Sei

A'={(f,9) € C(E®) x B(E®) : f(A) = g(A) = 0,(f|r, glz) € A} U{(1,0)}
und A” = (A%)°. Jede Losung des Martingalproblems fiir A, betrachtet als ein

Prozess auf IE®, ist eine Losung des Martingalproblems fiir A”. Seien u,v zwei
Wahrscheinlichkeitsmasse auf IE®, und nehmen wir [ f du = [ f dv fiir alle f €
D(A”) an. Dann gibt es eine beschrinkte Folge {f,} C D(A), so dass f, — 1g.
Betrachten wir f,, als eine Funktion in D(A”). Wir erhalten dann v(E) = p(E).
Ist u(E) = 0, dann gilt ¥ = p. Nehmen wir also p(F) # 0 an. Definieren wir die
Masse p*(A) = p(A)/p(E) und v*(A) = v(A)/v(E) fir A € B(FE), so haben wir
[ fdp* = [ f dv* fiir jedes f € D(A). Daher gilt plom) = v|e), woraus p = v
folgt.

Sei {z,} C E eine dichte Folge. Fiir jedes n,m € IN gibt es ein ¢"™™ € C(E),
so dass g"™(x) = 1 fiir x € B(z,,m™ ') und ¢g"™(z) = 0 fiir z ¢ B(x,,2m™1).
Es gibt weiter eine Folge {f,""} C D(A) (betrachtet als Funktionen in D(A")),
die gegen ¢g™™ konvergieren. Die Menge {f;"™ : k,n,m € IN} ist abzéhlbar. Sei
z,y € IE®, x # y, wobei z € E. Sei zuerst y = A. Dann gibt es n,m € IN, so dass
z € B(x,,m ') und r(z, A) > m~'. Es gibt ein k € IN, so dass f;""(z) > 0. Nach
der Definition ist f,"™(A) = 0. Sei nun y € E. Wihlen wir m > 3(r(z,y))"'. Dann
gibt es ein n € IN, so dass = € B(z,, m~'). Wir haben weiter, dass y ¢ B(x,,2m™").
Es gibt ein k € IN, so dass f,"""(z) > 1/2 > f""(y). Somit gibt es eine abzdhlbare
Teilmenge von D(A”), die die Punkte von IE® trennt. Weiter ist IE® kompakt, und
ist fiir K. = E* erfiillt. Somit folgt die Behauptung aus Satz [3.30} O

Satz 3.32. Sei (E,r) ein metrischer Raum und A C B(E)2. Sei E C E offen,
und X eine Losung des Martingalproblems fiir A mit Pfaden in D [0, 00). Nehmen
wir an, dass es eine beschrinkte Folge {(fn,g,)} € AN [C(E) x B(E)] gibt, die
punktweise nach (1g,0) konvergiert. Ist weiter IP|X (0) € E] = 1, dann gilt P[X €
Dgl0,00)] = 1.

Beweis. Fiir m € IN\ {0} definieren wir die {F;} }-Stoppzeit

Ton = inf{ coinf r(y, Xy) < l}

yeE\E
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Dann ist {7;} wachsend und Y; = lim,, X, .; existiert. Sei 7 = lim,, 7,,,. Wir be-

merken, dass Y; € F'\ E genau dann, wenn 7 < t. Fiir (f,g) € AN [C(E) x B(E)]

ist
{rexe = [ ox.) as}

ein rechtsstetiges {F;X }-Martingal. Aus dem Stoppsatz folgt

Bl 00 = B+ B[ %0 5]

Lassen wir m — oo, erhalten wir

B0 = B0+ B[ [ 06 as]. (3.10)

— ~ ~

Wihlen wir die Folge {(f.,9,)} C AN(C(E) x B(FE)), die punktweise nach (1, 0)

konvergiert, und lassen n — oo, erhalten wir
Pir>t|=PY,e E|=P[Yp € E] =1.

Das heisst, mit Wahrscheinlichkeit 1 hat X keinen Grenzpunkt in E \ E auf be-
schrénkten Intervallen. Somit hat X Pfade in Dgl0, 00). O

Proposition 3.33. Seien E, E, A und X wie in Satz 3.320 Nehmen wir an, dass

es eine Folge {(fn,gn)} € AN (C(E) x B(E)) gibt, so dass {||f.|} beschréinkt ist,
lim, f,(z) = Ig(x) punktweise, inf, inf, g, (z) > —oco und lim,, g,(x) = 0 punktwei-

se. Ist IP[ X, € E] = 1, dann gilt P[X € Dg[0,00)] = 1.

Beweis. Wie im Beweise von Satz [3.32] gilt (3.10). Setzen wir (f,,gn) ein und

lassen n — oo, folgt mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass
Pir>t|=PY;€ E]|>P[Y, € E] =1.

Dies beweist die Behauptung. 0

Proposition 3.34. Secien E, A und X wie im Satz . Seien FE, Es, ... offene
Untermengen von E und E = (i Ex- Nehmen wir an, es gibt eine beschrankte

Folge {(fn,gn)} € AN (C(E) x B(FE)) die punktweise nach (1g,0) konvergiert. Ist
IP[X(0) € E] =1, dann gilt IP[X € Dg[0,00)] = 1.
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Beweis. Seien 7F = inf{t : inf{r(y, X;) : y € E\ E,} < m~'}. Es folgt wie im
Beweis von Satz [3.32] dass

P[lim X, ., € By > Pllim X, , € E] = P[Xo € E] = 1.

Somit hat X (f.s.) Pfade in Dpg, [0, 00) fiir jedes k. Dann sind die Pfade fast sicher
in Dg[0, 00). O

Satz 3.35. Sei E separabel. Sei A C C(E) x B(E) und D(A) sei trennend. Sei X
eine Losung des Martingalproblems fiir A beziiglich {G,} mit Pfaden in Dg|0, c0).

Sei {1,} eine wachsende Folge von {G,}-Stoppzeiten und T = lim,, 7,,. Dann gilt

P[lim X, = X,,7 < o0] = P[r < o0].

n—oo

Insbesondere gilt P[X; = X;_| =1 fiir jedes t > 0.

Beweis. Aus {7 < t} = N, {r, < t} folgt, dass 7 eine {G;}-Stoppzeit ist. Fiir
(f,9) € Aund t > 0 haben wir

TN

lim f (X7, n) = Y}LIEOE[]F(XTM) _/

n—0oo Tn A\t

9(X.) ds | G-, | = B[ F(Xon)

V...
Wie im Beweis des Satzes folgt nun, dass IP[lim,, . X, a¢ = Xon) = 1. Also
gilt

Pllim X, = X,,7<t|=1—P[lim X, ,, = X;,7>t]=1—-1P[r > t] = P[r < {

n—o0 n—o0

und die Behauptung folgt, wenn wir ¢ — oo lassen. 0

Korollar 3.36. Sei E separabel und nehmen wir an, dass A und X die Voraus-
setzungen von Satz erfiillen. Sei F' C E abgeschlossen und T = inf{t : X, €
F oder Xy € F} und 0 = inf{t : X; € F'} (0 muss nicht unbedingt messbar sein).
Dann gilt f.s. 7 = o.

Beweis. Esgilt {T =0} = {7 < 00, X, € F}U{T = c0}. Da X rechtsstetige Pfade
hat, folgt, dass X eine Losung des Martingalproblems fiir A beziiglich {F;} } ist. Sei
U, ={y : inf{r(z,y) : z € F} < n~'}, und definieren wir 7,, = inf{¢t : X; € U,}.
Dann ist 7, eine {F;}}-Stoppzeit und {7,} ist wachsend mit Grenzwert 7. Wir
bemerken, dass inf{r(z,X,)) : v € F} < n~'. Daher gilt lim, X,, € F auf der
Menge {7 < co}. Nach Satz gilt

PIX, = lim X, € F,7 < oo] =P[1 < o0].

n—oo



3. MARKOV PROZESSE 81

3.4. Das Martingalproblem: Eindeutigkeit, die Markov-Eigenschaft
und Dualitét

Definition 3.37. Wir sagen, die Lésung des Martinalproblems fiir (A, p) ist ein-
deutig, falls zwei Losungen die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen haben.
Wir sagen, das Martingalproblem fiir (A, u) ist wohlgestellt, falls eine eindeuti-
ge Losung des Martingalproblems existiert. Ist das Martingalproblem fiir alle An-
fangsverteilungen ;1 wohlgestellt, dann sagen wir, dass das Martingalproblem fiir A
wohlgestellt ist. Wir sagen, das Martingalproblem fiir (A, u) ist wohlgestellt in
Dg|0,00) (oder Cgl0,00)), falls es eine eindeutige Losung mit Pfaden in Dg[0, 00)
(CEl0,00)) gibt.

Satz 3.38. Sei E separabel und A C (B(FE))? sei linear und dissipativ. Nehmen
wir an, es gibt eine lineare Teilmenge A" C A, so dass R(A—A") = D(A’) = L
fiir ein A > 0 und fiir ein L, das trennend ist. Sei u € P(FE) und X eine Lisung

des Martingalproblems fiir (A, ). Dann ist X ein Markov Prozess mit der Halb-
gruppe auf L, die durch den Abschluss von A’ erzeugt wird, und die Losung des
Martingalproblems fiir (A, p) ist eindeutig.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass A" abgeschlossen ist. Nach Hilfssatz ist
dann A’ einwertig. Nach Hilfssatz ist R(A — A’) abgeschlossen. Nach Satz
erzeugt A’ eine stark stetige Kontraktionshalbgruppe {T'(¢)}. Sei (f,g) € A’ und
A > 0. Dann ist ein Martingal, und daher

FO6) = B[ [0 (Xew) — 9(Xiw) s

FtX] . (3.11)
Insbesondere gilt fiir h € L, dass (n — A')"'h € D(A’) und

(n— A’)*1h<X;)
= FE [ /O e ™ (n(n — A) T (Xpps) — A'(n — A) (X)) ds \ Fﬂ

:IE[ / e h(X,,) ds fﬂ ,
0

oder dquivalent dazu

(I —n'A)h(X,) = E [n /OOO e h(Xpys) ds ‘ ftx]

IE[/OO e h(Xyyno1s) ds ]—‘tX] .
0
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Iterieren wir obige Gleichung, erhalten wir
(I —n A Fh(X
_]E / / —(s1+- +sk (Xt+n—1(51+ i) ) d81 dSk ‘ fX:|
_ > S e s X
E[A m h(Xt—i-n*ls) ds E i| .

Sei u > 0 fest. Fiir f € D(A’) haben wir

LX) | ) = B ) |24 B[ 7000 a0 2]
und damit '
(1= n7 A7 £(x)
= E[f(Xisa) | FX] + IE[/OOO 1 e /us/n A f(Xi) dv ds ‘ 7.

nu| —1)!

SLnujfl
Der zweite Ausdruck auf der rechten Seite ist durch
|[nu]—1 [

| e e R o Y s

beschrankt, wobei {Ay} iid Exp(1) verteilte Zufallsvariablen sind. Lassen wir n —

HA’fH

00, erhalten wir aus Korollar [1.3§] und dem Gesetz der grossen Zahl

T(u)f(Xe) = lim (I —n" A" F(X) = B[f (Xew) | 7Y (3.12)

n—o0

Da D(A’) dicht in L ist, gilt die Eigenschaft fiir alle f € L. Somit ist X ein Markov
Prozess. Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition [3.9] 0

Satz 3.39. Sei E separabel und A C (B(E))?. Nehmen wir an, fiir jede Anfangs-
verteilung p € P(E) haben zwei Losungen X und Y des Martingalproblems fiir
(A, p) die gleichen eindimensinalen Verteilungen; das heisst, fiir jedes t > 0 und
I'e B(E) gilt

P[X, eI =P[Y; €I7. (3.13)

Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Jede Losung des Martingalproblems fiir A beziiglich einer Filtration {G;} ist
ein Markov Prozess beziiglich {G;}, und zwei Losungen des Martingalproblems
fiir (A, 1) haben die gleichen endlichdimensionalen Verteilungen (das heisst, die

Losung ist eindeutig).
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ii) Ist A C C(E) x B(E) und X ist eine Lésung des Martingalproblems fiir A
beziiglich einer Filtration {G;} und X hat Pfade in Dg|0,c0), dann gilt fiir jede
(f.s.) endliche {G;}-Stoppzeit T

IE[f<XT+t) | gT] = IE[f<XT+t) | XT]
fiir alle f € B(E) und t > 0.

iii) Gilt zusétzlich zu den Bedingungen aus ii), dass es fiir jedes x € E ein Wahr-
scheinlichkeitsmass P, auf Dg[0,00) gibt, das eine Lésung des Martingalpro-
blems fiir (A,9,) ist, so dass IP,[B| Borel-messbar in x fiir jedes B € Sg
(die Borel o-Algebra auf Dg[0,00)), dann gilt, mit der Definition T'(t)f(z) =
J w(t) dP;[w],

]E[f(XT+t) | gT] = T(t)f(XT)

fiir alle f € B(FE) und alle (f.s.) endlichen {G;}-Stoppzeiten 7; das heisst, X ist
stark Markov.

Beweis. i) Sei X, definiert auf (2, F,P), eine Losung des Martingalproblems
fiir A beziiglich {G;}. Sei r > 0 und F' € G,, so dass IP[F] > 0. Fiir B € F definieren
wir die Masse

P, [B] = ]E[]IF]FP[[]; 6] (3.14)
und

Wir setzen Y. = X,,.. Es ist klar, dass P1[Yy € T'] = Py[Yy, € I'| = P[X, € " | F].
Sei 0 <ty <ty <--+ <tpy1, (f,9) € Aund hy € B(F) fir 1 <k <n und

o) = (1) = 105 = [ g0 a5) [Tmtvi)

Dann gilt

7ﬁ‘i‘t'nni»l

B ) | 6] = B[E[f (X)) = () = [ g0 ds

r+t,

gr—i—tn]

x ]ﬁ[hkmm ARLE

k=1

Dies impliziert
Ei[n(Y)] = IE[]IFE%[);T') G _
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und

(V)] = IE[IIFIE[T]ZP()ﬁ]Jr-) RO IE[]IFIE[IE[nEE([;],) FAIES

Somit ist Y eine Losung des Martingalproblems fiir A auf (Q,F,IP;) und auf
(Q, F,IPy). Nach Voraussetzung gilt IE;[f(Y;)] = IEy[f(Y;)] fir jedes f € B(E)
und ¢ > 0, oder dquivalent dazu,

EMEf(Xr1) | 6] = EIFEf (X)) | X ]
Da F beliebig war, haben wir

IE[f(XT-i-t) | gr} = E[f(Xr-i-t) | XT] )

das heisst, X ist ein Markov Prozess.

Seien X und Y Losungen des Martingalproblems fiir (A, p) definiert auf (2, F, IP)
and (I', G, @), respektive. Wir wollen die Gleichung

Be [T )] = Bo[[] 41034 (3.15)

fiir alle echt wachsendend Folgen {t;} C [0, 00) und {fi} C B(E) zeigen. Wir diirfen
fi(x) > 0 fiir alle z € E annehmen. Fiir m = 1 folgt die Aussage aus (3.13). Nehmen
wir an, dass fir alle m <mn gilt. Sei 0 <ty <--- <t, und fi,..., f, € B(E),
fr > 0. Definieren wir die Masse

- Ep(Ip ][], fr(X:)]
IP[B] - IE]P[szl fk(th)]

und .
S _ IEQ[][B Hk:l fk(Ytk)]

R I AT
und setzen wir X, = Xy, 4+ und Y, = Y, 4. Das Argument, das wir oben gebraucht
haben, zeigt, dass X auf (Q, F, .., P) und Y auf (T, G, ., Q) Losungen des Martin-
galproblems fiir A sind. Aus schliessen wir

Es[f(Xo)] = Eglf(Y0)]

fiir alle f € B(E). Also haben X und Y die gleiche Anfangsverteilung. Das bedeutet,
dass fiir t,,41 > t, und f,41 € B(F) gilt, dass

IEﬁ[fn—i—l(thH—tn)] - IEQ[fn—i-l(an—tn)] :
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Somit haben wir (3.15]) fiir m = n+ 1 gezeigt. Das heisst, die endlich-dimensionalen

Verteilungen sind gleich.

ii) Sei 7 eine endliche {G;}-Stoppzeit. Sei F' € G, so dass IP[F] > 0. Fiir B € F

definieren wir die Masse

und E[1,E[1, | X.]]
IPQ[B] = ]P[F]

Wir setzen Y. = X, ;.. Es ist klar, dass P1[Yy € I'] = Po[Y, € I'| =IP[X, € I" | F].
Sei 0 <ty <ty <- - <tpy1, (f,g9) € Aund by, € B(F) fir 1 <k <n und

o) = (1) = 505 = [ g0 a5) [Tt

Da f(XT+tn+1)_f(XT+tn)_fTT_;,:in+l g(Xs) ds beschrinkt und rechtsstetig ist, erhalten

wir aus dem Stoppsatz

’7'+tn+1

E(Xrs) 6] = B[E[f(Xoun) ~ Xrn) = [ 9(X) ds| G

T+t,

x H M(Xri1,) | G:] = 0.
k=1

Also gi
e E[L-E(X,,) | 6]
und
oy = BTN ) [ X)) EEER () | 6. | X _

PF] PF]

Somit ist Y eine Losung des Martingalproblems fir A auf (Q,F,IP;) und auf
(Q, F,IPy). Also gilt IE1[f(Y;)] = Ex[f(Yy)] fiir jedes f € B(F) und ¢ > 0, oder

dquivalent dazu
EMEf(Xry) | G-] = EIFEf(Xry) [ XA
Da F beliebig ist, folgt

IE[f(XTth) | gT] = IE[f(XT+t> | X‘r] ’
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iii) Fir F € G, mit IP[F] > 0 definieren wir die Masse
_ E[lpE[lp(X1) | 6]

und [Py, 5]
N

Analog zum Beweis von ii) erhalten wir, dass dies Losungen des Martingalproblems

mit den gleichen Anfangsbedingungen sind, und die Behauptung folgt analog.  [J

Korollar 3.40. Sei E separabel und A C (B(E))?. Nehmen wir an, dass fiir jedes
p € P(E) zwei Losungen des Martingalproblems fiir (A, i) mit Pfaden in Dg|0, 00)
(respektive Cgl0, 00)) die Eigenschaft fiir jedes t > 0 erfiillt ist. Dann haben
fiir jedes u € P(E) zwei Losungen des Martingalproblems fiir (A, u) mit Pfaden in
Dgl0,00) (Cgl0,00)) die gleiche Verteilung auf Dgl0,00) (Cgl0,00)). Im weiteren

ist jede Losung ein Markov Prozess.

Beweis. Seien X und Y wie im Beweis des Satzes[3.39 definiert. Beide haben Pfade
in Dg[0,00) (Cg[0,00)). Somit haben die Prozesse die gleiche endlich-dimensionale
Verteilung und sind Markov Prozesse. Da E separabel ist, ist nach Proposition [2.30
die Verteilung auf Dg[0, 00) (Cgl0,00)) durch die endlich dimensionalen Verteilun-

gen bestimmt. O]

Korollar 3.41. Sei E separabel und A C (B(E))? sei linear und dissipativ. Neh-
men wir an, dass fiir ein (und damit alle) A > 0, D(A) € R(\ — A) gilt, und dass
es ein M C B(E) gibt, so dass M trennend ist und M C R(\ — A) fiir jedes A > 0.
Dann haben fiir jedes p € P(FE) zwei Losungen des Martingalproblems fiir (A, )
mit Pfaden in Dg|0,00) die gleiche Verteilung auf Dg|0, c0).

Beweis. Sind X und Y Losungen des Martingalproblems fiir (A, ) mit Pfaden
in Dg[0,00) und ist h € R(A — A), dann gilt wegen ((3.11))

]E[/OOo e Mh(X,) dt] - /(A A hdp=E [/OOO e Mh(Y)) dt}

fiir jedes A > 0. Mittels beschrénkter Konvergenz folgt, dass IE[[;" e ™R (X,) dt] =
fo e Mh(Y;) dt] fiir alle h € M gilt. Betrachten wir die Masse

IP,[B] = A / e MP[X, € B]dt, IPy[B] =\ / e MP[Y; € B] dt.
0 0
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Da M trennend ist, sind die beiden Masse gleich, und es gilt

/ h e ME[W(X,)] dt = / h e ME[L(Y;)] dt

fiir jedes h € B(F). Da die Laplace-Transformation eindeutig ist, X und Y rechtsste-
tig sind, gilt IE[h(X;)] = E[h(Y;)] fiir jedes h € C(E) und damit auch fiir h € B(FE).
Somit gilt (3.13), und die Aussage folgt aus Korollar [3.40] O

Satz 3.42. Sei (E,r) vollstindig und separabel und A C C(E) x B(E). Nehmen
wir an, dass es eine abzdhlbare Untermenge Ay C A gibt, so dass es fiir (f,g) € A
eine beschrénkte Folge {(f.,gn)} C Ao gibt, so dass punktweise f, — f und g, — ¢
(dies gilt zum Beispiel fir A C L? mit einem separablem L). Nehmen wir an,
das D0, oo)-Martingalproblem fiir A ist wohlgestellt. Bezeichnen wir mit IP, die
Losung des Martingalproblems fiir (A, d,). Dann ist IP,[B] Borel-messbar in x fiir
jedes B € Sg.

Beweis. Bezeichnen wir mit p die Prohorov Metrik. Nach den Sétzen und
ist (P(Dg[0,00)), p) vollstindig und separabel. Nach Proposition existiert ei-
ne abzdhlbare Menge M C C(E), so dass jede Funktion in B(E) als punktweiser

Grenzwert einer beschrénkten Folge in M erhalten werden kann.

Sei H die Klasse der Funktionen auf Dg[0,00) der Form
@) = (FGaltner)) = Flatta)) = [ gla(s)) ds) [ mulatt).
tn k=1

wobei (f,g) € Ag, hy € M, 0 < t; < ty < -++ < tpyq und tx € Q. Da Ay und
M abzihlbar sind, ist H abziahlbar. Da f und hy, stetig sind, ist IP € P(Dg[0, 00))
genau dann eine Losung des Martingalproblems fiir A, wenn [ dIP = 0 fiir alle
n € H. Sei My C P(Dgl0,00)) die Klasse aller dieser Losungen. Dann ist My =
Nyer{IP : [ n dIP = 0}. Die Abbildung IP — [ n dIP ist stetig fiir n € C(Dg[0, 00)),
und daher Borel-messbar. Die Klasse aller 7, fiir die IP — [ n dIP Borel-messbar ist,
ist abgeschlossen unter punktweiser Konvergenz von beschriankten Folgen. Somit ist
{IP: [n dIP = 0} eine Borel-Menge. Da H abzihlbar ist, ist M 4 eine Borel-Menge.

Sei G : P(Dg[0,00)) — P(E), P — P(X;)~!. Die Abbildung G ist stetig. Da
das Martingalproblem wohlgestellt ist, ist die Abbildung G eingeschréankt auf M4
bijektiv. Aus der Masstheorie folgt, dass eine bijektive Abbildung einer Borel-Teil-

menge eines vollstdndigen separablen metrischen Raumes auf eine Borel-Teilmenge
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eines vollstdndigen separablen Raumes eine Borel-messbare inverse Abbildung hat
(siehe [I Anhang 10]). Das heisst, ist IP,, die Losung des Martingalproblems fiir
(A, ), dann ist die Abbildung P(E) — P(Dgl0,0)), u — P, Borel-messbar. Da

xr — 0, stetig ist, ist auch z — IP, Borel-messbar. ([l

Definition 3.43. Seien (E,r) und (E2,re) separable metrische Riume. Seien
A; C (B(E)))?, Ay C (B(E»))?, f: By X By — IR messbar, « : E; — IR messbar,
B : Ey — IR messbar, und p; € P(E,) and py € P(E2). Die Martingalprobleme fiir
(A1, 1) und fiir (As, pe) sind dual beziiglich (f, «, ), falls fiir jede Losung X des
Martingalproblems fiir (Ay, 1) und jede Losung Y fiir (Ag, ps) gilt fo la(Xs)| ds <
00, fo 18(Ys)| ds < o0,

JElrsien] [ ate) as}] dust) < oo,
/IE[|f(x,Y})| exp{/otﬁ(YS) dsH du () < o0

und
/]E[f(Xt,y)exp{/Otoz(Xs)ds du2 /]E (,Y:) exp /5 ds dul()

(3.16)
fiir jedes t > 0.

Bemerkung. Sind X und Y auf dem gleichen Raum definiert und unabhéngig,

dann kann (3.16)) geschrieben werden als

IE[f(Xt,YO) exp{/otoz(Xs) ds}] = IE[f(XO,Yt)eXp{/Otﬁ(YS) dsH )
|

Proposition 3.44. Sei (F4,r) vollstandig und separabel und sei (Es,15) separa-
bel. Sei A; C (B(E1))?, Ay C (B(E»))?, f: Fy1 X By — IR messhar und 3 : E; — R
messbar. Sei M C P(E}) eine Menge, die alle Verteilungen von X, fiir allet > 0 und
alle Losungen X des Martingalproblems fiir A, enthélt, deren Anfangsverteilungen
kompakten Tréger haben. Nehmen wir an, (A, pu) und (As, d,) sind dual beziiglich
(f,0,p) fiir jedes p € P(E;) mit kompaktem Tréager und jedes y € Ey. Weiter sei
{f(-,y) : y € E3} trennend auf M. Falls es fiir jedes y € Es eine Losung des Mar-
tingalproblems fiir (A,,d,) gibt, dann gilt Eindeutigkeit fiir das Martingalproblem
fiir (Ay, p) fiir jedes p € P(Ey).
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Bemerkungen.

i) Die Einschriankung auf p mit kompaktem Trager ist wichtig, da wir nicht an-
nehmen, dass f und 3 beschrénkt sind. Die Vollstéandigkeit wird nur gebraucht,
damit beliebige p € P(E;) durch {p,} mit kompaktem Trédger approximiert

werden konnen.

ii) Die Proposition verwandelt das Eindeutigkeitsproblem fiir A; in ein Existenz-
problem fiir A,. Ublicherweise sind Existenzprobleme einfacher zu lsen als Ein-

deutigkeitsprobleme. [ |

Beweis. Sei Y, die Losung des Martingalproblems fiir (A,,d,). Seien X und X
Losungen des Martingalproblems fiir (Aj, ). Nehmen wir zuerst an, dass p kom-
pakten Tréager hat. Dann gilt

BLCG ) = [ o] [ 5006 )] dute) = Bl )

Da {f(-,y) : y € Ey} trennend auf M ist, gilt (3.13]).

Sei nun p beliebig. Fiir 0 < ¢ < 1 sei K, eine kompakte Menge, so dass u(K.) >
1 — . Wir kénnen annehmen, dass K. C K, fiir n < ¢. Dann sind X bedingt auf
{X, € K.} und X bedingt auf {X, € K.} Lésungen des Martingalproblems fiir
(A, p(- N K.)/p(KL)). Somit gilt fiir jedes I' € B(E)

P[X, el X, € K.]=P[X, €T, X, € K.].
Lassen wir ¢ — 0, erhalten wir (3.13). Die Eindeutigkeit folgt nun aus Satz|3.39,
Beispiel 3.45. Sei Fy = R, By = IN, A, f(z) = f"’(x) — zf'(x) (Ornstein—
Uhlenbeck Prozess) und Asf(y) = y(y — 1)(f(y — 2) — f(y)) (Sprungprozess mit

Sprunghdhen —2; der in 0 oder 1 absorbiert wird). Sei f(z,y) = 2z¥ und X eine

Losung des Martingalproblems fiir A;. Dann ist

t
Xy - / (y(y — XY —yX?) ds
0

ein Martingal. Sei g(z,y) = y(y — 1)a¥"? — yz¥ und a(z) = 0. Sei Y der Markov

Sprungprozess mit Generator A,. Dann ist

¢
¥ — / Y(Yy — 1) (z¥72 — 2¥%) ds
0
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ein Martingal fiir jedes z € IR. Sei h(z,y) = y(y — 1)(z¥~2 — 2¥). Wir bemerken,
dass IE[f (X}, y)] = E[f(Xo,y —i—fo (Xs,y) ds] und daher

LEF(X, ) = Blo(Xe )]

dt
und analog

SB[, Y] = Elh(z, V)]
Dann gilt fiir jedes messbare §: IN — R
d

Sm[roc e [ 600 )]
= (006 i) = HOX V) = 800 s v e [ o )]
Letzter Ausdruck verschwindet, falls

9(z,y) — Mz, y) — By) f(z,y) =0.

Daher withlen wir 8(y) = y* — 2y. Integration von 0 nach ¢ gibt

B[ 0] ~ B[,y exn | o) du] =0,
das heisst .
B [X] = B[ X} exp{/o (V2 = 2v,) du}] .

Somit sind (A, ) und (As, d,) dual.
Sei 7, = inf{t > 0:Y; < n}. Dann gilt

lE[eXp{/OTl (Y2 —2Y,) du}] = ]E[li eXp{/Til(YUQ —2Y,) dU}]

Die Zeit bis zum ersten Sprung ist exponential verteilt mit Parameter Yy(Yy — 1).

Ist y ungerade, so ist

(v-1)/2 . .
AR B (2 +1)2 — (20 + 1)
E[e’{p{/o (¥, —2%) d“}] - 11 2i+1)2—(2i+1)—(2i+1)2—2(2i+1))

=y—-1y—3)-2.




3. MARKOV PROZESSE 91

Ist y gerade, dann haben wir

/2

wlow [0 ~26) an}] = 1T g~ =3

=1

Ey—n(y 3) "

Hat nun p einen kompakten Triger, so besagt das Kriterium aus [2, S. 514], dass
die Verteilung von X; eindeutig durch die Momente bestimmt ist. Wahlen wir M
als die Menge der Verteilungen auf IR, die eindeutig durch die Momente bestimmt
sind, dann trennt {f(-,y) : y € IN} M. Nach Proposition [3.44 gilt Eindeutigkeit fiir
das Martingalproblem fiir (A, p).

Wir kénnen weiter die Grenzverteilung von X; bestimmen. Ist Yy = y ungerade,
dann wird Y;? — 2Y,, schliesslich —1, also
lim E[X}] =0.

t—o0
Ist Yy = y gerade, dann gilt

lim E [X}] = IE[eXp{/OTO(YuQ —2Y,) duH =(y—1y—3)---1.

t—o0

Dieses sind die Momente der Normalverteilung. Also ist die Grenzverteilung von X,

die standard Normalverteilung. [ |

Satz 3.46. Seien X und Y unabhidngige und messbare Prozesse auf Fy und Fj,
respektive. Seien f, g und h messbare Abbildungen Fy X Fy — R, a : E; — R
messbar und (8 : Es — IR messbar. Nehmen wir an, dass fiir jedes T > 0 eine

integrierbare Zufallsvariable I't und eine Konstante Cr existiert, so dass

sup (ja(X)| + DI (X, Y)| < Tr.
7,8,t<

SUET(IB(YT)I +DIf(Xe V)| < T,
T7S7t7

sup (Ja(X;)[ + 1)]g(Xs, Yi)| <
r,s,t<T

sup (|B(Y;)| + DIr(X,, Yy <T
r,s,t<T

und

T T
/ (X, du + / B(Ya)] du < Cr.
0 0

{f(Xt,y) - /Otg(Xs,y) dS}

Nehmen wir an,
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sei ein (*F;*)-Martingal fiir jedes y und

t
{f@.v) - / h(x,Y,) ds |
0
ist ein (*FY)-Martingal fiir jedes x. Dann gilt fiir fast jedes t > 0
t t
B[ £(X,, Yo) exp{ / a(X,) du} — f(Xo, Yi) exp{ / B(Y,) du}]
0 0

= IE[/O {9(X.,Yies) = h(X, Yioy) + (U X) = BYioo) F(X, Yies)}

X exp{/osoz(Xu) du + /Otsﬁ(yu) du} ds] .

Bemerkung. Der Satz kann oft fiir generellere @ und [ angewendet werden,

indem man a und 3 durch beschrinkte Funktionen approximiert. [

Beweis. Aus der Martingaleigenschaft und der Unabhéngigkeit erhélt man fiir
h >0

B[ /(X V) eof [ o dus / 5% du})]

B[ (X, Vi) exp] /0 "a(X,) du+ /O B(v.) dul)]

[/ Y [ T atx) e [ ety aus [ Bv) dul @]
+ IE[/Sth(XT,Yt) dr exp{/osa(Xu) du + /Otﬁ(Yu) au}]

_ /Ss+hm[f<xr,n>a(xr)exp{/ora(Xu) du + /Otﬁ(Yu) au}] dr
4 /58+h]E :/Tswg(XU,Yt) dva(X,) exp{/ora(Xu) du + /Otﬁ(Yu) au}] ar
+ / s+hlE:g(Xr,Y2)eXp{ /O " a(X,) du + /O B au}] ar
+ /SS+hIE 9(X,, Yt)(GXp{/OS a(X,) du

— exp{/or a(X,) du}) exp{/otﬁ(Yu) du}] dr. (3.17)

Die Variablen sind wegen den Voraussetzungen integrierbar. Insbesondere, fiir ¢, s +
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h<T

/:Jrh‘]E[/:Jrhg(Xv,Yt) dv a(X,) exp{/or a(X,) du+ /Otﬁ(Yu) duH ’ dr
s+h psth 1
< /S i E[[7]eT dv dr = §h2IE[FT]eCT (3.18)

und

S

/:Jrh]E[g(Xr,Kt)(exp{/o a(X,) du}
—exp{ [ o) du})eso{ [ o) au}] v
:/Ss+hIE[g(Xr,Yt) /Tsa(Xv)eXp{/Ova(Xu) du+/0tﬁ(Yu) du} ] ar
< / " :IE[FT]eCT dv dr = %hQIE[FT]eCT | (3.19)
Setzen wit
F(s.t) = E[f(X..¥) exp{/os (X)) du + /Otﬁ(m au}].

Fir0=s9< s <--- <8, = s schreiben wir

m

F(s,t) = F(0,t) = Y [F(si,t) — F(si_1,t)].

i=1
Lassen wir max;{s; — s;-1} — 0, so folgt aus (3.17)), (3.18]) und (3.19), dass
F(s,t) — F(0,t) (3.20)
s T t
= / B[ (£(X,, Y)a(X,) + g(X,, V7)) exp{/ o(X,) du +/ B(Y,) du}| dr.
0 0 0
Also ist F'(s,t) fiir jedes feste ¢t absolutstetig in s. Analog folgt
F(s,t) — F(s,0) (3.21)
t s T
— [ E[(sx s+ 1y Yoo [Cat) dus [ 500) du}] ar
0 0 0

und F'(s,t) ist fiir jedes feste s absolutstetig in ¢. Das Resultat folgt nun aus
t
F(t,0) — F(0,t) = / (Fi(s,t —s) — Fy(s,t —s)) ds,
0

wobei Fi(s,t) = 2 F(s,t) und Fy(s,t) = 2 F(s,t) die Dichten bezeichnet. O
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Korollar 3.47. Gilt zusétzlich zu den Bedingungen von Satz die Gleichung
9(z,y) + a(z) f(z,y) = h(z,y) + B(y) f(z,y), dann gilt fiir alle t > 0

B[00 o] [ o) au}] = B[ e [ 507 au}].

Beweis. Nach Satz gilt die Aussage fiir fast alle t > 0. Aber aus (3.20]) bezie-
hungsweise (3.21]) folgt, dass F'(¢,0) und F(0,t) stetig sind. Somit gilt die Aussage
fiir alle ¢. U

Korollar 3.48. Seien {F;} und {G;} zwei Filtrationen. Sei X ein {F;}-adaptierter
Prozess und 7 sei eine {F;}-Stoppzeit. Sei Y ein {G;}-adaptierter Prozess und o
eine {G; }-Stoppzeit. Seien { Xya,} und {Yin, } unabhéngig. Nehmen wir an, fiir jedes
T > 0 existiert eine integrierbare Zufallsvariable I'r und eine Konstante Cp, so dass

sup (|a(X,nr
r,s,t<T

sup (Ja(X,nr

r,s,t<T

)+ DI
r,s,t<T ) ) (

sup )+ Dlg(Xanr, Yino
)+ Dl

und

Nehmen wir an, dass

(e = [ o) as)

ein {F;}-Martingal ist fiir jedes y und
tAo
{f(x, Yino) — /0 hz,Y,) ds}
ein {G,}-Martingal ist fiir jedes x. Dann gilt fiir fast jedes t > 0
tAr tho
[/ (Xinr. Y5) exp] /0 o(X.) du} — f(Xo, Yino) exp] /0 BY,) dul)]

t
=B {/ (Wozry9(Xos Yiegne) = Tpmsorh(Xone, Vi)
0
+ UI{SST}O((XS) - ]I{t—sﬁa}ﬁ(yzfs))f(xs/\ﬂ Yv(t—s)/\o))

X exp{/OSAT a(Xy,) du + /O(tS)AU B(Ya) du} ds} :
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Beweis. Dies kann durch eine leichte Modifikation des Beweises von Satz [3.46]

gezeigt werden. ([l

Korollar 3.49. Gilt zusétzlich zu den Bedingungen von Korollar die Glei-
chung g(z,y) + a(z)f(z,y) = h(z,y) + B(y) f(z,y), dann gilt fir alle t > 0

lE[f(XMT,YO)eXp{/OMTa(Xu) du} _ f(XO,YtAU)eXp{/OtM B(Y,) du}]

t
= ]E[/ (H{ng} - ]I{tfsga}){g(Xs/\Ta Yv(tfs)/\o) + a(XS/\T>f<XS/\T7 Yr(tfs)/\a)}
0

x exp{ /0 " (X) du + /O o B(Y,) du} ds] .

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar [3.48| O

Bemerkung. Lassen wir 7 und ¢ nach Unendlich, so konvergiert der Integrand
auf der rechten Seite nach 0. Das Problem wird aber sein zu zeigen, dass man

Grenzwert und die Integrale vertauschen darf. [

3.5. Das Martingalproblem: Existenz

Hilfssatz 3.50. Sei A C (C(E))? und A,, C (B(E))?, n € IN. Nehmen wir an, dass
es fiir jedes (f,g) € A eine Folge (f, gn) € A, gibt, so dass lim,(f,, 9,) = ([, g). Fiir
jedes n sei X,, eine Losung des Martingalproblems fiir A,, mit Pfaden in Dg[0,c0).
Falls X,, = X, dann ist X eine Lésung des Martingalproblems fiir A.

Beweis. Sei 0 <t; <t <s, t,t,s € DX)={u:P[X(u)=X(u—)] =1} und
h; € C(E),i=1,2,...,k Dann gibt es fiir (f,g) € A Funktionen (f,, g,) € Ay, so
dass (fn,gn) — (f,g). Dann konvergiert

E[f(X(#) = fu(Xa(0)] = E[f (X (1)) = f(Xa(£))] + E[f (Xa(t)) = fu(Xa(t))]

fiir n — oo nach 0. Der analoge Grenzwert gilt fiir alle endlichen Dimensionen. Also

gilt

B[(70X(6) ~ £X(0) [ 9(X(w) du) T m(x(0)] (322)
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Die Menge [0, 00) \ D(X) ist abzéhlbar (Hilfssatz [2.32)). Da X rechtsstetig und die
Funktionen in C'(E) sind, gilt (3.22) fiir beliebige t;,¢, s. Das heisst,

B[7(X(s) £ — [ ) du| £ =0,

und X ist eine Losung des Martingalproblems fiir A. 0

Hilfssatz 3.51. Sei F kompakt und A ein dissipativer linearer Operator auf C(E),
so dass D(A) dicht ist in C(E) und (1,0) € A. Dann gibt es eine Folge {T,,} von posi-
tiven Kontraktionsoperatoren auf B(E), die durch Ubergangskerne erzeugt werden,

so dass

lim n(T,, — I)f = Af

n—oo

fir alle f € D(A).

Beweis. Die Abbildung Af = n(n — A)~! f(z) ist ein beschrinktes lineares Funk-
tional auf R(n — A) fiir jedesn > 1 und x € E. Da Al =1 und |[Af| < || f]|, gilt fiir
f=0

1A= Af = AN = ) < A

also Af > 0. Also ist A ein positives lineares Funktional auf R(n — A) mit [|A]| = 1.
Also kann nach dem Hahn-Banach—Theorem A zu einen positiven linearen Funk-
tional mit Norm 1 auf ganz C(F) fortgesetzt werden. Dieses Funktional hat eine
Riesz Representation, das heisst, es gibt p € P(E), so dass Af = [ f du fiir alle
f € R(n — A). Das bedeutet, dass die Menge

My {NEP( ) (n—A)lf(x):/fdu fiir allefER(n—A)}

fir kein n > 1 und z € E leer ist.

Sei nun {z;} C E, so dass x = limj 23 und py, € M7 . Da P(E) kompakt ist
(Satz , gibt es eine konvergente Teilfolge von {uy}, die gegen ein py € P(E)
konvergiert. Aus

/f dptoe = lilgn/f Api = limn(n — 47" f(g) = nln — A)~ [ (2)

folgt, dass pe € M]'. Nach dem Selektionstheorem gibt es ein p? € M}, so dass
die Abbildung F — P(E), x — ul eine messbare Funktion ist. Dann ist p,(z,I') =
p(I") ein Ubergangskern und 7}, f(z = [ f(y) dpn(x,dy) definiert eine positive
Kontraktion auf B(E).
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Fir f € D(A) haben wir
Tof =T,(f —nAf) +n'T,Af = f + n 'T,Af .
Also gilt lim,, T,, f = f. Da D(A) dicht ist in C(F), gilt letzteres fiir alle f € C(E).

Insbesondere haben wir

lim n(T,, — I)f = lim T,,Af = Af ,

n—oo

da Af € C(E). O

Satz 3.52. Sei F lokal kompakt und separabel, und A ein linearer Operator auf
C(E), so dass D(A) dicht ist in C(E) und A das positive Maximumsprinzip erfiillt.

Definieren wir den linearen Operator A® auf C'(IE®) mittels

(A2 f)le = A((f = F(A)]e), ARf(A) =0, (3.23)

fiir alle f € C(IE®) mit (f — f(A))|g € D(A). Dann existiert fiir jedes Wahrschein-
lichkeitsmass v € P(IE®) eine Lésung des Martingalproblems fiir (A®, v) mit Pfaden

Bemerkung. Erfiill A? die Bedingungen des Satzes und gilt ¥(E) = 1, dann
hat die obige Lésung des Martingalproblems fiir (A2, v) Pfade in Dg[0, 00). Dies ist
zum Beispiel der Fall, falls £ kompakt ist und (1,0) € A. |

Beweis. Es gilt D(A2) = C(IE®). Wir wollen zeigen, dass A2 das positive Maxi-
mumsprinzip erfiillt. Ist f € D(A?), sup, f(y) = f(xo) > 0 und ¢ € E, dann ist
A2 f(xo) = A(f— F(A))(z0) <0.Ist zp = A, dann ist A2 f(A) = 0 < 0. Insbesonde-
re ist A% dissipativ (Lemma [3.12). Im weiteren ist (1,0) € A%. Nach Hilfssatz [3.51]
gibt es eine Folge von Ubergangskernen i, (z,I') auf IE® x B(IE?), so dass fiir

Af=n / @)~ FOim(dy),  (f € BOES)),

der Grenzwert

lim A, f = A%f,  (f € D(AR)),

n—oo

gilt. A, ist der Generator eines Markov-Sprungprozesses. Also hat fiir jedes Mass
v € P(IE?) das Martingalproblem fiir (A, v) eine Losung mit Pfaden in Dya[0, 00).
Nach Satz (mit Y, (t) = f(X,(t)) und Z,(t) = A, f(X,.(2))) ist (f o X,,) relativ
kompakt fiir jedes f € C'(IE®). Nach Korollar ist {X,,} relativ kompakt. Somit
folgt aus Hilfssatz , dass eine Losung des Martingalproblems fiir (42, v) existiert.

O
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Im Rest dieses Abschnitts bezeichnet X einen Prozess mit Pfaden in Dg[0, 00), 7
eine Klasse von positiven beschriankten Borel-messbaren Funktionen auf Dg[0, c0),

die alle positiven Konstanten enthalt, und
Fo=FVo{r<spis<treT). (3.24)

Dank der Definition sind alle 7 € 7 {F; }-Stoppzeiten. Sei I' C P(Dg|0, 00)). Fiir je-
des v € P(E) definieren wir I', = {IP € I : IP[X,, € B] = v(B) fiir alle B € B(E)}.
Nehmen wir an, dass T',, # () fiir jedes v. Fiir f € B(F) definieren wir

v(Ly, f) = sup Ep [/OOO e ' f(Xy) dt] .

Pel’,

Hilfssatz 3.53. Seien f,g € B(F) und

{revo- [ g(X.) ds)

sei ein {F; }-Martingal fiir alle P € T',. Dann gilt

APt =) = [ £ = B[ [ e (70— 9(X,)
fiir alleIP € T',,.

Beweis. Aus Hilfssatz folgt

Br [ e (00~ 9X0) de] = Ewlr ()] = [ £ av.

Definition 3.54. Wir definieren die folgenden Bedingungen an I und 7 :

N

Ci: Fir P e I', 7 € T, w(B) = P[X, € B] und " € T, gibt es ein () €
P(Dgl0,00) x [0,00)) mit Randverteilung () € T', so dass
Eo[Ls(X (- An),n)lc(X(n+-))]
/ Ew[1s(X(- A7), 7) | X(r) = o] B [Io(X) | X(0) = ] du(x) (3.25)

fiir alle B € Sg x B[0,00) und C € Sg, wobei (X,n) die Zufallsvariable auf
Dg[0,00) x [0,00) bezeichnet.
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Co: Fir P € I', 7 € T und H > 0 {F,}-messbar mit 0 < Ep[H] < oo gehort das
Mass @ € P(Dg[0,00)) zu I', wobei ) definiert ist als

Ep[Hlc(X+)]
Ep[H]

QL) = (3.26)

Cs: T ist konvex.

Cy: Zu jedem h € C(E) mit h > 0 gibt es ein u € B(E), so dass y(T,,h) = [u dv
fiir alle v € P(E).

Cs: T, ist kompakt fiir alle v € P(E).

Ch: Fiir py, g € P(E), v = auy + (1 — a)ug fiir ein a € (0,1) und fiir IP € T',, gibt
esein )y € 'y, und ein Q2 € 'y, so dass IP = aQ; + (1 — a)Qs.

Cs: U, ey Iy ist kompakt fiir alle kompakten Mengen V' C P(E).

Hilfssatz 3.55. Bedingung Cy impliziert C.

Beweis. Sei h; die Dichte von pu; beziiglich v. Dann ist ahy + (1 — a)hy = 1.

Definieren wir

Qi[C] = Ep[hi(Xo)Ic(X)] = ]EIP]EZ];([);O())]:;]X)] .

Wegen C, ist (); € I und ist daher in I',,,. Somit gilt

a@q[C]+ (1 = a)@Qs[C] = Ep[(ahy (Xo) + (1 — a)ha(Xo)) 1o (X)] = P[C].

Hilfssatz 3.56. Sei E separabel. Sei ¢ : P(E) — |0, ¢] fiir ein ¢ > 0. Nehmen wir

an, @ erfiille
plap + (1 = a)uz) = ap(pn) + (1 — a)p(pa)
fiir « € (0,1) und py, 2 € P(E), und

lim o(v,) < ¢(v)

firv e P(E), {v,} C P(E), so dass v, = v. Dann gibt es ein u € B(FE), so dass

gp(u):/udy.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass

@ (i ozw) = i (i) (3.27)

falls > a; = 1, oy > 0 und {u;} C P(E). Die Formel gilt klarerweise, falls nur fir
endlich viele «; verschieden von 0 sind. Somit konnen wir annehmen, dass unendlich

viele «; nicht verschwinden. Dann gilt fiir v = Zfil QG b

s N I
A= o[ 3 o TR

I=k+1
k o] k
V=D i il
= E aip(pq) + [ E az]90<—zoo la >
i—1 I=k+1 I=k+1

folgt nun, wenn wir £k — oo gehen lassen.

Sei u(x) = ¢(6,). Konvergiert z, — x und gilt u(z,) > a, dann gilt auch
u(z) = ¢(d,) > lim, u(z,) > a. Also sind die Mengen {z : u(z) > a} abgeschlossen,
und daher ist u messbar. Seien E', i € IN disjunkte Mengen, so dass sup{r(z,y) :
z,y € B} <n~'und |, B = E. Wihlen wir 27 € E?, so dass u(z}) > sup{u(z) :
r € E'"t —n~'l. Sei v € P(E) fest. Wir definieren u,, als

un(x) = Y ule}) gy (2)

und das Mass

Up = Z V(B )6un .

i
{un} ist beschriankt. Sei # € £ und i,, so dass € £} . Dann konvergiert #7 nach
z und somit ist u(z) = lim, u(z) — n~! < lim, u(z? ) < u(z). Also konvergiert u,,

punktweise nach u. Weiter gilt v,, = v. Somit haben wir

n—oo n—oo n—oo

/u dv = lim | u,dv= lim [ u,dv, = lim ¢(v,) < (V).

Setzen wir ul(B) = v(B N E)/v(E!), vorausgesetzt, dass v(E!) > 0, und v,(z) =
> p(pi) Ign (). Dann gilt lim,, v,,(7) < ¢(d,) = u(z) und damit

n—oo n—oo

o(v) = ng(u?)y(]E?) = /vn dv=lim [ v,dv < / lim v, dv < /u dv.

O
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Hilfssatz 3.57. Sei (E,r) vollstindig und separabel. Nehmen wir an, dass C}, und
Cjs erfiillt sind. Dann gilt fiir h € B(E) mit h > 0

V(Faul-‘r(l—a)uw h) = O"Y(F#u h) + (1 - O‘)/V(F#w h)
fiir alle a € (0,1) und py, us € P(E). Gilt zusétzlich Cf, dann gilt auch Cj.

Beweis. Secienh € B(E),h >0, € (0,1), p1, po € P(E) und v = ap;+(1—a) po.
Fir IP € I', gibt es wegen Cj Masse Q; € I';,,, so dass IP = aQ; + (1 — @)@Q2. Dann
gilt
Ep [ / e th(X,) dt} — oEy, [ / eth(X,) dt] +(1—a)Eqg, [ / e~th(X,) dt]
0 0 0
< a’y(FM17 h) + (1 o (X)PY(F,LQ? h) :

Nehmen wir das Supremum iiber IP € '), haben wir
7<FV7 h) S Of)/(r,ul? h) + (1 - Oé)fy(rﬂw h) .
Seien @); € '), und IP = a@Qq + (1 — a)Q. Wegen Cs ist IP € I'. Es ist klar, dass

IP € I',. Daher haben wir

alEo, [/OOO eth(X,) dt| + (1 — a)Eq, [/Ooo e th(X,) dt} — Ep [/OOO e~th(X,) dt]
<~y(T,,h).

Nehmen wir das Supremum iiber ¢); € I',, und iiber Q5 € I',,, erhalten wir
ay(Tpys h) + (1= a)y(Tpy, h) < y(Ty, h).

Gilt zusatzlich CL, dann gilt fiir v € P(F) und {v,} C P(F), so dass v, = v, dass
I',ul, Iy, kompakt ist. Somit gilt fiir jede schwach konvergente Folge IP,, € ',
dass sie schwach gegen ein IP € I', konvergiert. Somit gilt

lim Ep, [ / T eth(x)) dt] — Ep [ / T eth(x)) dt] < (T, h).

n—oo

Also haben wir
lim vy, h) <~(T,,h).

n—oo

Nach Hilfssatz ist Cy erfiillt. O
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Hilfssatz 3.58. Seien (E,r), (S;,pi) (i € {1,2}) vollstandige separable Réume,
IP;, € P(S;), und X; : S; — E Borel messbar, so dass fiir i(B) = IP1[X; € B] € P(E)
gilt, dass p(B) = IPy[X, € B] fiir B € B(E). Seien {B"} C B(E), m € IN, eine
Folge von Partitionen von E, so dass {B/"*'} eine Verfeinerung von { B} ist, und
lim,y, sup;{r(z,y) : z,y € B} = 0. Definieren wir IP™ € P(S; x Sy) durch

]IC]IBim (Xl)]IBZ” (X2)]
u(B")

fiir C' € B(S1 xS3). Dann konvergiert {IP™} schwach gegen ein Mass IP € P(S; x.Ss),

das

]Pm[C] _ Z ]EIP1><IP2[

%

P[A; x Ay] — / Py[A, | X, = 2]Ps[As | Xp — 2] du(z) (3.28)

fiir Ay € B(S1) und Ay € B(Sy) erfiillt. Insbesondere gilt P[A; x Sp] = IP1[A;] und
IP[S) x As] = IPy[Ay]. Allgemeiner gilt, falls Zy, € B(S), dann ist

Ep[Z1 %] / Ep.[Z | X1 = a]Ep,[Zs | Xa = 2] dpu(z).

Beweis. Seien A; € B(Sy), k =1,2. Fiir x € E ist

Ep, ]IAk]IBm(Xk)]]IBm( )
M, Z )

ein beschrianktes Martingal beziiglich der Filtration, die durch die {B/"} erzeugt
wird. Nach dem Konvergenztheorem konvergiert das Martingal in Ly(u). Der einzig

mogliche Grenzwert ist IPy[Ay | Xy = 2. Daher gilt

Ay N B"IPy[As N B™
lim P™[A; x Ay] = lim E P40 (]BIE)HQ)[ 2N B

Ep, [ ][A1 I (X1)[Upm (X1) Ep, (14, T (Xo) [ Tpm (X2) m
- rrlbl—{nooZIE[ M(Blm> M(Bzm) :u(Bi )

= /1P1[A1 | X, = ZL']IP2[A2 | Xy = x] d:u('r)v

wobei wir hier kurz IE = IEp, «p, geschrieben haben. Wéhlen wir kompakte Teilmen-
gen K; C S;, so dass Pp[Ky] >1—e% Sei A={z € B : Pi[Ky | Xp = 2] <1 —¢}.
Dann gilt

1= < PulK) = [ Pulis | X = o) due) < (A7) + (1= () = 1= en(4)
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das heisst, pu(A) < e. Daher gilt
IP[Kl X Kg] = /Ipl[Kl | X1 = I]IPQ[KQ ‘ XQ = IL’} d,u(x) Z (1 — 5)2(1 — 25) .

Somit ist die Folge {IP™} straff. Nach Satz gibt es eine konvergente Teilfolge.
Es gibt aber hochstens einen Grenzwert IP, der (3.28)) erfiillt. O

Hilfssatz 3.59. Sei (E,r) vollstindig und separabel und A C (B(F))?. Nehmen
wir an, dass es fiir jedes v € P(E) eine Losung des Martingalproblems fiir (A,v)
mit Pfaden in Dg|0, 00) gibt. Sei Z ein Prozess mit Pfaden in Dg[0,00) und T eine

[0, 0o|-wertige Zufallsvariable. Nehmen wir an, dass fiir (f,g) € A

{1 - [ oz as)

ein Martingal beziiglich G, = 0(Zsnr, s AT 1 s < t) ist. Falls T diskret ist oder falls
D(A) C C(E), dann gibt es eine Lésung Y des Martingalproblems fiir A mit Pfaden
in Dg[0,00) und eine [0, oo]-wertige Zufallsvariable 1, so dass (Y.a,,n) die gleiche
Verteilung hat wie (Z.p, T).

Beweis. Sei IP; € P(Dg[0,00) x [0, 00]) die Verteilung von (Z,7) und u € P(E)
die Verteilung von Z, (wir setzen Z(7) = xo auf {7 = oo} fiir ein festes zg €
E). Sei Py € P(Dg[0,00)) eine Losung des Martingalproblems fiir (A, u). Nach
Hilfssatz [3.58] gibt es ein @ € P(Dg[0,00) X [0,00] x Dg0,00)), so dass fir B €
Sg x B[0,00] und C € Sg,

QB x (1 :/]Pl[(x,m € B| X, = 2]P3[X € C | Xo = o] du(x)
:/IP[(Z,T)GB]ZT:x]IPQ[XEC\XO:x] du(z) . (3.29)

wobei (X, n) die Variable auf Dg[0,00) x [0, 00| bezeichnet. Sei (X7,n, X3) die Va-

riable auf Dg[0,00) x [0,00] X Dg[0, 00). Definieren wir

X1(t) fiir t <,
n pum—
Xo(t—mn) firt>n.

Dann hat (Y.x,, 1) = (X1(-An),n) die gleiche Verteilung wie (Z(-A7), 7). Wir miissen

nur noch zeigen, dass Y eine Losung des Martingalproblems fiir A ist.
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Sei (f,g9) € A, (hg) CC(E), t; <ty < -+ < t,11 und definieren wir

tn+1/\77
Ry = (fYVaiin) = FVina) / )ds) [ i),
tn k=1

n

tn+1V77
RQ = <f(}/tn+1\/77 Y;n\/n / dS H hk }/tk
k‘:l

und

tn+1 n
R= (f(Yth)_f(Ytn)_/ )H Ytk
tn Py
Dann haben wir R = Ry + Rs. Wir bemerken, dass Ry = 0 auf {n < ¢,}. Daher gilt

tn+1/AN n

Folf) = B (£(¥m0) ~ FViura) = [ 902 as) [T i
= [(FOirn) = £ = [ 000 45) [TtV
=B\ (/(Ztriine) = f(Zours) - / gz ds) H M Zigr)] = 0.
tn AT Py

Nehmen wir zuerst D(A) C C(E) an. Sei n,, = [mn|/m (|moo]/m = oo) und
Ry = <f(X2<tn+1 Vi = 0m)) — [(Xa(tn V 0 — 0m))

tn+lv"7m
—/ 9(Xa(s — 1m)) ds) H hie(Xo(te — 1m)) H hie (X1 (k)
¢

nVm tk>77m te<nm
Da X, rechtsstetig und f stetig ist, konvergiert R5' nach R,. Wir bemerken, dass
Ry = 0 auf {n,, > t,+1}. Da X5 eine Losung des Martingalproblems ist, haben wir

EqRy') = Y Eq[Ry Wy, —t/m]

l<mtn+1
= Z /]E1P1 |:]I{77m=l/m} H hie (X1 (te)) ‘ Xi(n) = x}
l<mtn+1 tk<l/m

< B, | (F(Xaltns = 1/m)) = F(Xalta V 1/m = 1/m)
_ /t g CKas — 1ym) ds)

nVi/m
< T he(Xalts = 1/m)) ‘ X5(0) :a:] dp(z) = 0.
tp>l/m
Lassen wir m — oo, erhalten wir IEg[Rs] = 0. Das gleiche Argument kann im

diskreten Fall verwendet werden. Daher ist IEg[R] = 0. Das heisst, Y ist eine Losung
des Martingalproblems fiir A. O
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Hilfssatz 3.60. Sei (E,r) vollstindig und separabel. Fiir e, > 0 sei K. C E
kompakt, und wir definieren K;; = {x € Dg[0,00) : x(t) € K. fiir allet < T}.

Ist A C C(E) x B(E) und D(A) enthilt eine Algebra, die die Punkte trennt und

nirgends verschwindet, dann ist
{IP e My :P[KI7] > 1—c¢ fiir allee, T > 0} (3.30)
relativ kompakt. Ist zusétzlich A C (C(E))?, dann ist (3.30) kompakt.

Beweis. Nach der Definition von K, und Satz ist (3.30) genau dann relativ
kompakt, falls { fo X, } relativ kompakt ist fiir jedes f € D(A), wobei X, die Menge
der Prozesse aus (3.30)) ist. Nach Satz ist {f o X,} relativ kompakt.

Ist A C (C(E))?>und A, = A, so folgt aus Hilfssatz [3.50] dass fiir jede konvergen-
te Folge {IP,,} aus (3.30) der Grenzwert IP in M ist. Da IP[K? ;] > m P, [K} ] >
1 — ¢, folgt dass auch IP in (3.30) ist. O

Um die Bedingungen C; — Cs zu motivieren, beweisen wir folgenden

Satz 3.61. Sei (E,r) vollstindig und separabel.

i) Sei A C (B(E))*, T = M4 und T die positiven Konstanten. Nehmen wir an,
dass T, # () fiir alle v € P(E). Dann sind C; — Cjy erfiillt.

ii) Sei A C (C(E))2, T = MyundT = {7 :{r <t} € FX firallet > 0, 7
beschréinkt}. Nehmen wir an, dass D(A) eine Algebra enthalt, die die Punkte
trennt und nirgends verschwindet, und dass es fiir jedes kompakte K C E, e > 0

und T > 0 eine kompakte Menge K' C E gibt, so dass

P[X, € K' firallet < T, X, € K] > (1 —¢)P[X, € K] fiir alle P € T
(3.31)
Dann sind Cy — Cs, C), und C, erfiillt.

iii) Zusétzlich zu den Bedingungen von i) sei das Dg[0, co)-Martingalproblem wohl-
gestellt. Dann sind die Lésungen Markov Prozesse, die eine Halbgruppe auf C'(E)

erzeugern.

Beweis. i): C; Dies folgt direkt aus dem Beweis von Hilfssatz , wobei Q das
Mass @ ist, das in (3.29)) erzeugt wurde.
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i): C; SeilP € I',) 7 € 7 und H > 0 und F,-messbar mit 0 < Ep[H] < co.
Definieren wir () durch (3.26). Fir (f,g9) € A, (hy) C B(E) und t; <ty -+ < tppq

haben wir

Eq|(f(Xen) = (X0, - / 9(X,) ds) f[m(xtk)}

THtn+1

= B [H] B | H (f(Xei0,0) = [ (Xris,) - / g(X,) ds) H Pi(Xrse,)|

Ttn i
=0.

Also ist Q € T.

i): C3 Dies folgt leicht.

ii): C; — C3 Diese Bedingungen folgen #hnlich wie in i).

ii): C, Dies folgt aus Hilfssatz [3.55

ii): Cf  Sei V C P(F) kompakt. Dann folgt aus Satz[2.14} dass es fiir 0 < ¢ < 1 und
T > 0 eine kompakte Menge K C E gibt, so dass v(K) > 1 —¢/2 fir alle v € V.
Nach (3.31]) gibt es eine Menge K. 7, so dass

PX;e K.rfirallet <T] >IP[X, € K. rfiirallet <T, Xy € K|
2
2(1—%)?[)(06[(]2(1—%) >1—¢

fiir alle IP € | J,o,, I',. Die Behauptung folgt nun aus Hilfssatz m
ii): C4 — C;  Dies folgt aus Hilfssatz , C} und Ci.

iii) Sei IP, die Losung des Dg[0, co)-Martingalproblems fiir (A, d,). Wegen
der Eindeutigkeit folgt aus Korollar dass die Losungen Markovsch sind. Sei
T(t)f(x) = E;[f(X:)]. Nach Satz gilt P,[X; = X,] = 1 fiir alle ¢. Sei
{z,} C E, v € E, so dass z,, — x. Aus Cj folgt, dass es eine konvergente Teil-

folge von IP, gibt. Wegen der Eindeutigkeit muss der Grenzwert IP, sein. Daher

gilt
i B, [£(X0)] = E, (X))
fiir jedes f € C(E). Daher gilt T(t)f € C(E). O

Hilfssatz 3.62. Sei (E,r) vollstindig und A C C(E) x B(E). Nehmen wir an,
fiir jedes kompakte K C E und n > 0 gibt es eine Folge von kompakten K, C F,
K C K,, und (f,gn) € A, so dass fiir F,, = {z : inf,ek, r(z,2) < n} gilt, dass

ﬁn,n = inf fn(y) — sup fn(y) > 07

yeK yeE\Fn
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lim 3, sup g, (y) =0
n— o0 yEF,

und

li L full = inf £, =0.

Tim 5l = inf f(w)
Dann gibt es fiir jedes kompakte K C E, ¢ > 0 und T' > 0 eine kompakte Menge
K’ C E, so dass

P[X, € K fiir alle t < T, X, € K] > (1 — 2)P[X, € K]
fiir alle IP € M 4.

Beweis. Fiir festes 7' > 0, K C E kompakt und n > 0 definieren wir 7,, = 0 falls
Xo ¢ K und 7, = inf{t : X; ¢ F,}, falls Xy € K. Dann gilt fiir IP € My,

Tn AT
Brlf, (Xo) = fu(Xoonr)] = B[ [ (X ds
und damit

ﬁn,nIP[O < Ty S T] S IEIP[(fn(XO) - fn<XTn))]I{O<Tn§T}]
~ B[~ [ 00 ds] + Bl (Xr) = £ (X)L

<IP[X, € K] <T5£ 9 (W) + I full = ;glg fn(y)> :

Daraus folgt

PX;, € F, firallet <T,Xq€ K|=1P[X, € K] -P0 <7, <T]|
> S - — i _
> PlXo € K](l B (T;élﬁl 9n () + |l full — inf fn(y)))

Daher gibt es fiir jedes m > 0 ein kompaktes K,, C E, so dass
P[X; € KY™ fiir alle t < T, X, € K] >IP[X, € K](1 —e27™™).

Die Aussage folgt nun fiir K gewéhlt als den Abschluss von (), o O

Beispiel 3.63. Sei £ = IR* und fiir f € C=°(IR?) setzen wir

2

1]

Af =23 a00,0+ S bonf
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wobei a; ; und b; messbare Funktionen sind, mit |a; ;(z)] < M(1+ |z|?) und b;(z) <
M(1 + |z|) fir ein M > 0. Fiir kompaktes K C B(0,k) und n > 0 sei K,, =
B(0,k 4+ n) und f,, € D(A) erfiille

fa(@) =1 +log(1+ (k +n+n)*) —log(1 + |z[*)

fir 2] < k4+n+nund 0 < fo(x) < 1 fiir |z] > K+ n+n. Somit ist 3,, >
log(1+ (k4 n+n)?) —log(1 + k?). Weiter haben wir |9;0; f,(z)] < 4(1+ |x[*)~! fiir
x € F,. Daraus folgt

‘2Za”88f ‘<2d2

fiir alle z € F,,. Weiter haben wir |9; f,,(z)| = 2|x;|(1 + |z[*)~! < 2|z|(1 + |=|?) ™! fiir
x € F,, und damit
fiir x € F,. Damit gilt

hm ﬁnn sup ¢, (y) =0.
y€ n

Wir bemerken, dass ||f,.|| — infyex f(y) <log(1+ k?). Also gilt auch

Tim 8, (Il full - inf fa(y)) =0.

Hilfssatz 3.64. Seil’ C P(Dg[0,00)) und 7, so dass Cy erfiillt ist. Seiu, h € B(E)

und nehmen wir an, dass
(T, h) = / u(z) dv = Ep [ / eth(X;) dt}
0
fiir alle v € P(FE) und P € T,. Dann ist fiir jedes IP € T'
t
[ux,) - /0 (u(X,) ~ h(X,)) ds}

ein {F;}-Martingal.

Beweis. SeilP eIt >0, Be F mit IP[B] >0, v(C) =IP[X; € C| B] fiir alle
C € B(E) und H = 1. Dann gilt mit Q gegeben durch (3.26)

// e h(X,) du dIP = // h(X.ss) ds dIP = IP[B]]EQ[/OOOe_sh(XS) ds]
=] [ute) av = [ ) ap.
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Da B beliebig war, gilt

Ep [/000 e *h(X,) ds ft] = e fu(X;) + /Ot e *h(X,) ds.

Die linke Seite ist ein Martingal. Die Aussage folgt nun aus Hilfssatz [3.26] 0

Satz 3.65. Sei (E,r) vollstindig und separabel. Sei T eine Menge von positiven
Borel-messbaren Funktionen auf Dg[0,00), die alle positiven Konstanten enthélt,
und {F;} sei durch gegeben. Sei I' C P(Dgl0,00)) und nehmen wir T', # ()
fiir alle v € P(E) an. Sei Ay die Menge der (f,g) € (B(E))?, so dass

(o= [ as) (3:32)

ein {F;}-Martingal ist fiir alle IP € T'. Unter der Annahme von C; — Cj gelten
folgende Aussagen:

i) Es gibt einen linearen dissipativen Operator A D Ay, so dass R(I — A) = B(E)
(und damit R(A — A) = B(E) fiir alle A\ > 0) und fiir jedes f € B(F) gibt es
eine beschriankte Folge { f,} C D(A), die punktweise nach f konvergiert.

ii) Entweder besteht I, aus einem Element fiir alle v oder es gibt mehrere Erwei-

terungen von Aj.

iii) Fiir jedes v € P(E) existiert P, € T',, welches die eindeutige (und daher
Markov’sche) Losung des Martingalproblems fiir (A,v) ist. Ist IP, die eindeu-

tige Losung des Martingalproblems fiir (A, d,), dann ist x — P, messbar und
P, = [P, dv(x).

iv) Jede Losung P des Martingalproblems fiir A erfiillt
P[X,; € C|F|=Px[C]

fiir jedes C' € Sp und 7 € 7.

Beweis. Seien {f; : k € IN} C C(F) positiv und nehmen wir an, dass es fiir
jedes f € B(FE) eine beschrinkte Folge {gx} im linearen Raum aufgespannt durch
{fn} gibt, so dass {gx} punktweise nach f konvergiert. So eine Folge gibt es nach
Proposition . Sei I© =T und I'Y = [',. Definieren wir

[+ — {]P eI'™ . Ep [/ e frnn(Xy) dt| =y (T, fk+1)}
0
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fiir alle v € P(E). Wir setzen T®) = (JT¥,
Wir zeigen zuerst durch Induktion, dass ¥ 7& (), und dass C; — Cjs fiir alle r®

erfiillt sind. er bezeichnen nun mit C ) die Bedingung C; fur F ™) Nehmen wir
also an, dass r 7é () und dass C; (k) C(k gilt. Wegen Cj ist r kompakt Da die
Abbildung P(Dg[0,00)) — R, IP — Ep[[;~ ¢ fr1(X,) dt] stetig ist, folgt, dass
¥ £ 0, und dass TS (die Menge der Punkte, die auf {y(I',u*))} abgebildet
werden), auch kompakt ist. Somit gilt Cgkﬂ Sei P € T¥™ und B € B(E) mit
0 < v(B) < 1. Definieren wir py(-) = v(BN-)/v(B) und ps(-) = v(B°N-)/v(B°).
C;k) impliziert, dass fiir )1, erhalten durch H; = T5(Xj), und @, erhalten durch
Hy = 15:(Xy),

YIP, fis1) = Ep []IB(X()) /Oooetfkﬂ(Xt) dt] + Ep []IBC<X0) /Oooetfk+1(Xt) dt}
— v(B)Eo, [ /O e (X)) dt] + u(B)Eq, [ /0 et a1 (X) dt]
<v(BY (W, firr) + (BT, fi)

gilt. Nach den Hilfssétzen und |3.57] muss Gleichheit gelten. Wegen C gibt es
ein ugy1 € B(E), so dass

’V(F;(/k)aka) = /uk+1 dv

fiir jedes v. Daher gilt

Ep [][B(XO) /Oooetka(Xt) dt} = v(B)y(TY, frr1) = v(B) /uk+1du1
= /BukH dv

Ep [ /0 e (X)) dt ‘ Xo = x} = U (2) (3.33)

und

v-f.s. folgt.

Wir zeigen jetzt Cgkﬂ). Sei IP € F,(,k+1), 7 € T, p die Verteilung von X, unter
IP und IP/ € F ) Dann gibt es wegen C(’c ein Q mit Randverteilung @) € Fl(,k), SO
dass B) gilt. Wir miissen zeigen, dass Q € IV, Sei du*(z) = (Ep e | X, =
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2]/ Ep[e~"]) du(z). Dann folgt mit Hilfe von und (333), dass
E, [ /0 e o () dt] -, [ /0 et ot (X)) dt} +E, [e_” /0 e o (Xone) dt
— Ep [ /0 Tt foar (X)) dt} + / Eple" | X, = 1]
» Epr [ /0 e o (X)) dt ‘ Xo = x] dpu(z)
B[ [ ¢ (X0 ] + Bnle ) [ (o) (o)
=B [ e (X) ] + Bale hT ).

Wegen Cgk) gibt es ein IP” € ng) , so dass

Epr [/OOO e f(Xy) dt] = Erple™” fg;[et_TaXT—H) 41 .

Also gilt
A0, i) = B[ [ et fuen(X0) ]
LJo
= Ep / e fir1(Xy) dt| + Ep [G_T/ e fra1(Xigr) dt]
LJo : 0

— Ep /0 et faa (X)) dt: + Eple | Epr [ /0 e e (X)) dt]

< Ep -/T e frna(Xy) dt| + Eple " Ty(TL fir1)
L/ ]
= Eq [/ e frr1(Xy) dt] <A(TP, firr) -
0

Damit muss Gleichheit gelten, und @) € NS

Als néchstes zeigen wir Cgk+1). Sei IP € I'®**1) und 7 € 7, und wir definieren p*

wie oben. Dann gilt fir B € F, mit 0 < IP[B] < 1, wobei wir Cgk) verwenden, dass

Bile 1, i) = B[ (X0 ]

= ]E]P |:I[Be_7—/ e_tfk+1 (X7-+t) dt:| + ]E]P |:][Bce_7—/ e_tfk-+1 (X7-+t) dt:|
0 0

— Er{loe o, [ [ e iaa(X0) de] + Bllore g, [ [ et fea (X0 df

< Epllpe (I, fisr) + Bplpee (TN, firn) ,
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wobei ()7 und (), die Masse sind, die durch Cgk) mit Randverteilung pj und g fiir
Xy gegeben sind. Die Hilfssétze [3.55| und [3.57] implizieren, dass Gleichheit gelten

muss. Daher haben wir

Ep []IBe*T / et foar (Xo o) dt} — Ep[lge ] / wpt it = Ep[Tge T (X,)]
0

woraus

Ep | /0 e fn(Xog) dt ] = wn(X)

folgt. Sei nun H > 0 F.-messbar mit 0 < Ep[H] < oo und sei @ das Mass, das
durch (3.26) definiert wird. Dann ist Q € T'®). Sei v die Randverteilung von Xj. Es

folgt, dass

E, [/OOO e frn(X2) dt} _ Ep[H fo leE;;JEI;[r]l(XTH) di]
Ep[HEp[ [, ¢ fry1(Xry) dt | 7]
Ep[H]
. IEIP[HU 1(XT)] _ _
= PR Sl Egluca (X0)) = [ do

= 7(F£k)7 fk‘+1) .

Also gilt Q € T'*++1),
Wir zeigen nun Cékﬂ). Nach den Hilfssétzen und [3.57] gilt

’
V(F;Jﬁ(pa)w fer1) = ay(TF), frp1) + (L= a)y(TP), firn) -

Sind also 1Py, 1P, € I'*+D_ dann ist auch alP; + (1 — a)IPy € [+,

Schliesslich zeigen wir Cflkﬂ). Sei h € C(E) mit h > 0 und £ > 0. Dann gibt es
ein v, € B(FE), so dass

YW, forr +eh) = /vE dv
fir alle v € P(F). Wir bemerken, dass fiir IP € ri
/ v. dv > Ep [ /0 e e (X)) dt} +eEp [ /0 T e th(x,) dt
- / Uy dv + eEp [ / e (X)) dt] .
0
Da IP beliebig war, gilt

/vE dv > /Uk+1 dv + ey(TH+D p).



3. MARKOV PROZESSE 113

Fiir v = §, folgt v.(x) > ugy1(z) und
lim =~ (02(w) = wiaa (7)) 2 AT ).

Fiir € > 0 wahlen wir IP, € Fl(,k), so dass

/v6 dv = Ep, [/ e (frr1(Xy) +eh(Xy)) dt] .
0
Da v > w1, folgt dass lim,_, [ v. dv > [ k41 dv und
/vs dv < Ep, [/ e fr1(Xy) dt] +e||h]| < /ukﬂ dv +€l|h]| .
0

Also haben wir lim._o [v. dv = [wugy1 dv. Also ist jeder Grenzwert von {IP.} in
%Y Das bedeutet,

e—0

T [ &7 (v — ugyr) dv < T By, [ / e~th(X,) dt} < A (T*+D Ry
E—> 0

Insbesondere gilt

T e (v (2) = up (@) < (05, h).
Also ist die Funktion
o(x) = lime ™ (v.(2) — wpir () = 1(TF b)

e—0

messbar. Wir haben dann

A(TED B =lim [ e (0. — upg) dv = /v dv,

e—0

da 0 < e Hv. — ugy1) < |1, und damit gilt Cflkﬂ).

Wir setzen nun I'®) = T'®). Da I', kompakt und nicht leer ist, und i -
Fz(/k) kompakt ist, ist auch I' (VOO) nicht leer. Nach Hilfssatz ist

t
w(X) =~ [ (X)) - flX) ds
0
ein Martingal fiir alle k > 1 und P € I'®) . und damit fiir alle IP € I'(*)_ Sei

A= {(f, g) € (B(E))?: (3.32) ist ein {F;}-Martingal fiir alle IP € F(OO)} :

Dann ist Ay C A, und da (ug,ur — fr) € A, folgt dass R(I — A) den linearen
Raum enthélt, der von {fx} aufgespannt wird. Nach der Konstruktion der {fx}
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ist also R(I — A) = B(FE). Nach Proposition ist A dissipativ, und damit gilt
nach Hilfssatz |1.16, dass R(A — A) = B(F) fiir alle A > 0. Sei IP € Fg:o). Nach
Hilfssatz [3.26] haben wir

Fla) = | [~ e M) - Af X)) ]
fiir alle f € D(A). Fiir h € B(E) und f = (A — A)"'h ergibt dies

(A — A)"Lh(z) = Ep [ / e B (X, dt] .

0

Dies ist eine Laplace-Transformierte. Da X rechtsstetig ist, folgt dass

A—00 A—00

lim A — A)"h(z) = lim Ep [ / T e Mh(X,) dt] — h(z)

fiir jedes h € C'(E). Da der Operator dissipativ ist, haben wir [|A\(A—A)~1h|| < |4
Somit kann jedes h € C(FE) und damit jedes h € B(FE) als der punktweise Grenzwert

einer beschriankten Folge aus D(A) erhalten werden.

Nach Korollar .41 hat das Dg[0, oo)-Martingalproblem fiir (A, v) héchstens eine
Losung. Da i # () hat es genau eine Losung. Besteht I', aus mehreren Elementen
fiir ein v € P(E), dann gibt es IP, P’ € T', und k£ > 0, so dass

Ex| /0 (X)) df] # B /0 Tt dt]

Sonst wiren IP, P’ € '™ und das Martingalproblem fiir (A, v) wire nicht eindeutig.
Ersetzen wir { f,,} durch {|| f,.||— fin }, so erhalten wir damit eine andere Folge {f‘(yk)},
fiir die [ NTE = ¢ gilt. Da das Dg[0, co0)-Martingalproblem eindeutig ist, folgt
A+ A.

Es folgt aus Korollar [3.40] dass jede Losung des Martingalproblems Markov’sch
ist. Die Halbgruppe {7T'(t)} (definiert auf D(A)), die durch A erzeugt wird, kann

dargestellt werden als
T(t)f(z) = Ep,[f(X:)].

Mittels beschriankter Konvergenz folgt, dass {T'(t)} zu einer Halbgruppe auf B(FE)
erweitert werden kann. Somit ist P(¢, z, B) = Ep, [15(X;)] cine Ubergangsfunktion,
und nach Proposition ist IP,(B) eine Borel-messbare Funktion in x fiir alle
B € Sg. Fiir jedes v € P(E) ist das Mass

P, — / P, dv(z)
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eine Losung des Martingalproblems fiir (A, v). Damit ist es das einzige Element von
(c0)

P]/ .

Sei P € 1), € T und H > 0 F,-messbar mit 0 < Ep|[H] < co. Nach C{ ist
das Mass @ definiert durch in T fiir alle k, also ist Céoo) erfiillt. Sei B € F,
mit IP[B] > 0 und u(D) = Ep[I15(X,)]/P|B] fir D € B(E). Da Ty aus nur
einem Punkt besteht, folgt

Ep [113110 /]P | du(a

fiir alle C' € Sg, oder dquivalent dazu

Ep[I51c(X / Py [C

Daher ist
P[X,. € C | F] = Px.[C]

erfiillt. O
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