
H. Schmidli Risikotheorie SS 15

Lösung der Klausur

1. Wir haben u′i(z) = 1/(ci + z). Somit muss es Konstanten θi geben, so dass

1

ci + wi − fi(X)
=

θi
c1 + w1 − f1(X)

.

Also haben wir

fi(X) = ci + wi +
f1(X)− c1 − w1

θi
.

Dies ergibt für Σ =
∑n

i=1Xi

Σ =
n∑
i=1

fi(X) =
n∑
i=1

(ci + wi) + (f1(X)− c1 − w1)
n∑
i=1

θ−1
i .

Wir erhalten

f1(X) = c1 + w1 +
Σ−

∑n
i=1(ci + wi)∑n
i=1 θ

−1
i

.

Damit ist

fj(X) = cj + wj +
Σ−

∑n
i=1(ci + wi)

θj
∑n

i=1 θ
−1
i

.

Damit wird das Gesamtrisiko proportional gegen eine Prämie verteilt.

2. a) Wir haben

IIP[Yij > x] = IIE[IIP[Yij > x | Θi]] = IIE[e−Θix] =

∫ ∞
0

e−ϑx
αγ

Γ(γ)
ϑγ−1e−αϑ dϑ

=
αγΓ(γ)

Γ(γ)(α + x)γ
=
( α

α + x

)γ
.

Somit ist Yij Pareto(γ, α) verteilt. Der Erwartungswert existiert falls γ > 1
und ist α

γ−1
.

b) Die gemeinsame Dichte ist

αγ

Γ(γ)
ϑγ−1e−αϑ

m∏
j=1

ϑe−ϑyj =
αγ

Γ(γ)
ϑγ+m−1 exp

{
−
(
α +

m∑
j=1

yj

)
ϑ
}
.

Somit ist die bedingte Verteilung von Θi bedingt auf Yi1, . . . , Yim eine Γ(γ+
m,α +mȲi)-Verteilung.
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c) Unter Verwendung von a) und b), erhalten wir

IIE[m(Θi) | Yi1, . . . , Yim] = IIE[Yi(m+1) | Yi1, . . . , Yim]

=
α +mȲi
γ +m− 1

= ZȲi + (1− Z)
α

γ − 1

mit den Kredibilitätsfaktor

Z =
m

γ +m− 1
=

1

1 + (γ − 1)/m
.

Letzterer Ausdruck macht natürlich nur Sinn, falls γ > 1.

d) Der Erwartungswert IIE[Y1] = ∞ existiert nicht, aber nach nur einer Beob-
achtung existiert der bedingte Erwartungswert IIE[Yi(m+1) | Yi1, . . . , Yim] <
∞.

3. a) Betrachten wir den Prozess im Zeitpunkt T1 ∧ h, so erhalten wir für f(t) =
uert + c ert−1

r

δ(u) = e−λhδ(f(h)) +

∫ h

0

∫ f(t)

0

δ(f(t)− y) dG(y)λe−λt dt .

Da f(t) für t ↓ 0 nach u konvergiert, ist δ(u) rechtsstetig. Umgruppierung
und Division durch h gibt

0 =
f(h)− u

h
· δ(f(h))− δ(u)

f(h)− u
− 1− e−λh

h
δ(f(h))

+
1

h

∫ h

0

∫ f(t)

0

δ(f(t)− y) dG(y)λe−λt dt .

Lassen wir h ↓ 0, folgt dass δ(u) von rechts differenzierbar ist, und dass

(c+ ru)δ′(u) + λ
[∫ u

0

δ(u− y) dG(y)− δ(u)
]

= 0 .

Ein ähnliches Argument zeigt Differenzierbarkeit von links.

b) Anfangskapital 0 erzeugt keine Einnahmen. Daher ist δ(0) = 0. Wir wissen
aus der Vorlesung∫ ∞

0

δ′(u)e−su du = sδ̂(s)− δ(0) = sδ̂(s)

und ∫ ∞
0

e−su
∫ u

0

δ(u− y) dG(y) du = δ̂(s)MY (−s) .

Multiplizieren wir die Gleichung mit e−su und integrieren über (0,∞), so
erhalten wir mit dem Hinweis

−r d

ds
(sδ̂(s))−λδ̂(s)(1−MY (−s)) = −rsδ̂′(s)−(r+λ(1−MY (−s)))δ̂(s) = 0 .
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c) Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit der allgemeinen Lösung

δ̂(s) = C exp
{
−
∫ s

1

r + λ(1−MY (−v))

rv
dv
}

=
C

s
exp
{
−
∫ s

1

λ(1−MY (−v))

rv
dv
}
.

Als Randbedingung erhalten wir 1 = δ(∞) = lims↓0 sδ̂(s). Somit ist C =

exp{−
∫ 1

0
λ(1−MY (−v))

rv
dv}, und wir erhalten die Lösung

δ̂(s) =
1

s
exp
{
−
∫ s

0

λ(1−MY (−v))

rv
dv
}
.
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