
H. Schmidli Risikotheorie WS 18/19

Lösung der Klausur

1. Wir haben u′i(z) = (ci + z)α−1. Somit muss es Konstanten θi > 0 geben, so dass

(ci + wi − fi(X))α−1 = θα−1i (c1 + w1 − f1(X))α−1 .

Also haben wir
fi(X) = ci + wi + θi(f1(X)− c1 − w1) .

Dies ergibt

n∑
i=1

Xi =
n∑
i=1

fi(X) =
n∑
i=1

(ci + wi) +
( n∑
i=1

θi

)
(f1(X)− c1 − w1) .

Wir erhalten

f1(X) = c1 + w1 +
1∑n
j=1 θj

n∑
j=1

(Xj − cj − wj) .

Damit ist

fi(X) = ci + wi +
θi∑n
j=1 θj

n∑
j=1

(Xj − cj − wj) .

Damit wird das Gesamtrisiko proportional gegen eine Prämie verteilt.

2. a) Wir erhalten

IIP[Nj = n] = IIE[IIP[Nj = n | Θ]] = IIE[(1−Θ)Θn]

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

ϑn+α−1(1− ϑ)β dϑ

=
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + n)Γ(β + 1)

Γ(α + β + n+ 1)

=
βα(α + 1) · · · (α + n− 1)

(α + β)(α + β + 1) · · · (α + β + n)
.
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Für β > 1 erhalten wir für den Erwartungswert

IIE[Nj] = IIE[IIE[Nj | Θ]] = IIE
[ Θ

1−Θ

]
=

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

ϑα(1− ϑ)β−2 dϑ =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + 1)Γ(β − 1)

Γ(α + β)

=
α

β − 1
.

Für 0 < β ≤ 1 zeigt die obige Rechnung, dass der Erwartungswert unendlich
ist.

b) Sei n = n1+n2+· · ·+nm. Die gemeiname Verteilung von Θ und (N1, . . . , Nm)
ist

Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
ϑα−1(1− ϑ)β−1

m∏
j=1

(1− ϑ)ϑnj =
Γ(α + β)

Γ(α)Γ(β)
ϑα+n−1(1− ϑ)β+m−1 .

Bis auf die Konstanten ist dies (für Θ) die Dichte der B(α + n, β + m)
Verteilung. Somit ist Θ bedingt auf (N1, . . . , Nm) B(α + n, β + m) verteilt.
Aus dem ersten Teil der Aufgabe erhalten wir somit den Bayes Schätzer

IIE[Nm+1 | N1, N2, . . . , Nm] =
α +

∑m
j=1Nj

β +m− 1
,

da β +m > 1.

3. a) Aus ∫ τ

0

e−δtc1ICt=b dt ≤
∫ ∞
0

e−δtc dt ≤ c

δ

folgt die Behauptung.

b) Betrachten wir den Zeitpunkt T1 ∧ h für 0 < h ≤ (b− u)/c. Wir erhalten

φ(u) = e−λhe−δhφ(u+ ch) +

∫ h

0

e−δt
∫ u+ct

0

φ(u+ ct− y) dG(y)λe−λt dt .

Lassen wir h ↓ 0, so sehen wir, dass φ(u) rechtsstetig ist. Umordnen ergibt

0 = c
φ(u+ ch)− φ(u)

ch
− 1− e−(λ+δ)h

h
φ(u+ ct)

+
1

h

∫ h

0

e−δt
∫ u+ct

0

φ(u+ ct− y) dG(y)λe−λt dt .

Der Integrand konvergiert für t ↓ 0. Damit konvergieren alle Terme nach dem
ersten Term. Das bedeutet, dass auch der erste Term konvergieren muss und
die Ableitung von rechts existiert. Lassen wir h ↓ 0, so folgt

0 = cφ′(u)− (λ+ δ)φ(u) + λ

∫ u

0

φ(u− y) dG(y) ,

was die Aussage beweist.
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c) Sei u = b und betrachten wir den Prozess bis zum Zeitpunkt T1. Dann
erhalten wir

φ(b) =

∫ ∞
0

[∫ t

0

e−δsc ds+ e−δt
∫ u

0

φ(b− y) dG(y)
]
λe−λt dt .

Es gilt

c

∫ ∞
0

∫ t

0

e−δs dsλe−λt dt = c

∫ ∞
0

e−δs
∫ ∞
s

λe−λt dt ds

= c

∫ ∞
0

e−δse−λs ds =
c

λ+ δ
.

Somit erhalten wir durch Ausrechnen des anderen Integrals

φ(b) =
c

λ+ δ
+

λ

λ+ δ

∫ b

0

φ(b− y) dG(y) .

d) Die Gleichung aus c) kann geschrieben werden als

c+ λ
[∫ b

0

φ(b− y) dG(y)− φ(b)
]
− δφ(b) = 0 .

Vergleichen mit der Gleichung aus b) für b = u ergibt φ′(b) = 1.
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