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Lösung der Nachklausur

1. Wir haben u′i(z) = e−βiz. Somit muss es Konstanten θi ∈ IR geben, so dass

e−βi(wi−fi(X)) = eθie−β1(w1−f1(X)) .

Also haben wir

fi(X) = wi +
θi
βi

+
β1
βi

(f1(X)− w1) .

Dies ergibt

n∑
i=1

Xi =
n∑
i=1

fi(X) =
n∑
i=1

(
wi +

θi
βi

)
+
( n∑
i=1

β1
βi

)
(f1(X)− w1) .

Wir erhalten mit θ1 = 0,

f1(X) = w1 +

∑n
j=1Xj − wj − θj

βj

β1
∑n

j=1
1
βj

.

Damit ist

fi(X) = wi +
θi
βi

+

∑n
j=1Xj − wj − θj

βj

βi
∑n

j=1
1
βj

.

Damit wird das Gesamtrisiko proportional gegen eine Prämie verteilt.

2. a) Wir haben

IIE[σ2] =
αγ

Γ(γ)

∫ ∞
0

1

2t
tγ−1e−αt dt =

αγ

Γ(γ)

Γ(γ − 1)

2αγ−1
=

α

2γ − 2

unter der Bedingung, dass γ > 1. Analog

IIE[σ4] =
α2

4(γ − 1)(γ − 2)
,

vorausgesetzt dass γ > 2. Die Bedingung γ > 2 muss also erfüllt sein.
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b) Die gemeinsame Dichte von τ und X1, . . . , Xm ist für t > 0,( t
π

)m/2
exp
{
−t

m∑
i=1

x2i

} αγ

Γ(γ)
tγ−1e−αt = Ctγ+m/2−1 exp

{
−
(
α +

m∑
i=1

x2i

)
t
}
.

Dies ist die Dichte einer Gamma Verteilung. Somit ist die a posteriori Ver-
teilung von τ Γ(γ +m/2, α +

∑m
i=1 x

2
i ).

c) Aus a) und b) erhalten wir

IIE[σ2 | X1, . . . , Xm] =
α +

∑m
i=1X

2
i

2γ +m− 2
.

d) Leiten wir nach g0 ab, erhalten wir die Bedingung erster Ordnung

0 = IIE
[
g0 +

m∑
j=1

gjXj − σ2
]

= g0 + 0− IIE[σ2] = g0 −
α

2γ − 2
.

Somit gilt g0 = α
2γ−2 . Leiten wir nach gk für k ≥ 1 ab, so erhalten wir die

Bedingung

0 = IIE
[(
g0 +

m∑
j=1

gjXj − σ2
)
Xk

]
=

m∑
j=1

IIE[gjXjXk]− IIE[σ2Xk] .

Sei j 6= k. Dann erhalten wir

IIE[XjXk] = IIE[IIE[XjXk | σ2]] = IIE[0] = 0 .

Für j = k, ist
IIE[X2

k ] = IIE[IIE[X2
k | σ2]] = IIE[σ2] .

Weiter ist
IIE[σ2Xk] = IIE[σ2IIE[Xk | σ2]] = IIE[0] = 0 .

Also ist die Gleichung gkIIE[σ2] = 0, also gk = 0. Dies gibt den linearen
Bayes-Schätzer g0 = α

2γ−2 . Der Schätzer ist konstant. Der Parameter σ2

misst den Abstand zu µ = 0. Somit haben Xk und −Xk das selbe Gewicht.
Das heisst, der Schätzer s2− = g0 −

∑m
j=1 gjXj ist genau so gut, wie der

gesuchte Schätzer s2+. Damit ist auch 1
2
(s2+ + s2−) = g0 genau so gut. Daher

muss der Schätzer konstant sein. Insbesondere ist ein linearer Schätzer hier
keine gute Wahl.

3. Sei zuerst n = 0. Wegen T0 = 0 ist ψ0(u) = 0 und die Behauptung ist trivial.

Sei nun n ≥ 1 und nehmen wir ψn−1(u) < e−Ru an. Tritt Ruin vor Tn auf,
dann kann er beim ersten Schaden auftreten, oder bei einem der n− 1 folgenden
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Schäden. Bedingen auf CT1 ergibt IIP[τ ≤ Tn | CT1 ] = ψn−1(CT1), wobei wir
ψn−1(x) = 1 für x < 0 setzen. Somit

ψn(u) =

∫ ∞
0

(∫ u+ct

0

ψn−1(u+ ct− y) dG(y) +

∫ ∞
u+ct

1 dG(y)
)
λe−λt dt

<

∫ ∞
0

(∫ u+ct

0

e−R(u+ct−y) dG(y) +

∫ ∞
u+ct

1 dG(y)
)
λe−λt dt

≤
∫ ∞
0

(∫ u+ct

0

e−R(u+ct−y) dG(y) +

∫ ∞
u+ct

e−R(u+ct−y) dG(y)
)
λe−λt dt

= e−Ru
∫ ∞
0

eRy dG(y)

∫ ∞
0

λe−(Rc+λ)t dt

=
λMY (R)

λ+ cR
e−Ru = e−Ru

wobei die letzte Gleichung aus λ(MY (R) − 1) − cR = 0 folgt. Da ψ(u) =
limn→∞ ψn(u) folgt die Lundberg-Ungleichung.
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