H. Schmidli Stochastik I SS 06

Klausur

1. Sei (€2, F) ein messbarer Raum und p eine endliche additive Mengenfunktion auf
F. Das heisst, pu(2) < oo und fiir disjunkte Mengen A und B gilt, u(AU B) =
p(A)+u(B). Dies bedeutet insbesondere, dass p(f)) = 0. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

a) u ist ein Mass.
b) Sind {A, :n € IN} C F, so gilt j(UnemAn) <D e #(An).

c) Sind {A, : n € IN} C F, so dass A, C A,41, so gilt lim, . pu(4,) =

d) Sind {A, : n € IN} C F, so dass A,41 C A,, so gilt lim, . pu(A4,) =
N(ﬂnelNAn)'

e) Sind {4, : n € IN} C F, so dass A, 1 C A, und NuewA, = 0, so gilt
lim,, o p(Ay) = 0.

2. Seien f(z) und g(x) zwei nicht identische Dichten von Verteilungsfunktionen
beziiglich eines Masses p auf IR. X;, X5, ... seien iid Zufallsvariablen mit der
Dichte f(z). Die beiden Dichten haben den gleichen Triger, das heisst wir diirfen
annehmen, dass g(x) > 0 und f(x) > 0 p-fast sicher. Wir bilden den Likelihood-

koefflizienten
o 9D g(Xs)
X)) f(X)

Weiter definieren wir die Filtration F,, = o(X3,...X,,). Seien «, § zwei Zahlen
aus (0,1) und 7' = inf{n : R, > o~ ! oder R, < 3}. T ist dann eine Stoppzeit.

a) Zeigen Sie, dass {R,} ein Martingal ist.
b) Zeigen Sie, dass R, (f.s.) nach Null konvergiert.
c) Zeigen Sie, dass [E[Ry] < 1.

Wir testen nun die Hypothese Hy: “die Dichte ist f(x)” gegen die Alterative H 4:
“die Dichte ist g(x).” Wir akzeptieren H 4, falls Ry > o', und wir behalten H
bei, falls Ry < 3.



d) Zeigen Sie, dass das Niveau des Testes mindestens « ist, i.e. Py [Rr >
—1
a '] <a.

e) Schliessen Sie, dass falls g(x) anstelle von f(x) die Dichte der Verteilung
von {X;} ist, dass das Niveau des Testes mindestens 3 betrédgt, das heisst
IPH1[}%T < 6] < ﬁ
Hinweis: Betrachten Sie den Prozess {R,'}.

a) Seir > 0und g(x) eine endliche fallende Funktion, so dass [} e"|g(x)| da <
oo. Wir wollen zeigen, dass z(z) = ¢"*g(x) direkt Riemann integrierbar ist.
Zeigen Sie, dass fiir h > 0

eth/ e g(z) de < a(h) < &(h) < e2’“h/ e g(z) dz + he™g(0)
\ 0

und schliessen Sie, dass z(z) direkt Riemann integrierbar ist.
Hinweis: Schéitzen Sie sup{z(t) : (k — 1)h < t < kh} und inf{z2(¢) : (k —
1)h <t < kh} nach oben bezw. nach unten ab.

Wir betrachten nun die Variable B(t) = T,+1 — t, die Zeit bis zum néchsten
Ereignis. Wir interessieren uns fiir die Funktion f(t) = E[e™"2®)] fiir ein r > 0.
Wir nehmen an, dass die Verteilung von F'(y) von Y; nicht arithmetisch ist.

b) Zeigen Sie, dass f(t) eine Erneuerungsgleichung erfiillt.

c) Finden Sie lim;_, f(2).



