H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie | SS 06

Losung der Klausur

1. Durch Induktion folgt, dass fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, As ..., A,

LA = (A -

“a)=>b)” Dies ist eine Eigenschaft des Masses.
“b)=-c)” Setzen wir B,i1 = An1 \ A,. Die Folge u(A,) ist mononton, da

w(Ans1) = p(An) + p(Br) > p(Ay,). Somit gilt lim, oo p(Ar) < w(UpemwAn)-
Weiter haben wir

M(UnEINAn) ne]NB Z ,U,

Wire Y 2, i(B,) = oo, dann wire p(A,,) = > u(Bp) > n(UnemAy,) fiir ein
m € IN, was nicht sein kann. Also ist > p(B,) < 0o. Sei ¢ > 0. Dann existiert
ein m € IN, so dass » >~ . pu(By) < e. Wir haben dann

(Am) = ZN(Bn> > ZH(BH) —& 2> (UpemwA,) — € .

Somit ist lim, o0 (Ar) > w(UpemwAn).
“c)=d)” Wir haben u(A,) = pn(Q) — p(Ag), und A5 C AS_ . Also

p(2) = lim (A7) = p(Q) = p(Unemw A7) = p({Unem A7 1)
:u( nelNAn) :

“d)=e)” Aus p(@ U Q) = w(®) + p(0) folgt, dass u(d) = 0. Somit folgt die
Aussage aus d).

“e)=-a)” Seien {B,} paarweise disjunkt. Wir setzen A = {U,,ew By} und A, =
A\A{Ur B} = {U¥_, . 1Bn}. Dann ist A,41 C A, und NypenwA, = 0. Somit
haben wir lim,,_, #(A4,) = 0. Insbesondere ist

lim p(Ay)

n—oo

= 3" u(By) + ul(Ay) —gggoZu (By) + (A ZM (B) -
k=1

Also ist p ein Mass.



2.

a)

b)

d)

Es gilt

:Rn/g(x)du:Rn.

Da R, positiv ist, folgt mit Induktion, dass R, integrierbar ist. Dass R,
adaptiert ist, ist klar.

Als positives Martingal konvergiert { R, } gegen einen Grenzwert R.,. Da f
und g nicht identisch sind, ist IP[|1 — ¢(X,,)/f(X,)| > €] > 0 fiir ein € > 0.
Aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass |1 —¢(X,,)/f(X,)| > € unendlich
oft gilt. Aber R, 11 = R,9(X,11)/f(Xpy1) kann dann nur dann gegen einen
endliche Grenzwert konvergieren, falls der Grenzwert 0 ist.

Das Lemma von Fatou ergibt 1 = lim,, o I[E[Rran] > E[R7.

Da R, nach 0 konvergiert, ist T" unter Hy endlich. Also gilt

1> IE[RT] = IE[RT; Ry < ﬁ] + IE[RT; Ry > ofl]
> [E[Rr; Ry < B]+a 'P[Rr > o' > a 'IP[Ry > a7 1]

Daraus folgt die Behauptung.

Durch vertauschen von f und g miissen wir unter IPg, den Prozess {R,'}
betrachten. Aus dem vorhergehenden Resultat folgt

Pp, [Rr < f] =Pg[R;' > 7] < 6.
Da g(x) fallend ist, muss g(x) in [—00, 00) konvergieren. Aus der Endlichkeit

des Integrals, folgt, dass g(x) nach Null konvergiert, und daher positiv ist.
Wir haben

sup{z(t) : (k — D)h <t < kh} <e™g((k —1)h) < 2 herE=Dhg (1 —1)h)
<e¥Minf{z(t) : (k—2)h <t < (k—1)h} .

Damit konnen wir die Obersumme abschéatzen
&(h) < he™g(0) + e*"a(h) < he™g(0) + ¥ / e g(r) do .
0
Analog folgt fiir die Untersumme

o(h) > ¢ MG (h) — hsup{=(t) : 0 < t < h}) > e~ /0 e g(x) da |



b)

Lassen wir h | 0, so folgt
/ eg(x) dz <limg(h) <lima(h) < / eg(x) dz .
0 0

Somit ist z(z) direkt Riemann integrierbar.

Wir bedingen auf Ty. Fiir T} > t, so kennen wir e 719 Ist T} < ¢, so
suchen wir f(t — T}). Dies ergibt

f(t):/too e dF (s /ft—de s) .

Dies ist eine Erneuerungsgleichung.

Schreiben wir z(t) = e™ [ e ™ dF(s), so ist g(t) = [~ e dF(s) eine
fallende Funktlon Es gilt

/Ooo/t o) qF(s) dt = // s qt dF(s)

C1l—e"®
= dF
/0 7 ar(s) <

Somit ist z(t) direkt Riemann integrierbar. Somit erhalten wir den Grenz-

wert
01 TS 0 s .
lim f(t) = dF(s) =\ e " dt dF(s)
t—o00 0 r 0 0

_ )\/00(1 — P(t)e dt

Dies ist (nicht tiberraschend) die Laplace-transformierte der asymptotischen
Verteilung.



