H. Schmidli Stochastik I SS 06

Nachklausur

1. Sei 2 eine Menge und A C € eine Klasse von Teilmengen, so dass

i) Qe A,

ii) Sind A, B € A, so ist B\ A eine endliche disjunkte Vereinigung von Mengen
aus A,

iii) Sind A, B € A, soist AN B € A.

Seien weiter 1 und v zwei o-endliche Masse auf o(A), so dass u(A) < v(A) fur
alle A € A. Zeigen Sie, dass pu(A) < v(A) fir alle A € o(A) gilt.

Hinweis: Verwenden Sie den Beweis des Fortsetzungssatzes.

2. Seien {X,, : n € IN} iid Variablen mit IE[X,] > 0. Sei 0(r) = logE[e"*"].
Wir nehmen an, dass es ein ry > 0 gibt, so dass 6(r) < oo fiir 0 < r < 1
und lim,4,, 0(r) = co. Wir bezeichnen mit S,, = >";'_, X}, die zu {X,,} gehorige
Irrfahrt. Sei nun fiir x > 0 7(z) = inf{n : S, > x}. Die Variable 7(z) ist dann
eine Stoppzeit.

a) Zeigen Sie, dass fiir 0 < r < ry der Prozess {exp{rS,,—né(r)}} ein Martingal
beziiglich der Filtration F,, = o(Xq,...,X,,) ist.

b) Sei B > 0. Zeigen Sie, dass IE[e?"®)] < e7"* wobei r > 0 die positive
Losung der Gleichung 0(r) = [ ist.
Hinweis: Es gilt IE[M,,,| = E[M,1,<,] + E[M,1,-,].

3. Seien {X,, : n € IN} und {Z,, : n € IN} zwei Folgen von iid positiven Variablen
mit Verteilungsfunktion Fx(z) und Fz(z). Alle Variablen seien unabhéngig. Die
Mittelwerte px und py seien endlich. Wir setzen Y,, = X,, + Z,,. Der Einfachheit

halber sei die Verteilung von Y,, nicht arithmetisch.
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Wir sind nun interessiert an der Wahrscheinlichkeit

F(t) = IP[EIn : zn:Yk <t < Xoo +znjyk] ,
k=1 k=1



also die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit t eine X-Periode ist. Wir setzen wie
iblich S°)_, Y3 = 0.

a) Zeigen Sie, dass f(t) eine Erneuerungsgleichung erfiillt.

b) Bestimmen Sie lim; ., f(¢). Begriinden Sie insbesondere, dass der Grenz-
wert existiert.



