
H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie I SS 06

Lösung der Nachklausur

1. Wir bezeichnen mit U(A) die Menge der abzählbaren Überdeckungen von A mit
Mengen aus A. Da A und µ, bzw. ν die Voraussetzungen des Fortsetzungssatzes
erfüllen, haben wir für alle A ∈ σ(A)

µ(A) = inf
{ ∞∑
n=1

µ(Bn) : {Bn} ∈ U(A)
}
,

ν(A) = inf
{ ∞∑
n=1

ν(Bn) : {Bn} ∈ U(A)
}
.

Sei ε > 0. Dann existiert {Bn} ∈ U(A), so dass ν(A) >
∑∞

n=1 ν(Bn)− ε. Damit
ist

µ(A) ≤
∞∑
n=1

µ(Bn) ≤
∞∑
n=1

ν(Bn) < ν(A) + ε .

Da ε beliebig war, gilt µ(A) ≤ ν(A).

2. a) Aus IIE[erSn ] = IIE[
∏n

k=1 e
rXk ] =

∏n
k=1 IIE[e

rXk ] <∞ folgt die Integrierbarkeit.
Es ist auch klar, dass der Prozess adaptiert ist. Weiter haben wir

IIE[exp{rSn+1 − (n+ 1)θ(r)} | Fn] = exp{rSn − (n+ 1)θ(r)}IIE[erXn+1 | Fn]
= exp{rSn − (n+ 1)θ(r)}eθ(r) = exp{rSn − nθ(r)} .

Somit handelt es um ein Martingal.

b) Wir bemerken, dass Sn →∞ für n→∞. Somit ist τ(x) <∞. Weiter haben
wir

IIE[e−βτ(x)]erx = IIE[erx−βτ(x)] ≤ IIE[erSτ(x)−βτ(x)] .

Aus dem Stoppsatz erhalten wir

1 = IIE[erSτ(x)∧n−β(τ(x)∧n)] = IIE[erSτ(x)−βτ(x)1Iτ(x)≤n] + IIE[erSn−βn1Iτ(x)>n] .

Lassen wir n → ∞, so konvergiert der erste Term wegen der monotonen
Konvergenz nach IIE[erSτ(x)−βτ(x)]. Der zweite Term ist durch erx beschränkt.
Somit konvergiert dieses wegen der beschränkten Konvergenz nach Null.
Also ist

IIE[e−βτ(x)]erx ≤ 1 ,

was äquivalent zur Behauptung ist.
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3. a) Der Prozess {Yn} ist ein Erneuerungsprozess. Nehmen wir an, wir kennen
X1 und Z1. Ist X1 > t, so liegt t in einer X-Periode. Ist X1 ≤ t und
X1 + Z1 > t, so liegt t in einer Z-Periode. Ist X1 + Z1 = s ≤ t, so haben
wir eine Erneuerung und damit ist die gesuchte (bedingte) Grösse f(t− s).
Insgesamt erhalten wir

f(t) = 1 · (1− FX(t)) + 0 · IIP[X1 < t ≤ X1 + Z1] +

∫ t

0

f(t− s) dFY (s) ,

was eine Erneuerungsgleichung ist.

b) Wir haben angenommen, dass FY nicht arithmetisch ist. 1−FX(t) ist fallend
und

∫∞
0

1 − FX(t) dt = µX < ∞. Somit ist 1 − FX(t) direkt Riemann
integrierbar. Nach dem Erneuerungstheorem erhalten wir somit

lim
t→∞

f(t) =
µX
µY

=
µX

µX + µZ
.
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