
H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie I SS 09

Klausur 27. Juli 2009

1. Sei (Ω,F , IIP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E1, E2 metrische separable Räume,
ausgestattet mit den Borel σ-Algebren B(Ei). Sei weiter X eine Zufallsvariable
mit Werten in E1 und H ⊂ F eine sub-σ-Algebra. Zeigen Sie, dass es zu jeder
beschränkten B(E1)×H-messbaren Funktion ψ : E1×E2 → IR eine beschränkte
B(E2)×H-messbare Funktion ϕ : E2 × Ω → IR gibt, so dass

IIE[ψ(X, Y ) | H](ω) = ϕ(Y (ω), ω)

für jede H-messbare Zufallsvariable Y mit Werten in E2.

2. Sei {Lt} ein Martingal mit Lt > 0 und IIE[Lt] = 1. Wir definieren das Mass
IIP∗[A] = IIE[Lt;A] für alle A ∈ Ft für ein t. Sei nun Z eine Fs-messbare Zufalls-
variable, und t < s.

a) Zeigen Sie, dass
IIE∗[Z | Ft] = L−1

t IIE[LsZ | Ft] .

b) Zeigen Sie, dass {L−1
t } ein Martingal bezüglich dem Mass IIP∗ ist.

3. Sei {Nt} ein (gewöhnlicher) Erneuerungsprozess mit Ereigniszeiten T1, T2, . . . und
bezeichnen wir mit F (t) die Verteilungsfunktion der Zwischenankunftszeiten.
Seien {Zk : k ∈ IIN} iid Variablen, IIP[Zk > 0] = 1, IIE[Zk] = µ ∈ (0,∞) und
λ−1 = IIE[T1] <∞. Der Prozess

St =
Nt∑

k=1

Zke
−β(t−Tk)

heisst Shot-Noise-Prozess, wobei β > 0 eine Konstante ist. Wir interessieren uns
nun für f(t) = IIE[St]/µ.

a) Zeigen Sie, dass f(t) die Erneuerungsgleichung

f(t) = z(t) +

∫ t

0

f(t− s) dF (s)

erfüllt.
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Abbildung 1: Pfad eines Shot-Noise-Prozesses

b) Zeigen Sie, dass

z(t) = e−βt − (1− F (t)) + β

∫ t

0

(1− F (t− v))e−βv dv

gilt.

c) Zeigen Sie, dass z(t) direkt Riemann integrierbar ist.
Hinweis: Teilen Sie das Integral in die Integrationsbereiche (0, t/2] und
(t/2, t] auf und schätzen Sie einen Teil des Integranden ab, so dass der Rest
integrierbar bleibt.

Wir nehmen an, dass F (t) nicht arithmetisch ist.

d) Bestimmen Sie limt→∞ f(t).
Hinweis: Verwenden Sie die Form von z(t), die Sie vor der Umformung
erhalten haben.
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