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Losung der Klausur

1. Wir setzen B = {Ax B: A € B(E,),B € H} und mit G bezeichnen wir die
Menge der beschriankten B(E;) x H-messbaren Funktionen, fir die die Aussage
gilt. Seien 1,19 zwei Funktionen aus G. Dann gilt

E[Y(X,Y) + (X, Y) | Hl(w) = E1(X,Y) | H](w) + E[Y:(X,Y) | H](w)
= p1(Y(w),w) + e2(Y(w),w) .
Also ist auch ¥y + 15 € G. Sei a € IR. Dann gilt
Ela(X,Y) [ H](w) = aE[1(X,Y) [ H](w) = ap: (Y (w),w) .
Somit ist auch ai; € G. Das heisst, G ist ein linearer Raum.

Die Menge B ist durchschnittsabgeschlossen. Sei A x B € B. Mit den Eigenschaf-
ten der bedingten Erwartung gilt

Elaxp(X,Y) | H](w) = B[ (X)1p(Y) | H](w)
= B[ (X) [ Hl()Ip(Y(w)) -
Dies ist eine B(FE2) x H-messbare Funktion. Wenn man eine Version der beding-

ten Erwartung wihlt, die Werte in [0, 1] annimmt, ist die Funktion beschrankt
und damit ist T4p € G.

Ist ¢ eine positive Funktion, so kann man IE[¢(X,Y) | H|(w) positiv wéihlen.
Wir nehmen daher an, dass ¢ positiv ist, wenn 1) positiv ist. Sei nun {¢,, : n €
IN} C G mit ¢, < ¢ und ¥, < ¥,11. Wir setzen ¢ = lim,, ¥,,. Wir kénnen nun
annehmen, dass @, < @,.1, da

0 < E[Yn(X,Y) = (X, Y) [ H](w) = pna(Y(w), w) = n(Y(w),w) .

Da die Folge monoton ist, existiert ¢ = lim,, ¢,. Wir konnen ¢,, < ¢ wihlen,
woraus ¢ < c¢ folgt. Somit ist ¢ beschriankt und B (FE,) x H-messbar (Proposition
1.15). Es gilt wegen der monotonen Konvergenz

E[U(X,Y) | H)(w) = Ellim (X, ) | H)(w) = lim B, (X, Y) | K
= hfln gpn(Y(w),w) = cp(Y(w), w) :

Somit ist auch ¥ = lim, v, € G. Aus dem Satz 1.20 folgt nun, dass G alle
B(E1) x H-messbaren Funktionen enthélt, da nach Definition B die Produkt-o-
Algebra B(FE;) x H erzeugt.



2. a) Wir bemerken zuerst, dass L; 'IE[L,Z | F;] F;-messbar ist, da L; als Mar-
tingal F; messbar ist, und der bedingte Erwartungswert F;-messbar ist. Sei
Y eine F;-messbare Zufallsvariable. Wir haben dann

E'[YL'E[L.Z | 7] = E[YE[L.Z | )] = E[E[Y L, Z | F]]
=E[YL,Z)=E[YZ.

Somit ist nach der Definition der bedingten Erwartung L; 'IE[L,Z | F;] eine
Version des bedingten Erwartungswertes.

b) Wir haben dass L;' F;-messbar ist. Weiter gilt IE*[|L;'|] = E*[L;'] =
IE[L; 'L, = 1. Also ist L, ! integrierbar. Die Martingaleigenschaft folgt aus

B (L' | F] =L "E[L,L;' | 7] = L.

Also ist {L; '} ein Martingal beziiglich IP*.

3. Wir bemerken zuerst, dass wir ¢ = 1 annehmen koénnen.

a) Sei der erste Schaden zur Zeit 7). Ist T > ¢, so ist S; = 0. Ist 77 < ¢, so ist
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Der zweite Term ist ein Shot-Noise-Prozess, der zur Zeit T} startet. Durch
Integration iiber T3 erhalten wir
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b) Wir erhalten
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c)

d)

Die ersten beiden Terme sind monoton und [;°e™? dt = g=', [(1 —
F(t)) dt = XA7'. Also sind die ersten beiden Terme direkt Riemann inte-
grierbar. Weiter gilt

p /0%(1 — F(t—v))e ™ dv < (1— F(t/2)) /Ot/2 e dv<1-F(t/2).

Somit kann f(f/ ? durch eine direkt Riemann integrierbare Majorante ab-
geschétzt werden und ist somit direkt Riemann integrierbar. Der zweite Teil
des Integrals ist

5[ (= P —v)e ﬂvdv—ﬁ/ (1 - F(s))e™2¢) ds
t/2
t/2
< 5e—ﬁt/2/ (1—F(s)) ds < X~lpe /2
0

Somit kann auch ftt/g durch eine direkt Riemann integrierbare Majorante
abgeschitzt werden und ist somit direkt Riemann integrierbar. Als Sum-
me von direkt Riemann integrierbaren Funktionen ist z(¢) direkt Riemann
integrierbar.

Wir miissen

// B=5) P (s) dt = // B9 4t dF (s /ﬁldF =B

berechnen. Nach dem Erneuerungssatz erhalten wir lim, .., f(t) = \/[.



