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1. Sei (Ω,F , µ) ein Massraum und A ∈ F , so dass µ(A) < ∞. Wir definieren
µA : F → [0, µ(A)], B 7→ µ(A ∩ B). Für eine messbare beschränkte Funktion f
definieren wir die Integrale µ(f ;A) =

∫
f1IA dµ und µ̃(f ;A) =

∫
f dµA. Zeigen

Sie, dass µ(f ;A) = µ̃(f ;A) für alle beschränkten messbaren Funktionen f .

2. Sei M ein Martingal, so dass IIE[eMn ] <∞ für alle n. Sei Tx = inf{n : Mn ≥ x}.
Zeigen Sie:

a) Es gibt einen eindeutigen vorhersehbaren Prozess Z mit Z0 = 0, so dass
{eMn−Zn} ein Martingal ist.

b) Der Prozess Z ist wachsend.

c) Es gilt IIE[eM0 ] ≥ IIE[eMTx−ZTx ;Tx ≤ n] und daher

IIP[Tx <∞] ≤ IIE[eM0 ]e−x

IIE[e−ZTx | Tx <∞]
.

3. SeiM+
b ([0,∞)) die Menge aller beschränkten, positiven, messbaren Funktionen

auf IR. Für einen stochastischen Prozess X definieren wir für f ∈M+
b ([0,∞))

LX(f) = IIE
[
exp

{
−

∫ ∞

0

f(t) dXt

}]
,

sofern die rechte Seite Sinn macht. Dieses Funktional heisst Laplace-Funktional.
Für einen Punktprozess N ist LN(f) = IIE[exp{

∑∞
k=1 f(Tk)}], wobei Tk den Zeit-

punkt des k-ten Ereignisses bezeichnet. Berechnen Sie das Laplace-Funktional
des Poisson-Prozesses.
Hinweis: Betrachten Sie zuerst Funktionen f mit f(s) = 0 für s > t und bedin-
gen Sie auf Nt. Verwenden Sie eine hilfreiche Definition des Poissonprozesses.
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