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Lösung der Klausur

1. Sei H = {f ∈ Mb(Ω) : µ(f ;A) = µ̃(f ;A)}. Der Raum H ist linear, da für f, g ∈ H
und α ∈ IR

µ(αf + g;A) =
∫

(αf + g)1IA dµ = α

∫
f1IA dµ+

∫
g1IA dµ

= αµ(f ;A) + µ(g;A) = αµ̃(f ;A) + µ̃(g;A)

= α

∫
f dµA +

∫
g dµA =

∫
(αf + g) dµA = µ̃(αf + g;A) .

Für eine konstante Funktion c haben wir

µ(c;A) =
∫
c1IA dµ = cµ(A) = cµA(Ω) =

∫
c dµA = µ̃(c;A) .

Somit enthält H die konstanten Funktionen. Sei B ∈ F . Dann ist

µ(1IB;A) =
∫

1IB1IA dµ =
∫

1IB∩A dµ = µ(A ∩B) = µA(B) =
∫

1IB dµA .

Somit enthält H die Indikatorfunktionen. Seien fn ∈ H mit fn ≤ c und f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤
· · · . Wir setzen f = limn→∞ fn. Dann ist wegen der monotonen Konvergenz

µ(f ;A) =
∫
f1IA dµ = lim

n→∞

∫
fn1IA dµ = lim

n→∞
µ(fn;A) = lim

n→∞
µ̃(fn;A)

= lim
n→∞

∫
fn dµA =

∫
f dµA = µ̃(f ;A) .

Somit enthältH auch die monotonen Grenzwerte. Aus dem monotonen Klassentheorem
folgt nun, dass H alle beschränkten messbaren Funktionen enthält.

2. a) Nehmen wir an, dass es einen vorhersehbaren Prozess Z gibt. Dann ist

IIE[eMn+1 | Fn]e−Zn+1 = IIE[eMn+1−Zn+1 | Fn] = eMn−Zn .

Also haben wir Zn+1 = Zn + log IIE[eMn+1−Mn | Fn], und damit

Zn =
n∑
k=1

log IIE[eMk−Mk−1 | Fk−1] . (1)

Damit ist der Prozess, falls er existiert, eindeutig. Definieren wir Z mit (1). Dann
ist Z vorhersehbar, {eMn−Zn} adaptiert, und

IIE[eMn+1−Zn+1 | Fn] = IIE[eMn+1−Mn | Fn]eMn−Zn+1

= eMn−(Zn+1−log IIE[eMn+1−Mn |Fn]) = eMn−Zn .

Da wir zeigen werden, dass Z wachsend ist, ist IIE[eMn−Zn ] ≤ IIE[eMn ] <∞. Somit
ist {eMn−Zn} ein Martingal.
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b) Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung und der Martingaleigenschaft erhalten wir

Zn+1 − Zn = log IIE[eMn+1−Mn | Fn] ≥ IIE[log eMn+1−Mn | Fn]
= IIE[Mn+1 −Mn | Fn] = 0 .

Somit ist Z wachsend.

c) Aus dem Stoppsatz folgern wir

IIE[eM0 ] = IIE[eMTx∧n−ZTx∧n ] ≥ IIE[eMTx∧n−ZTx∧n ;Tx ≤ n]
= IIE[eMTx−ZTx ;Tx ≤ n] ≥ IIE[ex−ZTx ;Tx ≤ n] = IIE[e−ZTx ;Tx ≤ n]ex .

Monotone Konvergenz ergibt

IIE[eM0 ] ≥ IIE[e−ZTx ;Tx <∞]ex = IIE[e−ZTx | Tx <∞]IIP[Tx <∞]ex .

Auflösen nach IIP[Tx <∞] gibt

IIP[Tx <∞] ≤ IIE[eM0 ]e−x

IIE[e−ZTx | Tx <∞]
.

3. Nehmen wir an, dass f(s) = 0 für s > t. Seien {Sk} unabhängige auf [0, t] gleich-
verteilte Zufallsvariablen. Dann hat, bedingt auf {Nt = n}, die Ordnungstatistik von
{S1, S2, . . . , Sn} die gleiche Verteilung wie {T1, T2, . . . , Tn}. Somit erhalten wir

IIE
[
exp
{
−

Nt∑
k=1

f(Tk)
} ∣∣∣ Nt = n

]
= IIE

[
exp
{
−

Nt∑
k=1

f(Sk)
} ∣∣∣ Nt = n

]
= (IIE[e−f(S1)])n .

Wir haben

IIE[e−f(S1)] =
1
t

∫ t

0
e−f(s) ds .

Damit erhalten wir

LN (f) =
∞∑
n=0

(λt)n

n!
e−λt

(1
t

∫ t

0
e−f(s) ds

)n
= exp

{
λ

∫ t

0
(e−f(s) − 1) ds

}
.

Für eine beliebige Funktion f haben wir mit monotoner Konvergenz

Ln(f) = lim
t→∞

Ln(f1I[0,t]) = lim
t→∞

exp
{
λ

∫ t

0
(e−f(s) − 1) ds

}
= exp

{
λ

∫ ∞
0

(e−f(s) − 1) ds
}
.
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