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1.

2.

Losung der Klausur

Sei H = {f € My(Q) : u(f; A) = a(f; A)}. Der Raum H ist linear, da fiir f,g € H
und o € IR
plaf +g; A) =/(af+g)]IA duza/fllA du+/911A dp
= ap(f; A) + u(g; A) = ai(f; A) + i(g; A)
Za/fdMA+/gduA Z/(Oéf+g) dpa = plaf +g; A) .

Fiir eine konstante Funktion ¢ haben wir
wu(c; A) = /c]IA dp = cu(A) = cua () = /c dpa = (e A) .
Somit enthélt H die konstanten Funktionen. Sei B € F. Dann ist
p(lip; A) = /]IBI[A dp = /1[BmA du = (AN B) = pa(B) = /113 dpua -

Somit enthélt H die Indikatorfunktionen. Seien f,, € H mit f, < cund f1 < fo < f3 <
---. Wir setzen f = lim, . f,. Dann ist wegen der monotonen Konvergenz

M(f; A) - /fI[A dp = nlglolo/‘fn][A dp = nlgglo N(fn? A) = nlggo ﬂ(fna A)

— i [ fo dpua = / fdpa = fi(f: A) -

Somit enthalt H auch die monotonen Grenzwerte. Aus dem monotonen Klassentheorem
folgt nun, dass H alle beschrinkten messbaren Funktionen enthélt.

a) Nehmen wir an, dass es einen vorhersehbaren Prozess Z gibt. Dann ist
IE[eM"“ | J:n]e*ZnH — IE[eMnH*ZnH | Fn] = eMn—2n

Also haben wir Z, 1 = Z,, + logIE[eMr+1=Mn | 7] und damit

n
Zp =Y logBleM M| 7] (1)
k=1
Damit ist der Prozess, falls er existiert, eindeutig. Definieren wir Z mit (1). Dann
ist Z vorhersehbar, {eM»~%»} adaptiert, und

]E[eMn+1—Zn+1 | ]:n] — ]E[eMn+l_Mn ‘ fn]eMn_Zn+1

Mn_(Zn+l_10g]E[e]\/In+1_Mn Ij:’ﬂ]) eMn_Z"

=€

Da wir zeigen werden, dass Z wachsend ist, ist IE[e™»~%n] < [E[eM"] < co. Somit
ist {eMn=%n} ein Martingal.



b) Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung und der Martingaleigenschaft erhalten wir

Zns1 — Zn = logE[eMm+1=Mn | 71> E[log M+t Mn | 7]
=IE[My41 — M, | F] =0.

Somit ist Z wachsend.
c) Aus dem Stoppsatz folgern wir

IE[eMO] — ]E[eMTI/\n_ZTI/\n] > ]E[eMTz/\n_ZTz/\n; T, < n]
= E[eM7: =272, T, < n] > Ble* %7, T, < n] = E[e %% T, < nle® .

Monotone Konvergenz ergibt
E[eM0] > E[e™7%; T, < ccle® = E[e %™ | T}, < 0o|IP[T}, < 0oe® .
Auflgsen nach IP[T,, < oo gibt

E[eMo]e—=
Ele=%m | T, < o]

P[T, < o0] <

. Nehmen wir an, dass f(s) = 0 fiir s > ¢. Seien {Si} unabhingige auf [0,¢] gleich-
verteilte Zufallsvariablen. Dann hat, bedingt auf {N; = n}, die Ordnungstatistik von
{51, 52,...,S,} die gleiche Verteilung wie {T},T5,...,T,}. Somit erhalten wir

o {3 5} | 2= ] < Blown{ -3 50} | =]
= (Bl /).

Wir haben .
Ele-/s0) = / o 1) ds |
tJo

Damit erhalten wir

Ln(f) = i (A;!)ne/\t(i /Ot e f0) ds)n = exp{)\/ot(ef(s) -1) ds} .

n=0

Fiir eine beliebige Funktion f haben wir mit monotoner Konvergenz
t
Lo(f) = lim Ly(fXp,) = lim exp{)\/ (=7 —1) ds}
t—00 ’ t—o0 0

= exp{)\/ooo(e_f(s) -1) ds} .



