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1. Wir betrachten den messbaren Raum (IR,F), wobei F die Borel-σ-Algebra be-
zeichnet. Mit P bezeichnen wir die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmasse auf
(IR,F). C ⊂ F ist die Menge aller abgeschlossenenen Teilmengen von IR. Für
F ∈ F setzen wir

F ε = {x ∈ IR : inf
y∈F
|x− y| < ε}

die ε-Umgebung von F . Wir definieren den Abstand zwischen zwei Wahrschein-
lichkeitsmassen

ρ(IP, IP′) = inf{ε > 0 : IIP[F ] ≤ IIP′[F ε] + ε für alle F ∈ C} .

a) Für IP, IP′ ∈ P und α, β > 0 sei IP[F ] ≤ IP′[Fα] + β für alle F ∈ C. Zeigen
Sie: IP′[F ] ≤ IP[Fα] + β für alle F ∈ C.
Hinweis: Verwenden Sie, dass F2 = IR \ Fα

1 ∈ C für F1 ∈ C und zeigen Sie,
dass F1 ⊂ IR \ Fα

2 .

b) Schliessen Sie, dass ρ(IP, IP′) = ρ(IP′, IP).

c) Zeigen Sie: Aus ρ(IP, IP′) = 0 folgt, dass IP = IP′.

d) Zeigen Sie die Dreiecksungleichung ρ(IP, IP′′) ≤ ρ(IP, IP′) + ρ(IP′, IP′′).

Hinweis: Verwenden Sie, dass F εδ = F ε+δ.

2. Sei (Ω,F , IIP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Fn} eine Filtration. Sei IIP∗ ein
Wahrscheinlichkeitsmass auf (Ω,F), so dass die Masse IIP|Fn und IIP∗|Fn für alle
n äquivalente Masse auf Fn sind. Zeigen Sie:

a) Für jedes n gibt es eine Variable Ln > 0 mit IIE[Ln] = 1, so dass IIP∗[A] =
IIE[Ln;A] für alle A ∈ Fn.

b) Der Prozess {Ln} ist ein Martingal unter IIP.

c) Gilt L∞ = limn→∞ Ln = 0, so sind IIP und IIP∗ singulär auf F .
Hinweis: {L∞ = 0} = ∩m∈IIN ∪k∈IIN ∩n≥k{Ln ≤ m−1}. Verwenden Sie mo-
notone Konvergenz unter IIP∗.
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3. Sei {Nt} ein gewöhnlicher Erneuerungsprozess mit λ > 0 und {Ñt} der entspre-
chende stationäre Erneuerungsprozess mit F1(x) = λ

∫ x

0
(1− F (t)) dt.

a) Zeigen Sie, dass

IIE[Ñt] = λ

∫ t

0

U(t− s)(1− F (s)) ds =

∫ t

0−
λ

∫ t−v

0

(1− F (s)) ds dU(v) .

b) Schliessen Sie, dass Z(t) = IIE[Ñt] die (gewöhliche) Erneuerungsgleichung

Z(t) = λ

∫ t

0

(1− F (s)) ds+

∫ t

0

Z(t− s) dF (s)

erfüllt.

c) Schliessen Sie, dass IIE[Ñt] = λt.
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