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Lösung der Nachklausur

1. a) Wir zeigen zuerst den Hinweis (was nicht verlangt war). Wir müssen zeigen,
dass Fα

1 offen ist. Sei x ∈ Fα
1 . Dann ist β = infy∈F1 |x − y| < α. Sei z ∈ IR

mit |z − x| < 1
2
(α− β). Es existiert y0 ∈ F1 mit |x− y0| < β + 1

2
(α− β).

|z − y0| ≤ |z − x|+ |x− y0| < 1
2
(α− β) + β + 1

2
(α− β) = α .

Somit ist infy∈F1 |z − y| ≤ |z − y0| < α, also z ∈ Fα
1 . Also ist Fα

1 offen.

Sei F1 ∈ C und F2 = IR\Fα
1 . Sei x ∈ F1. Für y ∈ F2 gilt dann nach Definition

von F2, |x − y| ≥ α. Also ist infy∈F2 |x − y| ≥ α, und damit x ∈ IR \ Fα
2 .

Damit erhalten wir

IIP[Fα
1 ] + β = 1− IIP[F2] + β ≥ 1− IP′[Fα

2 ] = IP′[IR \ Fα
2 ] ≥ IP′[F1] .

b) Sei ε > ρ(IP, IP′) und F ∈ C. Setzen wir α = β = ε in a), so folgt IP′[F ] ≤
IP[F ε] + ε. Somit ist ρ(IP′, IP) ≤ ε. Da ε beliebig war, folgt ρ(IP′, IP) ≤
ρ(IP, IP′). Vertauschen von IP und IP′ ergibt ρ(IP, IP′) ≤ ρ(IP′, IP), was die
Behauptung beweist.

c) Lassen wir ε ↓ 0, so folgt mittels monotoner Konvergenz, dass IIP[F ] ≤ IIP′[F ]
und IIP′[F ] ≤ IIP[F ] für alle F ∈ C. Also ist IIP[F ] = IIP[F ′] für alle F ∈ C. Da
C die σ-Algebra F erzeugt, gilt IIP[A] = IIP′[A] für alle A ∈ F .

d) Wir zeigen zuerst den Hinweis (was nicht verlangt war). Sei x ∈ F εδ und
γ > 0. Wir setzen β = infy∈F ε |x − y| < δ. Dann existiert ein y0 ∈ F ε, so
dass |x − y0| < β + γ. Es gibt weiter ein y1 ∈ F ε, so dass |y1 − y0| < γ. Es
existiert y2 ∈ F , so dass |y1 − y2| < ε+ γ. Wir haben nun

|x−y2| ≤ |x−y0|+ |y0−y1|+ |y1−y2| < (β+γ)+γ+(ε+γ) = (β+ε)+3γ .

Also ist infy∈F |x − y| ≤ |x − y2| < (β + ε) + 3γ. Da γ beliebig war, ist
infy∈F |x − y| ≤ β + ε < δ + ε. Dies zeigt, dass x ∈ F ε+δ. Insbesondere ist

F εδ ⊂ F ε+δ.

Sei x ∈ F ε+δ. Wir setzen β = max{infy∈F |x−y|−ε, δ/2} < δ. Dann existiert
y0 ∈ F , so dass |x−y0| < ε+β+γ. Setzen wir y1 = y0+(ε+β+γ)−1ε(x−y0).
Dann ist

|y1 − y0| = |ε+ β + γ|−1ε|x− y0| < ε .
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Somit ist y1 ∈ F ε ⊂ F ε. Weiter ist

|x− y1| = (1− (ε+ β + γ)−1ε)|x− y0| < β + γ .

Insbesondere ist infy∈F ε |x− y| ≤ |x− y1| < β + γ. Da γ beliebig war, folgt

infy∈F ε |x− y| ≤ β < δ. Also ist x ∈ F εδ. Da x beliebig war, ist F ε+δ ⊂ F εδ,
was den Hinweis beweist.

Sei ε > ρ(IP, IP′) und δ > ρ(IP′, IP′′). Sei F ∈ C. Dann gilt

IIP[F ] ≤ IP′[F ε] + ε ≤ IP′[F ε] + ε ≤ IP′′[F εδ] + ε+ δ = IP′′[F ε+δ] + (ε+ δ) .

Somit ist ρ(IP, IP′′) ≤ ε+ δ. Da ε und δ beliebig waren, folgt die Aussage.

2. a) Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine Dichte Ln ≥ 0, so dass

IIP∗[A] =

∫
A

Ln dIIP = IIE[Ln;A] .

Weiter ist IIE[Ln] = IIE[Ln; Ω] = IIP∗[Ω] = 1. Aus IIP∗[Ln = 0] = IIE[Ln;Ln =
0] = 0, folgt wegen der Äquivalenz der Masse, dass IIP[Ln = 0] = 0. Dies ist
die Behauptung.

b) Die Variable Ln ist integrierbar und Fn-messbar. Sei A ∈ Fn ⊂ Fn+1. Dann
ist

IIE[Ln1IA] = IIP∗[A] = IIE[Ln+11IA] .

Da A beliebig war, gilt Ln = IIE[Ln+1 | Fn]. Somit ist {Ln} ein Martingal.

c) Da das Martingal {Ln} positiv ist, existiert der Grenzwert L∞ (unter IIP).
Wir haben IIP[L∞ = 0] = 1 und

IIP∗[L∞ = 0] = IIP∗[∩m∪k∩n≥k{Ln ≤ m−1}] = lim
m→∞

IIP∗[∪k∩n≥k {Ln ≤ m−1}]

= lim
m→∞

lim
k→∞

IIP∗[∩n≥k{Ln ≤ m−1}] ≤ lim
m→∞

lim
k→∞

IIP∗[Lk ≤ m−1]

= lim
m→∞

lim
k→∞

IIE[Lk;Lk ≤ m−1] ≤ lim
m→∞

lim
k→∞

IIE[m−1;Lk ≤ m−1]

= lim
m→∞

lim
k→∞

m−1IIP[Lk ≤ m−1] ≤ lim
m→∞

lim
k→∞

m−1 = 0 .

Wir haben verwendet, dass ∪k∩n≥k{Ln ≤ m−1} fallend in m und ∩n≥k{Ln ≤
m−1} steigend in k ist. Somit sind die beiden Masse singulär.
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3. a) Wir bedingen auf das erste Ereignis. Dann startet in T̃1 ein gewöhnlicher
Erneuerungsprozess. Ist T̃1 > t, dass ist Ñt = 0. Ist T̃1 ≤ t, dann ist IIE[Ñt |
T̃1] = IIE[1+Nt−T̃1

| T̃1] = U(t−T̃1), wobei wir für die Rechnung angenommen

haben, dass {Nt} und {Ñt} undabhängig sind. Also erhalten wir

IIE[Ñt] =

∫ t

0

U(t− s)λ(1− F (s)) ds+

∫ ∞

t

0λ(1− F (s)) ds ,

was die erste Gleichung zeigt. Durch Umformen erhalten wir

λ

∫ t

0

U(t− s)(1− F (s)) ds = λ

∫ t

0

∫ t−s

0−
dU(v)(1− F (s)) ds

= λ

∫ t

0−

∫ t−v

0

(1− F (s)) ds dU(v) .

Dies ist die zweite Gleichung.

b) Die eindeutige Lösung der Erneuerungsgleichung ist

Z(t) = z ∗ U(t) =

∫ t

0−
λ

∫ t−v

0

(1− F (s)) ds dU(v) = IIE[Ñt] .

c) Setzen wir Z(t) = λt in der rechten Seite der Erneuerungsgleichung ein, so
erhalten wir

λ

∫ t

0

(1− F (s)) ds+

∫ t

0

λ(t− s) dF (s)

= λ

∫ t

0

(1− F (s)) ds+ λ

∫ t

0

∫ t

s

dv dF (s)

= λ

∫ t

0

(1− F (s)) ds+ λ

∫ t

0

∫ v

0

dF (s) dv

= λ

∫ t

0

(1− F (s)) ds+ λ

∫ t

0

F (v) dv = λ

∫ t

0

1 ds = λt .

Somit erfüllt auch λt die Erneuerungsgleichung. Da die Lösung eindeutig
ist, muss IIE[Ñt] = λt gelten.
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