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1. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf IR mit Verteilungsfunktion FY und FX .
Mit F bezeichnen wir die Borel-σ-Algebra auf IR. Mit d(X, Y ) = supA∈F |IIP[X ∈
A]−IIP[Y ∈ A]| bezeichnen wir die Variationsdistanz der beiden Variablen. Zeigen
Sie:

a) Es gibt Mengen B und B′ = IR \B, so dass

d(X, Y ) = IIP[X ∈ B]− IIP[Y ∈ B] = IIP[Y ∈ B′]− IIP[X ∈ B′] .

Hinweis: IIP[X ∈ ·] und IIP[Y ∈ ·] sind zwei Masse auf (IR,F).

Seien nun X und Y absolutstetig (bezüglich dem Lebesgue-Mass) mit Dichten
fX beziehungsweise fY ,

b) Zeigen Sie, dass man B = {x ∈ IR : fX(x) ≥ fY (x)} wählen kann.

c) Zeigen Sie,

d(X, Y ) = 1
2

∫ ∞
−∞
|fX(x)− fY (x)| dx .

2. Seien {Yk} iid mit IIP[Yk = 1] = 1 − IIP[Yk = −1] = p > 1
2
. Wir betrachten die

Irrfahrt Sn =
∑n

k=1 Yk. Zeigen Sie:

a) Ist Ln = exp{−rSn − θ(r)n} ein Martingal, dann ist θ(r) = log[(1− p)er +
pe−r].

b) Es gibt genau eine Lösung R > 0 der Gleichung θ(R) = 0.
Hinweis: Zeigen Sie, dass θ(r) konvex ist.

c) Unter dem Mass IIP′[A] = IIE[e−RSn ;A] ist {Sn} eine Irrfahrt mit IIP′[Yk =
1] = pe−R < 1

2
(Somit konvergiert Sn unter IIP′ gegen −∞).

d) Für τ−x = inf{n > 0 : Sn = −x} und x ∈ IIN \ {0} gilt

IIP[τ−x <∞] = e−Rx .
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3. Sei {Nt} ein Poisson-Prozess mit Rate λ und t > 0 ein Zeitpunkt. Wir be-
zeichnen mit {Tk} die Ereigniszeiten des Prozesses. Wir wollen die Summe St =∑Nt

k=1 e
−rTk untersuchen.

a) Berechnen Sie IIE[St].

b) Zeigen Sie, dass S∞ = limt→∞ St <∞ (fast sicher).

c) Hat S∞ endliche Varianz?
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