H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie T SS 14

Losung der Klausur

1. a) Mit u(A) =P[X € A] und v(A) = IP[Y € A] sind zwei Masse auf IR definiert. Wir
wissen (Hilfssatz 1.41), dass es B € F und B’ = IR\ B gibt, so dass u(A) > v(A)
fiir alle messbaren A C B und p(A) < v(A) fiir alle messbaren A C B'. Sei A € F.
Dann gilt

P[X € A] —P[Y € 4]

=P[Xe€ANB]+PX € AnB|-PlY €e AnNB]-P[Y € AN B

<IP[X € AnB]-IP]Y € AN B]

<P[X € ANB]-P]Y € ANB]+P[X € A°N B] - P[Y € A°N B]
IP[

X € B|-P[Y € B].

Analog gilt
PlY € A]—-P[X € A]<P[Y € B -P[X € B].

Da
PlY € B -P[X € Bl =P[X € B] - IP[Y € B]

folgt die Aussage, da die obere Grenze damit angenommen wird.

b) Fiir B wie in der Aufgabe erhalten wir
PIY € A= P € 4] = [ (fx(o) — fr(e) do

< /A (xla) = frla)) do < /B (fx(@) - fy (@) dz .

Analog erhilt man

PY € 4] PX € A< [ (v(o) = @) do = [ (fxlo) = (o) do

Die Wahl A = B zeigt, dass die rechte Seite angenommen wird, und damit die
obere Grenze ist.

c) Wihlen wir B wie oben, erhalten wir
2d(X,Y) = (P[X € B] -~ P[Y € B)) + (P[Y € B'] - P[X € B'))
- / (fx(@) - fy (@) de + / (fy (@) — fx(x)) de
B B’
— [ 1x@) - @l de s [ |fv(e) - fx(o)] do
B B’

~ [ 1) - @) o



a)

b)

d)

Wir erhalten

1= BlLyst | Fol/Lo = Efe ™0 700) | F] = (pe + (1= p)el)e )
— olosl(1—p)e"+pe~T]—0(r)

Daraus folgt die Behauptung.

Leiten wir 6(r) ab, erhalten wir

T

0/(7") — (1 _p)eT — pe — 1 - 2p
(1—ple" +pe (1—p)e +p-

Dies ist steigend in 7. Somit ist 6(r) konvex. Alternativ kann man zweimal ableiten.
Wir haben 6(0) = 0 und 6'(0) = 1 — 2p < 0. Weiter gilt lim,_, 6(r) = co. Somit
gibt es genau eine Losung R > 0 von #(R) = 0, da eine konvexe Funktion maximal
zwei Nullstellen haben kann.

Seien y € {1,—1} und s, = Y ;_; Y. Dann gilt
PV =y, 1 <k<n]= IE[efRS";Yk =yr, 1 <k <n

n
:IE[ —Rsn. Yk—yk71<k<n :H Ryk]P _yk]
k=1

Somit sind die {Yj} unter I’ unabhiingig. Es gilt

PY,=1=e¢%p.
Dal—p>pundef® >e und (1—-p)eff+pe~f =1, muss pe F < % < (1—p)ef
gelten. Man kann leicht ausrechnen, dass pe ™ =1 —p
Wir haben

Plr_, < o0] = E [ 7, < 00] = E'[le ;7 , < 00] = fi* |

da P'[7_; < o0] = 1.

Alternativ konvergiert das Martingal gegen 0, da S, — o0o. Weiter ist das ge-
stoppte Martingal {e_RST—wA"} durch e beschriinkt.Somit erhalten wir mit dem
Stoppsatz und beschriankter Konvergenz

1 =IE[e 5] = ™ P[r_, < o],

woraus die Aussage folgt.

Bedingen wir auf V; = n, so haben die Ereigniszeiten {T}} die bedingte Verteilung
von n geordneten iid auf (0,t) gleichverteilten Variablen. Also

1 t 1— —rt
E[S; | Ny =n] = n/ e dv=n—
t 0 rt

Fiir den unbedingten Erwartungswert erhalten wir

> )™y, 1—e 1 —e "
E[S] = Z e At s A -
n=0 ’




b) Lassen wir t — oo erhalten wir mit monotoner Konvergenz IE[So] = \/r.

c¢) Wir miissen untersuchen, ob IE[SZ ] < co. Fiir das zweite Moment von S; bedingen
wir auf {V; = n}, und betrachten die auf (0,t) gleichverteilten Variable 7). Dann
ist

(1 _ e—rt)2

E[S? | N; = n] = nVar[e_TT’“] + n? ¥

Die Varianz wird 1 56_2”’ dv — (1 —e™)2/(rt)?2 = (1 —e 2t /(2rt) — (1 —
e "2 /(rt)?. Damlt erhalten wir wie oben

o [ —e) (11— e_”)z — n AT —e)?)
E[St]_A{ 2r B + (n—1)! 1 r2t }

k::l

B (1 . e—ZTt) (1 —rt > 1 —e —rt 2 t(At)n_l

N /\[ 2r Z r2t
k=2

(1 _ e—rt)2
+ r2t }
- (1 _ 672rt> (1 _ efrt)Q )\(1 _ efrt)2 (1 _ efrt)Q
- )\[ 2r B r2t * r2 * r2t

Lassen wir t — oo erhalten wir mit monotoner Konvergenz

A A2
27 _
IE[SOO]_?T+T72<OO'

Somit ist die Varianz endlich.



