
H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie I WS 17/18

Klausur 22. Februar 2018

1. Seien {Y (k)
n : n ∈ IIN, k ∈ {1, 2, 3}} unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit

IIP[Y
(k)
n = 1] = IIP[Y

(k)
n = −1] = 1

2 . Wir setzen S
(k)
n =

∑n
`=1 Y

(k)
` . Der Prozess Sn =

(S
(1)
n , S

(2)
n , S

(3)
n )> heisst klassische Irrfahrt im Raum.

a) (3 P) Bestimmen Sie IIP[S2n = 0 = (0, 0, 0)>].

b) (9 P) Zeigen Sie, dass die Irrfahrt 0 nur endlich oft besucht.
Hinweis: Die Stirlingformel lautet:

n! = nn+1/2e−n+εn
√

2π ,
1

12n+ 1
< εn <

1

12n
,

2. Seien {Yn} unabhänig und identisch verteilt mit IIP[Yn = 1] = 1 − IIP[Yn = −1] = p ∈ (0, 1).
Wir betrachten die Irrfahrt Sn =

∑n
k=1 Yk und verwenden die natürliche Filtration der {Yk}.

Weiter definieren wir die Stoppzeit T = inf{n > 0 : Sn ∈ {−a, b}} für a, b ∈ IIN \ {0}.

a) (2 P) Zeigen Sie: {Sn + (1− 2p)n} ist ein Martingal.

b) (4 P) Zeigen Sie: {(Sn + (1− 2p)n)2 − 4np(1− p)} ist ein Martingal.

Sei nun p 6= 1
2 .

c) (4 P) Drücken Sie IIE[(T ∧ n){(T ∧ n) + 2(1−2p)ST∧n−4p(1−p)
(1−2p)2 }] mithilfe von IIE[S2

T∧n] aus.

d) (2 P, schwierig) Folgern Sie, dass IIE[T 2] <∞.

3. Sei {Nt} ein gewöhnlicher Erneuerungsprozess mit nicht-arithmetischen Zwischenankunftszei-
ten und λ−1 = IIE[T1] < ∞. Sei A(t) = t − TNt

die Zeit seit dem letzten Ereignis und
B(t) = TNt+1 − t die Zeit bis zum nächsten Ereignis. Um die gemeinsame Verteilung von
A(t) und B(t) zu untersuchen, betrachten wir Z(t) = IIP[A(t) > a,B(t) > b] für a, b ≥ 0.

a) (5 P) Zeigen Sie, dass Z(t) eine Erneuerungsgleichung erfüllt und bestimmen Sie z(t).

b) (3 P) Bestimmen Sie den Grenzwert limt→∞ Z(t).
Hinweis: : Vergessen Sie nicht die Voraussetzungen zu überprüfen.

c) (4 P) Finden Sie die Verteilung F , so dass die Variablen A(t) und B(t) für grosse t un-
abhängig sind.
Hinweis: Für monotone Funktionen hat die Gleichung f(t+ s) = f(t)f(s) nur Exponen-
tialfunktionen als Lösung.
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