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Losung der Klausur

1. a) Die eindimensionalen Irrfahrten {S,gk)} sind unabhéngig. Weiter muss in 0 Sg:l) = 0 fiir alle
k gelten. Dies ist nur moglich, falls n der Yi(k) 1 und n der Yi(k) —1 sind. Somit erhalten

wir PS5, = 0] = <(2: > 2%)3 |

b) Mit der Stirling-Formel erhalten wir

1
<2n> 2—2n (Qn)2n+§e_2n+82n v 27 1 Eon—2€
— e n n .
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n 22n(nn+§efn+5n /271-)2 VAl
Somit ist .
P[S,, = 0] = ———e32n—65n
[ ] =
—3/2

Der Exponentialterm konvergiert nach 1, und n ist summierbar. Somit tritt {Ss, = 0}
nach dem Borel-Cantelli-Lemma nur endlich oft ein. Wir bemerken, dass Ss,+1 = 0 nicht
moglich ist.

2. a) Da |S,| < n, sind die Variablen integrierbar. Auch die Adaptiertheit folgt sofort aus der
Defintion. Wir haben

E[Spt1+(1=2p)(n+1) | Fu] =Sn + (1 =2p)n+ E[YV,41 + 1 — 2p)
=S, +1-2pn+p—(1—-p)+1-2p=5,+(1—-2p)n.
Somit ist {S,, + (1 — 2p)n} ein Martingal.
b) Dass der Prozess integrierbar und adaptiert ist, folgt wie oben. Wir haben
E[(Sp+1+ (1= 2p)(n+1))* = (S + (1 = 2p)n)* | F)]
= Var[Spy1 + (1 —2p)(n + 1) | F] = Var[Yi1 [ Fo] = 4p(1 —p) .
Somit gilt
E[(Sp41+ (1= 2p)(n+1))? —dp(1 = p)(n + 1) | Fu] = (S + (1 = 2p)n)* — 4p(1 —p)n ,
was die Martingaleigenschaft beweist.
¢) Aus dem Stoppsatz erhalten wir
0=E[(Stan + (1 = 2p)(T An))? — 4p(1 — p)(T An)]
=E[S7, + 2(1 = 2p)Sran(T An) + (1 = 2p)*(T An)® — 4p(1 — p)(T A n)]

2(1 — 2p)Sran — 4p(1 —p))}
(1-2p)? '

= E[S2,,]+ (1 - 2p)21E[(T An) ((T An)+

Umformen ergibt

2(1 — 2p)Stan — 4p(1 — p)
(1-2p)?

]E[(T/\n)((T/\nH— )} = —ﬁ]E[S%M] .



d)

b)

Fir p < % erhalten wir

EUTAM(@An}—ﬂI_??Tgﬁﬂ_pU}SO,
und fiir p > %
ERTAnmawwn—prlgfiﬁﬂ_pU}go.

Also, E[(T An)((T An) — )] <0. Die linke Seite kénnen wir nach unten abschitzen als
—52+0+%E[(T/\n)2;T/\n > 20], daentweder TAn < 3, 8 < TAn < 28 oder TAn > 20,
und damit (7' An) — B > (T An). Somit erhalten wir

E[(T An)* (T An) > 26 <28

Mit monotoner Konvergenz folgt IE[T?;T > 23] < 242, und damit E[T?] < 4832 + 2% =
642 < oo.

Ist Ty < ¢, so kénnen wir Z(t —T1) betrachten. Ist T} > ¢, so ist A(t) = ¢t und B(t) = T} —t.
Insbesondere miissen wir ¢ > a und 77 > ¢ 4+ b haben. Somit erhalten wir durch Bedingen
auf 77,

Z(t) = Tisq(1 — F(t+ b)) +/t Z(t—s)dF(s) .
0
Somit ist z(t) = Tisq(1 — F(t + D).

Die Funktion z(t) ist fast tiberall stetig (nur abzéhlbar viele Spriinge) und 1—F'(t4+b) > z(t)
ist wegen IE[T1] < oo integrierbar. Somit ist z(¢) direkt Riemann integrierbar. Fiir den
Grenzwert erhalten wir

o0

Mnﬂw:A/meﬂ—F@+wﬁh:A/ (1 F(s)) ds.
0 a

t—o0 +b

Die asymptotische Randverteilung von A(t), B(t) ist G(t) = )\fot(l — F(s)) ds (auch in
der Vorlesung bewiesen). Fiir Unabhéngigkeit muss also gelten

ALMQ—FﬁﬂszL u—Fwnmxl (1— F(s)) ds .

Somit ist A [7(1—F(s)) ds = e™" fiir ein r > 0, da der Ausdruck gegen Null konvergieren
muss. Da es sich um die Flanke einer Verteilungfuntion handelt, ist » = . Leiten wir nach
a ab, erhalten wir 1 — F(a) = e~ %, Also ist I eine Exponentialverteilung mit Parameter

A



