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1. a) (4 P) Zeigen Sie, dass F (x, y) = 1Ix+y≥0 keine 2-dimensionale Verteilungsfunktion ist.

b) (2 P) Zeigen Sie (ohne Verwendung des Hinweises), dass

H̃α(x, y) = xy{1 + α(1− x)(1− y)} , 0 ≤ x, y ≤ 1 ,

für α ∈ [−1, 1] eine absolutstetige Verteilungsfunktion ist.

c) (2 P) Seien F (x) und G(y) eindimensionale Verteilungsfunktionen und α ∈ [−1, 1]. Zeigen
Sie, dass

Hα(x, y) = H̃α(F (x), G(y)) = F (x)G(y){1 + α(1− F (x))(1−G(y))}

eine 2-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F bzw. G ist.

d) (4 P) Sei nun F (x) = G(x) = Φ(x). Zeigen Sie, dass Hα(x, y) genau dann eine 2-
dimensionale Normalverteilung (d.h. Hα(x, y) eine Dichte hα(x, y) der Form hα(x, y) =
C exp{− 1

2 (x, y)Σ−1(x, y)>} hat) ist, falls α = 0.

Hinweis: Eine in beiden Variablen wachsende und rechtsstetige Funktion F (x, y) ist genau
dann eine Verteilungsfunktion, falls F (b1, b2) + F (a1, a2) − F (b1, a2) − F (a1, b2) ≥ 0 für alle
a1 ≤ b1 und a2 ≤ b2 (dürfen Sie ohne Beweis verwenden).

2. Seien {Yk} iid Variablen mit IIP[Yk = 1] = 1 − IIP[Yk = −1] = p ∈ (0, 1). Wir betrachten
die Irrfahrt Sn =

∑n
k=1 Yk mit der Filtration Fn = σ{Y1, . . . , Yn}. Sei α =

√
(1− p)/p und

β = 2
√
p(1− p). Wir betrachten den Prozess Ln = αSnβ−n.

a) (4 P) Zeigen Sie, dass {Ln} ein Martingal ist.

Wir betrachten das Mass IIP∗[A] = IIE[Ln1IA] auf Fn.

b) (5 P) Zeigen Sie, dass unter IIP∗ der Prozess {Sn} eine Irrfahrt mit p∗ = 1
2 ist.

Somit lässt sich das Mass auf F fortsetzen. Sei Ta = inf{n > 0 : Sn = a} für a > 0. Dann
weiss man, dass IIP∗[Ta = n] =

(
n

(n+a)/2

)
2−n an , falls a + n gerade ist (dürfen Sie ohne Beweis

verwenden).

c) (3 P) Berechnen Sie IIP[Ta = n] (für a+ n gerade).

3. Betrachten wir eine Irrfahrt mit Sprungverteilung

F (x) =

{
1− 1

2e−x , falls x ≥ 0,
1
2 (1− x)ex , falls x ≤ 0.

Bestimmen Sie die Leiterhöhenverteilungen H+ und H−.
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