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1.

a)

b)

Losung der Nachklausur

Setzen wir (a1,as) = (—1,—1) und (b, be) = (2,2), dann ist

P[X; € (—1,2], X5 € (—1,2]]
=F(2,2)+F(-1,-1)—F(2,-1)— F(-1,2) =14+0—-1—-1=—1.

Somit ist F' keine Verteilungsfunktion.

Die Ableitung nach x ist

%Ha(x,y) —y{l+a(l —2)(1—y)} — azy(1—y) .

Leiten wir weiter nach y ab,

%%ﬁa(x,y) =l4+al—2z)(1-y) —ay(l —z)—ax(l —y) + azy
=14 a(l —2z)(1 —2y).

Dal—2z € [—1,1], ist |a(1 —22)(1—2y)| < 1 und damit %(%f[a(x,y) > 0.
In der Tat ist fiir z,y € [0,1]

/Oz /Oy(1+04(1—20)(1—2w)) dw dv = 2y + a(z — 1) (y — y?) = Ha(z,y) -

Da der Integrand als stetige Funktion auch messbar ist, hat [:[a(x, y) eine
Dichte und ist damit eine Verteilungsfunktion.

Lassen wir z bzw. y gegen Unendlich, so konvergieren F'(x) bzw. G(y) nach
1 und damit H, zur behaupteten Randverteilung.

Da z,y nur iiber F(z) und G(y) in die Funktion H,(x,y) eingehen und
wachsend sind, und wegen der Stetigkeit und der Monotonie H,(x,y) genau
dann rechtsstetig ist, wenn I’ und G rechtsstetig sind, reicht es, das Krite-
rium des Hinweises fiir F'(z) = G(x) = x zu tiberpriifen. Wir haben aber in
b) gezeigt, dass es sich in diesem Fall um eine Verteilung handelt, so dass
das Kriterium des Hinweises erfiillt ist.



d) Sei p(z) die Dichte der Normalverteilung. Dann ist die Dichte von H,(z,y)

ha(z,y) = p(z)p(y){1 + a(l — 2&(z))(1 — 20(y))} .

Ist oo = 0, so ist ho(z,y) = (27) ' exp{—3(2?+y?)} die Dichte einer Normal-
verteilung. Fiir eine 2-dimensionale Normalverteilung muss der Logarithmus
von h(x,y) eine quadratische Funktion sein. Wir haben

log ho(z,y) = log o(x) 4+ log p(y) +log{1 + a(l — 2&(x))(1 —2®(y))} .

Da log ¢(x) eine quadratische Funktion ist, muss log{1 + a/(1 — 2®(x))(1 —
20(y))} eine quadratische Funktion sein. Lassen wir z — oo, konvergiert
dies nach log{1 — a(1 —2®(y))}. Dies ist fiir eine quadratische Funktion nur
moglich, falls die Funktion konstant ist. Dies ist aber offensichtlich nur der
Fall, falls a = 0.

a) {S,} ist adaptiert, und da |S,| < n auch integrierbar. Wir erhalten

aSn - aSn o aSn
IE[Ln+1 | ]:n] = /Bn_HIE[Oé nt | ]:n] = ﬁn—+(poz+(1—p)oz ) = 571—5—1/3 =1L, .

Somit ist {L,} ein Martingal.

b) Da L,, > 0 und IE[L,]| = 1 lasst sich mit {L,,} das Mass &ndern. Seien n € IN
und y;, € {1, —1}. Dann erhalten wir

P Yy =y1,.... Yo =) = ]E[az’izlykﬁ‘" 11 llyk:yk}

k=1

E[aYkﬁ_lﬂyk:yk] .

I
—=

1

Somit sind die {Y}} iid unter IP*. Wir erhalten

~.
Il

P*[Y;, = 1] = E[a¥ 8 1y,_,] = %]P[Yk =1 =p

Daher gilt IP*[Y,, = 1] = P*[Y, = —1] =

1
5-
c) Wir erhalten
P[T, = n] = EB[L, 11, L,] = E*["a " 1z,_,] = ﬁ—IP*[Ta = n]
aa
aﬁn n . a(l _ p)(nfa)/Qp(nJra)/Q n
s 2 s
na® \(n+a)/2 n (n+a)/2

= YP[S, = d .
n




3. Der Mittelwert der Spriinge wird

oo 0 0
X = [Cderao- [ -wedr=t-to [ dedar=-
0

N
N

—0o0 —0o0

Man hétte dies auch daraus folgern konnen, dass negative Werte (bedingt) Gam-
ma-verteilt mit Mittelwert 2 sind und positive Werte (bedingt) exponentialveteilt
mit Mittelwert 1 sind. Wir haben also den Fall H(o0) < 1, da IE[X] < 0. Die
Dichte der Verteilung wird

%e*m , falls x > 0,
f(x) =31 z
s(—z)e”, falls z <0.

Somit erhalten wir fiir die Momentenerzeugendenfunktion

1 |
M = -l<r<l1.
XV = ga o fag oy "

Die Gleichung Mx (r) = 1 kann geschrieben werden als
0= 1 (1) 2= (1 +7) =2 4302 7

Diese hat die Losungen ro = 0, 712 = (=3 £ V/17)/4. Da 5 < —1, suchen wir
die Losung R = r; = (V17 — 3)/4, und damit H,(c0) = 1 — R = (7 — /17)/4.

Damit haben wir
7T — 17
H(r) = T

Weiter erhalten wir fiir z <0

(1 — eix)]I{x>0} .

1 1-— *
H () = —=(1 —x)e” — Re_Rx/ e (—y)e? dy

" 2R 2R -
:i(l—x)e”— 1—Rem1—x—Rx
2R °R © (1+R)?
= %{(1—3@)6%— 12RRex(1—x—Rac)(2— ﬁ)
_ l—x—(l—x—Rm)(l—QR)ex: 2_(2R+1)xe’”.
2R 2

Fir x > 0ist H_(x) = H_(0) = L.



