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1. Sei {Ft}t∈IIN eine Filtration und {Xt}t∈IIN ein adaptierter reellwertiger stochasti-
scher Prozess. Sei weiter τ eine endliche {Ft}-Stoppzeit.

a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass τ + t für alle t ∈ IIN ein Stoppzeit ist.

Wir setzen Gt = Fτ+t und Yt = Xτ+t. Sei weiter σ ≥ τ eine {Ft}-Stoppzeit.
Zeigen Sie,

b) (3 Punkte) dass {Gt} eine Filtration ist.

c) (3 Punkte) dass {Yt} an {Gt} adaptiert ist.

d) (3 Punkte) dass σ − τ eine {Gt}-Stoppzeit ist.

2. Seien {Y`} unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in
ZZ. Wir setzen pn = IIP[Y` = n]. Mit Sn =

∑n
`=1 Y` bezeichnen wir die Summe.

Sei weiter f0(x) : (−∞,−1] ∩ ZZ → [0,∞) eine beschränkte Funktion. Sei f(x),
x ∈ IIN0, eine beschränkte Lösung der Gleichung

f(x) = e−δ
[ ∞∑
n=−x

pnf(x+ n) +
−x−1∑
n=−∞

pnf0(x+ n)
]
,

wobei δ > 0 eine Konstante ist. Wir setzen f(x) = f0(x) für x < 0. Sei τ =
inf{n ≥ 0 : x + Sn < 0} (Stoppzeit) der erste Besuch des Prozesses {x + Sn} in
den negativen Zahlen.

a) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass {e−δ(τ∧n)f(x+ Sτ∧n)} ein Martingal ist.

b) (7 Punkte) Zeigen Sie, dass f(x) = IIE[e−δτf0(x+ Sτ )1Iτ<∞].
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3. Sei {Ñt} ein homogener Poisson-Prozess mit Rate λ. Die Ereigniszeiten bezeich-
nen wir mit 0 < T1 < T2 < · · · . Seien {Yk} positive, unabhängige und identisch
verteilte Zufallsvariablen, unabhängig von {Ñt}, mit Verteilung G(x). Wir defi-
nieren den Punktprozess

Nt =
Ñt∑
k=1

1ITk+Yk≤t ;

also die Anzahl Punkte Tk + Yk im Intervall (0, t]. Sei Z(t) = IIP[Nt+x −Nt = 0],
also die Wahrscheinlichkeit, dass {Nt} im Intervall (t, t+ x] kein Ereignis hat.

a) (8 Punkte) Begründen Sie die Gleichung

Z(t) =
∞∑
k=0

(λ(t+ x))k

k!
e−λ(x+t)

[∫ t+x

0
(G(t− s) + 1−G(t+ x− s)) ds

t+ x

]k
.

b) (4 Punkte) Bestimmen Sie limt→∞ Z(t).
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