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Lösung der Klausur

1. a) Wir haben (für n ≥ t)

{τ + t = n} = {τ = n− t} ∈ Fn−t ⊂ Fn .

Somit ist τ + t eine Stoppzeit.

b) Sei A ∈ Gt = Fτ+t. Dann ist für n ∈ IIN mit n ≥ t+ 1,

A ∩ {τ + t+ 1 = n} = A ∩ {τ + t = n− 1} ∈ Fn−1 ⊂ Fn ,

da A ∈ Fτ+t. Somit ist A ∈ Fτ+t+1 = Gt+1 und damit Gt ⊂ Gt+1, also eine
Filtration.

c) Sei A eine Borel-messbare Menge. Dann müssen wir {Yt ∈ A} = {Xτ+t ∈
A} ∈ Gt = Fτ+t zeigen. Sei n ≥ t. Wir haben

{Xτ+t ∈ A} ∩ {τ + t = n} = {Xn ∈ A} ∩ {τ + t = n} ∈ Fn ,

da beide Mengen in Fn sind. Somit ist {Yt ∈ A} = {Xτ+t ∈ A} ∈ Fτ+t = Gt.

d) Sei t ∈ IIN. Wir müssen {σ − τ = t} ∈ Gt = Fτ+t zeigen. Wir haben für
n ∈ IIN mit n ≥ t

{σ − τ = t} ∩ {τ + t = n} = {σ = n} ∩ {τ + t = n} ∈ Fn ,

da σ eine Stoppzeit ist und {τ + t = n} ∈ Fn−t ⊂ Fn. Somit ist {σ − τ =
t} ∈ Fτ+t = Gt. Also ist σ − τ eine {Gt}-Stoppzeit.

2. a) Auf {τ ≤ n} gilt

IIE[e−δ(τ∧(n+1))f(x+ Sτ∧(n+1)) | Fn] = IIE[e−δτf(x+ Sτ ) | Fn]

= e−δτf(x+ Sτ ) = e−δ(τ∧n)f(x+ Sτ∧n) .

Auf {τ > n} haben wir

IIE[e−δ(τ∧(n+1))f(x+ Sτ∧(n+1)) | Fn] = IIE[e−δ(n+1)f(x+ Sn+1) | Fn]

= e−δ(n+1)IIE[f(x+ Sn + Yn+1) | Fn]

= e−δ(n+1)
[ ∞∑
k=−x−Sn

pkf(x+ Sn + k) +
−x−Sn−1∑
k=−∞

pkf0(x+ Sn + k)
]

= e−δnf(x+ Sn) = e−δ(τ∧n)f(x+ Sτ∧n) ,
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wobei wir in der zweitletzten Gleichung die Definition von f an der Stelle
x+ Sn verwendet haben. Somit ist der gesuchte Prozess ein Martingal.

b) Nach dem Stoppsatz gilt

f(x) = e−δ(τ∧0)f(x+ Sτ∧0) = IIE[e−δ(τ∧n)f(x+ Sτ∧n)]

= IIE[e−δτf(x+ Sτ )1Iτ≤n] + e−δnIIE[f(x+ Sn)1Iτ>n] .

Der zweite Erwartungswert ist beschränkt. Somit konvergiert für n→∞
der zweite Term nach Null. Der erste Term ist beschränkt und monoton.
Somit dürfen wir Erwartungswert und Grenzwert vertauschen und erhalten

f(x) = IIE[e−δτf(x+ Sτ )1Iτ<∞] = IIE[e−δτf0(x+ Sτ )1Iτ<∞] ,

da x+ Sτ < 0.

3. a) Ist Tk + Yk ∈ (t, t + x], so ist k ≤ Ñt+x. Bedingen wir auf Ñt+x, (IIP[Ñt+x =
k] = (λ(t+x))k exp{−λ(t+x)}/k!), so sind die Ereigniszeiten T1, . . . , TÑt+x

wie die Ordnungsstatistik von unabhängigen auf (0, t + x] gleichverteilten
Variablen verteilt (Dichte 1/(t+x)). Ist Tk = s, so darf Yk nicht in (t−s, t+
x− s] liegen, was mit Wahrscheinlichkeit G(t− s) + (1−G(t+ x− s)) der
Fall ist. Diese Wahrscheinlichkeit wird Ñt+x mal miteinander multipliziert.
Dies erklärt die Formel.

b) Summieren ergibt die Formel

Z(t) = exp
{
λ

∫ t+x

0

(G(t− s) + 1−G(t+ x− s)) ds− λ(x+ t)
}

= exp
{
λ

∫ t

0

G(t− s) ds− λ
∫ t+x

0

G(t+ x− s) ds
}

= exp
{
λ

∫ t

0

G(v) dv − λ
∫ t+x

0

G(v) dv
}

= exp
{
−λ

∫ t+x

t

G(v) dv
}
.

Lassen wir t→∞, konvergiert dies nach e−λx.
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