H. Schmidli Wahrscheinlichkeitstheorie | SS 20

Losung der Klausur

1. a) Wir haben (fiir n > t)
{t+t=n}={r=n—-t}eF, 4 CF,.
Somit ist 7 + ¢ eine Stoppzeit.
b) Sei A € G, = F,y. Dann ist fiir n € IN mit n > ¢ + 1,
An{r+t+l=n}=An{r+t=n—-1} e F,_1 C F,,

da A € F,y;. Somit ist A € Friy11 = Gy und damit G, C G4, also eine
Filtration.

c) Sei A eine Borel-messbare Menge. Dann miissen wir {Y; € A} = {X, 4 €
A} € G, = Fryy zeigen. Sei n > t. Wir haben

{XrneAn{r+t=n}={X, e A}n{r+t=n} € F,,
da beide Mengen in F,, sind. Somit ist {Y; € A} = {X,,, € A} € Fryy = G

d) Sei t € IN. Wir miissen {c — 7 = t} € G, = F,4; zeigen. Wir haben fir
n &€ INmitn >t

{o—1m=t}n{r+t=n}={o=n}n{r+t=n}eF,,

da o eine Stoppzeit ist und {7 +t =n} € F,_, C F,. Somit ist {o — 7 =
t} € Friy = Gy Also ist o — 7 eine {G;}-Stoppzeit.

2. a) Auf {7 <n} gilt
Efe ) f(a + Sopin) | Fal = Ele™ f(z + S;) | F
= e f(x+S) = f(z+ Spnn) -
Auf {7 > n} haben wir
E[e D) £ (2 + Sonmrny) | Ful = Ee " f(2 + Sppr) | Fl
= e IE[f(z + S, + Vi) | Ful

oo —x—Sp—1
_ o 0nt) [ S opfletSatk)+ D prfolz+ Su+ k)
k=—xz—S, k=—o00

=" fx+8,) = e o+ Spnn)



wobei wir in der zweitletzten Gleichung die Definition von f an der Stelle
x + S, verwendet haben. Somit ist der gesuchte Prozess ein Martingal.

b) Nach dem Stoppsatz gilt

f(x) = e f(a + S no) = E[e ) f (2 + Sian)]
=E[fe ™ f(z 4+ S),<p] + e "E[f (2 + Sp) L5 -
Der zweite Erwartungswert ist beschrinkt. Somit konvergiert fiir n — oo

der zweite Term nach Null. Der erste Term ist beschrankt und monoton.
Somit diirfen wir Erwartungswert und Grenzwert vertauschen und erhalten

f(l‘) = E[eiéq—f(‘r + ST)][T<OO] = E[ei&—f()(x + ST>][T<OO] )

daz+ S; <0.

a) Ist T, + Yy € (t,t + x|, so ist k < ]\th+x. Bedingen wir auf Nt+x, (]P[NHQC =
k] = (At +))" exp{=A(t + )} /k!), so sind die Ereigniszeiten T1, ..., Ty, , .
wie die Ordnungsstatistik von unabhéngigen auf (0,¢ + x| gleichverteilten
Variablen verteilt (Dichte 1/(t+)). Ist T}, = s, so darf Y}, nicht in (¢ —s,t+
x — s] liegen, was mit Wahrscheinlichkeit G(t — s) + (1 — G(t + = — s)) der
Fall ist. Diese Wahrscheinlichkeit wird ]\thﬂ mal miteinander multipliziert.
Dies erklart die Formel.

b) Summieren ergibt die Formel
t+x
Z(t) = exp{)\/ (Gt —5)+1— Gt +z—s))ds — )\(x+t)}
Ot t+x
:exp{)\/ G(t—s)ds—)\/ G(IH—x—s)ds}
0 0

:exp{)\/otG(v) dv—)\/OHxG(v) dv} :exp{—)\/t

Lassen wir ¢t — oo, konvergiert dies nach e ™%,

t+x

G(v) dv} :



