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1. Sei {an} ⊂ (0,∞) eine Folge von echt positiven Zahlen und {Yn : k ∈ IIN}
seien iid Zufallsvariablen mit Var[Yk] ∈ (0,∞). Setzen wir Un =

∑n
k=1 akYk.

Zeigen Sie: Un konvergiert genau dann in L2, falls mindestens eine der folgenden
Bedingungen erfüllt ist

a) IIE[Yk] = 0 und
∑∞

k=1 a
2
k <∞,

b) IIE[Yk] 6= 0 und
∑∞

k=1 ak <∞.

2. Seien {Y`} unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in ZZ,
so dass IIP[Y` ≤ 1] = 1. Wir setzen pn = IIP[Y` = n]. Mit Sn =

∑n
`=1 Y` bezeichnen

wir die Summe. Sei weiter f0(x) : (−∞,−1] ∩ ZZ → [0,∞) eine beschränkte
Funktion. Sei f(x), x ∈ IIN0, eine (evtl. unbeschränkte) Lösung der Gleichung

f(x) = e−δ
[ 1∑
n=−x

pnf(x+ n) +
−x−1∑
n=−∞

pnf0(x+ n)
]
,

wobei δ > 0 eine Konstante ist. Wir setzen f(x) = f0(x) für x < 0. Sei τ0 =
inf{n ≥ 0 : x+Sn < 0} der erste Besuch des Prozesses {x+Sn} in den negativen
Zahlen, τa = inf{n ≥ 0 : x+Sn ≥ a} (Stoppzeiten) und τa0 = τ0∧τa für natürliche
Zahlen 0 ≤ x ≤ a. Dann folgt wie in der Klausur, dass {Mn = e−δ(τ

a
0 ∧n)f(x +

Sτa0 ∧n)} ein Martingal ist. Sei weiter ϑ > 0 die eindeutige Lösung der Gleichung
IIE[eϑY` ] = eδ und Ln = eϑSn−δn. Wir definieren das Mass IIP∗[A] = IIE[Ln1IA] für
A ∈ Fn, wobei {Fn} die natürliche Filtration ist. Wir wissen aus der Vorlesung,
dass {Sn} auch unter IIP∗ eine Irrfahrt ist.

a) (1 Punkt) Begründen Sie, wieso IIP[τa0 <∞] = 1 gilt.

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass IIE∗[Y`] > 0 und damit IIP∗[τa < ∞] = 1 und
IIP∗[τ 0 <∞] < 1.
Hinweis: d

dθ
IIE[eθY` ] = IIE[Y`e

θY` ] und d2

dθ2
IIE[eθY` ] = IIE[Y 2

` eθY` ]. Machen Sie
eine Skizze des Graphen.

c) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass IIE[e−δτ
a
0 1Iτa0 =τa ] = e−ϑ(a−x)IIP∗[τa0 = τa].

d) (7 Punkte) Zeigen Sie, dass lima→∞ f(a)e−ϑa <∞.
Hinweis: Verwenden Sie das Martingal {Mn}.
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3. Sei {Sn} eine Irrfahrt mit Zuwächsen {Xk} mit Verteilung

F (x) =

{
p
3
(2ex + e3x) , falls x ≤ 0,

1− 1−p
2

(e−x + e−2x) , falls x ≥ 0.

Intuitiv: Mit Wahrscheinlichkeit p ist der Sprung negativ, mit 1− p positiv. Ist
er positiv, so ist der Sprung mit Wahrscheinlichkeit von je 1

2
exponential verteilt

mit Parameter 1, bzw. 2, und analog für negative Sprünge.

a) (2 Punkte) Begründen Sie, wieso die Leiterhöhenverteilungen von der Form

H+(x) = q1(1−e−x)++q2(1−e−2x)+ und H−(x) = q3 min{ex, 1}+q4 min{e3x, 1}

sein müssen.

b) (10 Punkte) Bestimmen Sie Gleichungen für q1, q2, q3, q4, aus denen die Lei-
terhöhenverteilungen H+ und H− (eindeutig) bestimmt werden können. In-
tegrale müssen expizit berechnet werden.
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