Abbildung 1: Funktion 6 — IE[e?Y?]
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Losung der Nachklausur

Sei u = IE[Y}] und 02 = Var[Y}]. U, konvergiert genau dann in £2, falls es eine Cauchy-
Folge ist. Somit muss fiir jedes ¢ > 0 ein ng geben, so dass fiir ng < m < n gilt
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Ist p # 0, so ist die Bedingung genau dann erfiillt, wenn » ,_; ar und > ;_; ai flir
n — oo konvergieren. Falls die erste Summe konvergiert, so konvergiert auch die zweite.
Ist u =0, so ist die Bedingung erfiillt, genau dann, wenn » ai konvergiert.

a) Die Irrfahrt ist entweder transient oder oszillierend. Somit muss das Intervall [0, oo]
irgendwann verlassen werden.

b) Es gilt
E* D/E] _ lE[}/éeﬁSge—(W] _ IE[Y'zeﬁyg—(S] .



Da Cf‘l—;gIE[ean] = E[Y2e”] > 0, ist die Funktion 6 +— IE[e’¥] konvex, siche
Abbildung 1. Aus E[e?Y?] = 1 und E[e”Y?] = ¢’ > 1 folgt, dass die Steigung
E[Y;e"Y] strikt positiv ist. Somit hat die Irrfahrt unter IP* eine positive Drift und
konvergiert daher nach Unendlich. Dies beweist den Rest der Behauptung.

c) Mit der Anderung des Masses ergibt sich
IE[e_(STg ]ITg:Ta] = E[e_ﬁSTg ]ITg:Ta LTél] =" [e_ﬂSTg ]ITS:TG]
= Pl = 1],
da S;e = a — 2.
d) Nach dem Stoppsatz gilt
(@) =TEle T8 (2 + Sran)]
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Lassen wir t — oo so folgt mit beschrankter Konvergenz

f(@) = E[e_émfo(x + Sr) Trg—ro] + f(a)IE[e_éTa j BT
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Also,
fla)e ™ P*[rg = 7% = e " { f(x) — Ele™"™ fo(x + Sr,) Lrg=r]} -

Lassen wir a — oo, so konvergiert IP*[7§ = 7°] nach IP*[rp = oo] > 0 und
E[e=0™ fo(x + Sro)Lre—r,| nach E[e™%" fo(x + Sy, ) Iry<oo], was beschrinkt ist. So-
mit muss die linke Seite auch beschrénkt bleiben, was wegen IP*[ry = oo] > 0 nur
moglich ist, wenn f(a)e™?® beschrinkt bleibt.

a) Wenn ein Sprung nach oben passiert, ist er mit Wahrscheinlichkeit je % exponen-
tialverteilt mit Parameter 1 bzw. Paramter 2. Wenn 0 {iberschritten wird, haben
wir einen dieser Fille. Wegen der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung
ist dann also ’Hf entweder exponentialverteilt mit Paramter 1 oder Parameter 2.
q1, q2 sind dann die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. Die analoge Begriindung
gilt fiir die Spriinge nach unten.

b) Wir haben dann fiir z <0
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Fiir z > 0, gilt

0
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Aus der Wiener—Hopf-Zerlegung finden wir fiir x < 0
E(2e” + ) = gze” + que® + 0 — gs(3q1 + 3q2)€” — qa(§q1 + 2qo)e™
und fir x > 0,

1- 52 ™ +e ™) = (gs+q1) +p(l—e ™)+ gl —e ™)

— (g1 + @)(a3 +a1) — @1 (33 + 3qa)e ™ — q2(3q3 + 2qu)e "] .

Wir bemerken, dass g1 + g2 = 1 oder ¢3 + ¢4 = 1, da mindestens einer der Leite-
repochenprozesse nicht abbricht. Somit erhalten wir die Gleichungen
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