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1. Sei € eine nicht-leere Menge, 2 C 2 ein Mengensystem von Teilmengen von )
und () # B C Q eine beliebige Teilmenge von 2. Wir definieren

Ap:={ANB:AecA}, c@)|p:={ANB:AcoA)}.
Wir betrachten o(2)|p C 28 als o-Algebra auf der Menge B. Zeigen Sie:
a) (4 P) o(A)|p C 28 ist eine o-Algebra auf der Menge B.
b) 4P)B={Aco(2): ANB € o(A|p)} ist eine o-Algebra auf €.
c) (4P)o(Up)=o(A)|p.

2. Eine Firma macht im Jahre n den Gewinn Y,, > 0 und zahlt jeweils den a-ten
Teil des Vermogens als Dividende aus, wobei a € (0, 1). Wir nehmen an, dass die
{Y,.} iid und integrierbar sind. Damit ergibt sich der vor-Dividenden Prozess mit
Startwert Sy = y > 0 aus der Formel S,, 11 = (1 — a)S,, + Y11 und der Wert der
zukiinftigen Dividenden ist IE[Y ;7 , a.Syr¥] fiir eine Diskontierungsrate r € (0, 1).
Sei weiter f : [0,00) — [0,00) eine messbare Funktion die die Gleichung

rE[f(1—a)z+Y)] — f(z) +ax =0
erfiillt und die Eigenschaft f(x) < x + & fiir ein x > 0 hat.
a) (2 P) Zeigen Sie, sup,, [E[|S,|] < cc.

b) (6 P) Zeigen Sie, M,, = f(S,)r" + 37—y aSpr* ist ein Martingal beziiglich
der Filtration {F,} erzeugt durch {Y,}.

c) (4 P) Zeigen Sie, f(y) = E[>_,;—, aSkr*] ist der Wert der Dividenden.

3. In einer Forschungsstation in den Alpen hat eine Komponente einer Apparatur
eine Lebenszeit mit einer stetigen Verteilungsfunktion F'(¢) mit Mittelwert pu.
Fillt die Komponente aus wird sie sofort ersetzt. Die Kosten der Auswechslung



héngen von der Jahreszeit ab und sind 2 + cos(277},), wenn die Komponente zur
Zeit T}, ausfallt. Wir interessieren uns fiir die jahrlichen erwarteten Kosten

Nty

Z(t) = ]E[ Y 2+ cos(2nTh)]

k=N;+1
wobei N; die Anzahl der bis zur Zeit ¢ ersetzten Komponenten bezeichnet.

a) (2 P) Begriinden Sie, wieso man nicht erwarten kann, dass Z(t) eine Er-
neuerungsgleichung erfiillt.

b) (6 P) Begriinden Sie, dass Z(t) = Lt+1{2+cos(2ws)} dU(s), wobei U(t) das
Erneuerungsmass ist.
Hinweis: T}, € (¢,t + 1] genau dann, wenn T, 1)(7%) = 1.

c) (4 P) Berechnen Sie lim;_,», Z(t).



