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1.

a)

b)

Losung der Klausur

Wir bemerken zuerst, dass auf der Menge B, das Komplement von A C B
identisch ist mit B\ A.

i) Wir haben () € o(2() und daher § = )N B € o(2A)|p.
ii) Ist A € o(A)|p, so existiert Ac o(RA), so dass A = f:l N B. Somit ist
Acco(). Alsoist B\A=ANB=(ANB)NB=ANB € o(A)|p.

iii) Sind {A, : n € IN} Mengen aus o(2)|p und A = U,A,, so gibt es
Mengen A, € () mit A, = A,NB. Insbesondere ist A = U, A, € o(A)
und A =U,(A4,NB)=(U,A,)NB=ANB € o(A)|p.

Also ist € o(21)|p eine o-Algebra.
i) DadNB=10¢€oU|p),ist ) € B.

ii) Ist A € B und damit ANB € o(2A|p), soist A°“NB = B\(ANB) € o(A|)
und damit A¢ € B.

iii) Sind {A, : n € IN} Mengen aus B und A = U,A,, so ist A, N B €
o(2A|p). Somit ist auch AN B = (U,A,) N B = U,(A, N B) € o(AU|p)
und damit A € B.

Also ist B eine o-Algebra.

Fir A € Aist A € o(A) und damit AN B € o(2A)|g. Da o()|p eine
o-Algebra ist, muss o(|p) C o(A)|p gelten.

Wir haben fiir A € 2, dass AN B € A|p. Somit ist auch A € B. Somit
ist B C () eine o-Algebra, die 2 enthélt. Also ist o() = B und damit,
nach Definition von B, o(2()|p C o(A|p).

Sp ist integrierbar und .S,, > 0. Mit Induktion folgt,
E[[Snill = (1 — a)E[S,] + E[Y,14]
=Y (1= ) EY, 1] + (1 - )"y
k=0

— (1= a)"™y +a (1 (1 —a)™)EY
<y+a 'ElY]].

Dies beweist die obere Grenze.



b) Da alle S integrierbar sind und 0 < f(S,,) < S, + k ebenfalls integrierbar
ist, ist M, integrierbar. Aus der Konstruktion folgt, dass {S,,} adaptiert ist.

Wir haben

E[M11 | Fo] = E| f(Sps)r™™ + ZOZSka ‘ ]:'n,i|
k=0
= IE[Tf((l - a)Sn + Yn—i—l) | ‘Fn],,,n + Z OéSkT’k
k=0

n n—1
= (f(S0) —aS)r" + Y aSurt = f(S)r" + ) aSprt
k=0 k=0

:Mn7

wobei wir verwendet haben, dass Sy, ..., .S, und f(5,,) F,-messbar sind und
dass f die angegebene Gleichung mit x = 5, erfiillt.

c) Aus der Martingaleigenschaft folgt

n—1

f(y) = EM,] = E[f(S,)lr" + |3 asirt] .

k=0
Wir haben S, ; < S, + Y, 1 <y+ ZZS Y. und daher
E[f(S,)] <E[S,+ k]| <y+nE[Y]+k.

Somit konvergiert IE[f(S,)]r" nach Null. Der zweite Erwartungswert kon-
vergiert aufgrund von monotoner Konvergenz nach E[Y_ 72, aSir*].

a) Hat z.B. F(t) eine Verteilung, die mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit nahe
bei 1 liegt, dann wire Z(3) auf {T} =~ 1} ungefihr Z(2) =~ 3, aber auf
{T) ~ 3} wire der bedingte Wert von Z(3) ~ Z(2.5) ~ 1 und nicht ~ 3.
Somit hédngt der zukiinftige Wert der Funktion von 77 und nicht nur von
3 — T1 ab.

b) Es gilt
Z(t) = E {Z{z + cos(szk)}]IKTngH}
o0 n_1+1 t+1 o0
= Z t {2 + cos(2ms)} AF™(s) = t {2 + cos(27s) } d( F*"(s))
t+1

— {2 + cos(2ms)} AU (s) .

t



c) Nach dem Blackwell’schen Erneuerungstheorem konvergiert U(t + s) — U(t)
nach As, also dU(t) nach A dt, wobei A = 1/u. Also konvergiert Z(t) nach

t+1
tlim {2 + cos(2ms) A ds = 2\ .
—00

t

Letztere Aussage konnte man auch mittels partieller Integration (bzw. Fu-
bini) erhalten

t+1 t+1 S
/ {cos(2ms) — cos(2nt)} dU(s) = —27T/ / sin(27v) dv dU(s)
t t+1 t t
_ o / in(2m0) (U (¢ + 1) — U(w)) do .
¢
Dies konvergiert nach

t+1 t+1 t+1
—27r)\/ sin(2m})/ ds dv = )\/ {cos(2ms) — cos(2nt)} ds .
t v t

Dies zeigt, dass der obige Grenzwert korrekt ist.



