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1. a) (7 P) Sei p−1 = q−1 + r−1 für q, r > 0 und X ∈ Lq und Y ∈ Lr. Zeigen Sie,
XY ∈ Lp und ‖XY ‖p ≤ ‖X‖q‖Y ‖r.

b) (5 P) Sei für 0 < q ≤ r und θ ∈ (0, 1)

1

p
=

1− θ
q

+
θ

r

und X ∈ Lr. Zeigen Sie, X ∈ Lp und

‖X‖p ≤ (‖X‖q)1−θ(‖X‖r)θ .

2. Sei {Yi} iid mit IIP[Yi = 1] = 1 − IIP[Yi = −1] = p ∈ (0, 1) und Sn =
∑n

k=1 Yk
die zugehörige Irrfahrt. Mit Fn bezeichnen wir die natürliche Filtration erzeugt
durch die {Yk}. Wir definieren Tc = inf{n > 0 : Sn = c} ∈ IIN ∪ {∞} für ein
c 6= 0 die Erstbesuchszeit von c. Sei α > 0.

a) (3 P) Bestimmen Sie β, so dass Ln = αSnβn ein Martingal ist.

b) (4 P) Zeigen Sie, dass unter dem Mass IIP∗[A] = IIE[Ln;A] für A ∈ Fn der
Prozess ebenfalls eine Irrfahrt ist und bestimmen Sie das zugehörige p∗.

c) (2 P) Wie muss α gewählt werden, damit p∗ = 1
2

und bestimmen Sie das
zugehörige β.

d) (3 P) Ist p∗ = 1
2
, so gilt IIP∗[Tc = n] = |c|

n
IIP∗[Sn = c] (müssen Sie nicht

zeigen). Zeigen Sie, IIP[Tc = n] = |c|
n

IIP[Sn = c] auch für p 6= 1
2
.

3. Seien {Xk} iid absolutstetig verteilt mit der Dichte f(x) = 1
2
|x|e−|x| (also IIP[Xk >

x] = 1
2
(1 + x)e−x für x ≥ 0) und {Sn} die zugehörige Irrfahrt.

a) (4 P) Begründen Sie, dass IIP[H+
1 > x] = (1 + βx)e−x für x ≥ 0 und für ein

β ∈ (0, 1), das Sie hier noch nicht berechnen müssen.
Hinweis: Berechnen Sie IIP[Xk > x+ c | Xk > c] und bedingen Sie dann auf
Sτ+1 −1.

b) (2 P) Begründen Sie, IIP[H−1 ≤ x] = (1− βx)ex für x ≤ 0.

c) (6 P) Bestimmen Sie β.
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