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Lösung der Nachklausur

1. a) Ist X ∈ Lq, dann ist Xp ∈ Lq/p. Analog folgt Y p ∈ Lr/p. Aus (q/p)−1 +
(r/p)−1 = 1, folgt aus der Hölder-Ungleichung, dass (XY )p ∈ L1 und

‖XY ‖p = IIE[|X|p|Y |p]1/p ≤ (‖|X|p‖q/p‖|Y |p‖r/p)1/p

= (IIE[(|X|p)q/p]p/q)1/p(IIE[(|Y |p)r/p]p/r)1/p = ‖X‖q‖Y ‖r .

b) Wir haben X ∈ Lq, da q ≤ r, |X|1−θ ∈ Lq/(1−θ) und |X|θ ∈ Lr/θ. Somit gilt
nach a)

‖X‖p = ‖|X|1−θ|X|θ‖p ≤ IIE[(|X|1−θ)q/(1−θ)](1−θ)/qIIE[(|X|θ)r/θ]θ/r

= (‖X‖q)1−θ(‖X‖r)θ .

2. a) Ln ist Fn-messbar, beschränkt und daher integrierbar. Wir haben

βnαSn = βn+1IIE[αSn+1 | Fn] = βn+1αSnIIE[αYn+1 ] = βn+1αSn(αp+α−1(1−p) .

Somit muss
β =

α

α2p+ 1− p
gelten.

b) Wir haben

IIP∗[Y1 = y1, . . . , Yn = yn] = IIE[βnαSn ;Y1 = y1, . . . , Yn = yn]

=
n∏
k=1

IIE[βαYk ;Yk = yk]

=
n∏
k=1

IIE[βnαSn ;Yk = yk] =
n∏
k=1

IIP∗[Yk = yk] .

Somit sind die {Yk} iid und

p∗ = IIP∗[Yk = 1] = αβp =
α2p

α2p+ 1− p
.
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c) Die Gleichung α2p/(α2p+1−p) = 1
2
hat die Lösung α =

√
(1− p)/p. Damit

wird β = 1
2
(p(1− p))−

1
2 .

d) Wir haben

IIP[Tc = n] = IIE∗[L−1n ;Tc = n] =
1

αcβn
IIP∗[Tc = n] =

1

αcβn
|c|
n
IIP∗[Sn = c]

=
|c|
n
IIE∗[L−1n ;Sn = c] =

|c|
n
IIP[Sn = c] .

3. Da die Verteilung symmetrisch ist, ist die Irrfahrt oszillierend.

a) Wir haben

IIP[Xk > x+ c | Xk > c] =
IIP[Xk > x+ c]

IIP[Xk > c]
=

1
2
(1 + c+ x)
1
2
(1 + c)

e−x

=
(
1 +

x

1 + c

)
e−x .

Wenn wir also auf Sτ+1 −1 bedingen, erhalten wir

IIP[H+
1 > x] = IIE[IIP[H+

1 > x | Sτ+1 −1]] = IIE
[
1 +

x

1− Sτ+1 −1

]
e−x ,

was von der behaupteten Form ist.

b) Die Verteilung der Xk ist symmetrisch. Somit hat −H−1 die selbe Verteilung
wie H+

1 , also für x ≤ 0,

IIP[H−1 ≤ x] = IIP[−H−1 ≥ −x] = (1− βx)ex .

c) Die Dichte von H+
1 ist (1−β+βx)e−x, die Dichte von H−1 ist (1−β−βx)ex.

Die Dichte von H+ ∗H− wird somit für x ≤ 0∫ ∞
0

(1− β − β(x− z))ex−z(1− β + βz)e−z dz

=

∫ ∞
0

{(1− β − βx)(1− β) + β(2− 2β − βx)z + β2z2}e−2z dz ex

=
((1− β − βx)(1− β)

2
+
β(2− 2β − βx)

4
+
β2

4

)
ex

=
β(β − 2)x+ β2 − 2β + 2

4
ex .

Schreiben wir die Wiener–Hopf Zerlegung mit Dichten, so wird die rechte
Seite für x ≤ 0(
1−β−βx−β(β − 2)x+ β2 − 2β + 2

4

)
ex = −

(β2 + 2β

4
x+

β2 + 2β − 2

4

)
ex .

Da dies −1
2
xex sein muss, gilt β2 + 2β − 2 = 0. Da β ∈ (0, 1) ist die Lösung

β =
√
3− 1.
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