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4. Erneuerungsprozesse

Definition 4.1. FEin Punktprozess {N,} ist ein wachsender stochastischer Pro-
zess in stetiger Zeit mit Ny € IN fiir alle t und Ny = 0. Ein Punktprozess heisst
einfach, falls AN, := N; — N;_ € {0,1} fiir alle t.

Definition 4.2. Fin stochastischer Prozess {X;} hat unabhingige Zuwéichse,
falls fiir allen € IN, 0 =ty <ty <--- <t, und x1,...,T,,
IP[th — th—l S $k71 S k S n] = HIP[th — th—l S l’k] .
k=1
FEin stochastischer Prozess {X;} hat stationiire Zuwichse, falls fiir alle n € IN
und 0 =ty <ty < -+ <ty, T1,...,2, und h > 0,

PX, — X, , <ap, 1 <k<n|=P[X1pn—Xs,_+n <, 1 <k<n].

Bemerkung. Hat ein Prozess unabhéngige Zuwéchse und gilt P[X;, — X), <
z] = P[X; — Xy < 2] fur alle h > 0, dann hat X auch stationdre Zuwéchse. |

4.1. Poisson-Prozesse

Seien {Y;} unabhéngige exponential verteilte Zufallsvariablen mit Parameter \. Wir
definieren Ty = 0 und 7,, = T,,_1 + Y,,. Wir interpretieren {7} } als die Zeitpunkte,

an denen ein bestimmtes Ereignis auftritt. Sei nun

N; = Z Iy < =sup{n: T, <t}
k=1
die Anzahl Ereignisse bis zum Zeitpunkt ¢. Dies ist ein einfacher Punktprozess und
hat den Namen Poisson-Prozess mit Rate \.

Bevor wir das nichste Resultat formulieren, benétigen wir noch folgende Nota-
tion. Wir sagen f(h) = o(g(h)) (fir h — 0), falls lim,_,o f(h)/g(h) = 0. Wir sagen
f(h) = O(g(h), falls |f(h)/g(h)| fiir |h| < 1 beschrankt ist. Sind Y3, Y5, ..., Y, Zu-
fallsvariablen, so nennen wir die geordneten Variablen Y., < Y5, < ... <Y, die

Ordnungsstatistik der Variablen {Y; : 1 <1i < n}.

Wir kénnen den Poisson-Prozess alternativ auch folgendermassen definieren.



86 4. ERNEUERUNGSPROZESSE
Hilfssatz 4.3. Sei {N;} ein Punktprozess. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) {NVi} ist ein Poisson-Prozess mit Rate \.

ii) {N;} hat unabhdingige und stationdre Zuwdichse und

PN, =0]=1- M +o(h), PN, =1 =A+o(h).

iii) {V;} hat unabhdingige und stationdre Zuwdichse, P[Ny, > 2] = o(h) und IE[N;]| =
A

iv) {N:} hat unabhingige Zuwichse und Ny ~ Pois(At) fiir jedes t > 0.

v) Fir jedes t > 0, N, ~ Pois(At) und, gegeben {N;, = n}, haben die Punkte
T, 15, ..., T, die selbe Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n unabhdngi-
gen auf (0,t) gleichverteilten Punkten.

vi) {N;} hat unabhingige Zuwdichse, IE[N1] = X\ und, gegeben {N; = n}, haben
die Punkte Ty, Ts,...,T, die selbe Verteilung wie die Ordnungsstatistik von n
unabhdngigen auf (0,t) gleichverteilten Punkten.

Beweis. “ii) = iv)” Sei p,(t) = IP[N; = n]. Wir haben dann
po(t +h) =P[Neyp — Ny = 0, Ny = 0] = P[N), = Olpo(t) = (1 — Ah)po(t) + o(h) .
Also ist po(t) rechtsstetig und

po(t +h) — po(t)
h

= —Apo(t) + o(1) .

Somit existiert die Ableitung von rechts und ist —Apy(t). Ersetzen wir ¢ durch ¢ — h,
erhalten wir

po(t) = (1 — Ah)po(t — h) +o(h) .

Somit ist po(t) stetig und es folgt wie oben, dass py(t) differenzierbar ist und die
Gleichung pj(t) = —Apo(t) erfiillt. Da po(0) = 1, erhalten wir die Losung po(t) =

e M,

Sei nun n > 1 und nehmen wir p,_;(t) = (\)"te ™ /(n — 1)! an. Wie oben

erhalten wir

pu(t+h) = (1 = Ah)p,(t) + Aapp_1(t) + o(h) .
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Also ist p,(t) rechtstetig. Da
Pu(t + 1) = pa(t)
h
ist p,(t) differenzierbar mit der Ableitung —Ap,(t) + Apn_1(t). Die Differenzierbar-
keit von links folgt analog. Die Losung der Differentialgleichung pl,(t) = —Ap,(t) +
Apn_1(t) mit p,(0) = 0 ist p,(t) = (M)"e > /n!. Somit ist N; Poisson verteilt.

“Iv) = 1)”  Wir zeigen zuerst, dass NN stationdre Zuwichse hat. Wir haben

= —Apn(t) + Apna(t) + 0(1)

IE[SNthNt]ef)\t(lfs) — IE[SNthNt]IE[SNt] — IE[SNHh] _ ef)\(tJrh)(lfs) )

Somit ist IE[sVi+n=Ne] = e=M(1=5) = TE[sV]. Also hat N stationire Zuwichse.

Seit0:O§31<t1§32<t2§---§8n<tn.Danngilt

]P[sk<Tk§tk,1§k§n}
—P[N,, ~ N, , =0,N,, ~ Ny, =1, 1<k<n—1,
Nsn - Ntn—l - 0, Ntn - Nsn Z 1]
n—1
_ e—)\(sn—tnfl)(l . e—)\(tn—sn)) H e—)\(sk—tk_l))\(tk . Sk)e—k(tk—sk)

k=1

n—1

= (e —e MmN T [t — si)

k=1
t1 tn
— / e / )\nefAy” dyn “ e dyl
S1 Sn

t1 to—z1 tn—2z1——2Zn—1
et / / Ane—A(21++2n) dzn ... d21 .
S1 S

2—21 Spn—Z1— " —2Zn—-1
Durch Transformation der Variablen erhalten wir, dass 11,71y — T4,..., T, — T,_1

die Dichte
)\nef/\(zl +tzn)

hat. Somit sind die Variablen unabhéngig und exponential verteilt.
“) = v)” Die Verteilung von T, ist I'(n, A). Also haben wir IP[N; = 0] = IP[T} >
t] =e M. Fiirn > 1

P
— /t AT e ™M ds — /t )\n+18ne”\s ds
I
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Also ist N; Poi(At) verteilt. Die gemeinsame Dichte von T4, ..., T, ist fiir tg = 0

n+1
H )\e*/\(tk*tkfl) — )\n+1ef)\tn+1 )
k=1
Gegeben {N; = n}, ist die bedingte Dichte von T1,...,T,
Loo )\nJrlef)\th,-l dtn+1 n!

o f A e At dby g - diy T

Dies ist die Verteilung der Ordnungsstatistik von n auf (0,t) gleichverteilten Varia-
blen.
“v) = vi)” [E[N;] = A ist klar. Wir miissen noch zeigen, dass N unabhéngige

Zuwéchse hat. Sei xp, € INund tg =0 < t; < --- < t,. Dann gilt firx = x1+-- -+,
IP[Ntk — Ntk71 = Ik,l < k < n]
:IP[Ntk_Ntkl $k71<k<n’Nt _x]IP[Ntn }
_ ()\tn)a: —Atn, e tk‘ - tk*l d ()\ tk - tk 1 Tk “Atg—tp_1)
! ¢ x1!~~-xn!H< tn > H e T
k=1

k=1

Also hat N unabhéngige Zuwéchse.
“vi) = ii)” Firay € N, tp=0<1t; <--- <t,und h > 0 gilt
PNy — Nopyih = 2, 1 <k < | Ny
== ]];)[Ntk — Ntk71 = Tk, 1 S k S n ’ Ntn-i-h] .
Integration iiber Ny, ., zeigt, dass IV stationdre Zuwéchse hat.

Wir haben mit monotoner Konvergenz

MOz h k=0
Weiter gilt
. PN, =1 . < N O L B B
1]%17 = 1}%1 2 PN, = k]T = ;IP[Nl = klk = IE[N;] = A

Dies beweist die Aussage.
“li) = iii)” Folgt sofort aus ii) und vi).
“ii) = ii)” Fir IP[N; = 0] erhalten wir

P[N,, = 0] = P[Nyy, — N, = 0, N, = 0] = IP[N, = 0]P[N, = 0] .
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Da die Funktion fallend ist, folgt einfach, dass IP[N, = 0] = (IP[N; = 0])*. Sei
Ao := —log IP[N; = 0]. Dann haben wir IP[N; = 0] = e=*! =1 — Aot + o(t). Weiter
ist IP[N, = 1] =1 —P[N,, = 0] — P[N,, > 2] = Aoh + o(h). Also ist N ein Poisson-
Prozess with rate A\g. Aus “ii) <= vi)” schliessen wir, dass A\g = [E[N;] = . O

Dass IE[NV;] = A in iii) und vi) benétigen wir nur, um die Rate zu bestimmen. Aus
dem Beweis schliessen wir, dass IE[N;] < oo und somit, dass N ein Poisson-Prozess

ist. Hier erlauben wir, dass A = 0, das heisst V; = 0 und damit N degeneriert ist.

Der Poisson-Prozess hat folgende Eigenschaften.

Hilfssatz 4.4. Seien {N,} and {N,} zwei unabhingige Poisson-Prozesse mit Raten
X und X. Sei {I; : i € IN} eine iid Folge von Zufallsvariablen unabhdingig von {N,}
mit IP[I; = 1] = 1 — P[1; = 0] = q fiir ein q € (0,1). Sei weiter a > 0 eine reelle
Zahl. Dann gilt

i) {N, 4 Ny} ist ein Poisson-Prozess mit Rate A + X.

Nt Nt
ii) {Z Ii} und {Z(l — IZ)} sind unabhdngige Poisson-Prozesse mit Raten \q

1= 1=

und A\(1 —q).

iii) {Na} ist ein Poisson-Prozess mit Rate Aa.

Beweis. Ubung. U

Definition 4.5. Sei A(t) eine wachsende rechtsstetige Funktion auf [0,00) mit
A(0) = 0. Ein Punkt-Prozess {N;} auf [0,00) heisst inhomogener Poisson-Pro-

zess mit Intensitdtsmass A(t) falls

i) {N:} hat unabhdingige Zuwdchse,
ii) Ny — Ng ~ Pois(A(t) — A(s)).
Falls es eine messbare Funktion \(t) gibt, so dass A(t) = fot A(s) ds, dann heisst

A(t) Intensitét oder Rate des inhomogenen Poisson-Prozesses.

Wir setzen A~ (z) = sup{t > 0 : A(t) < z} die inverse Funktion von A(t). Folgendes

Resultat zeigt, dass der inhomogene Poisson-Prozess existiert.
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Proposition 4.6. Sei {N,} ein homogener Poisson-Prozess mit Rate 1. Setzen, wir
N, = NA(t). Dann ist {N;} ein inhomogener Poisson-Prozess mit Intensititsmass
A(t). Umgekehrt, sei {N;} ein inhomogener Poisson-Prozess mit Intensititsmass
A(t). Wir setzen N, = Na-14y an allen Stellen, an denen A(A™*(t)) = t. Auf den
Intervallen (A(A™(t)—), A(A71(¢t))) mit A(A™1(t)) # t, konstruieren wir Ny-1(4y —
N-10)-) Ereigniszeiten auf dem Intervall (A(A™'(t)—), A(A1(t))) gleichverteilt,

unabhingig von {N;}. Dann ist {N;} ein homogener Poisson-Prozess mit Rate 1.

Beweis. Der Prozess N hat unabhéngige Zuwichse. Da NA(t) - N A(s) Poisson-
verteilt ist, mit Mittelwert A(t) — A(s) folgt die erste Aussage. Sei nun N ein
inhomogener Poisson-Prozess mit Intensititsmass A(t). Es ist klar, dass {N;} un-
abhingige Zuwiichse hat. Sei A(A~1(t)) = t. Dann ist N, Poissonverteilt mit Parame-
ter A(A~1(t)) = t. Wir miissen noch die Verteilung auf (A(A=*(t)—), A(A71(t))) zei-
gen. Wir haben Ny(a-1(;)_) ist Poisson verteilt mit Parameter A(A~!(t)—). N ist ein
Poisson-Prozess mit Rate 1 auf (A(A~()—), A(A~'(2))). Somit ist N, — NA(AA(,;)_)
Poissonverteilt mit Parameter ¢ — A(A™!(¢t)—). Da die beiden Verteilungen un-
abhiingig sind, ist N, Poissonverteilt mit Parameter ¢. Also ist N ein Poisson-Prozess
mit Rate 1. O

Aus der Eigenschaft der unabhéngigen Zuwéchse erhalten wir folgendes Resultat.
Wir kénnen das Resultat in diskreter Zeit mit I = {tg,t,...} auffassen oder als
Resultat in stetiger Zeit (siehe Definiton 6.1).

Hilfssatz 4.7. Seir € IR. Folgende Prozesse sind Martingale:

i) {Ne — A1)}
ii) {(N: = A@)* = A1)} -

iii) {exp{rN; — A(t)(e" —1)}}.
Beweis. Ubung. U

Betrachten wir das diskrete Martingal {V,, — A(n) : n € IN}, so erhalten wir den

Varianz-Prozess V,, = A(n). Ist nun {A(c0) = oo}, so finden wir dann also

— N, — A(n) N, — A(n)

lim =1, lim =-1.
n—oc y /2\(n) loglog A(n) n—oo 1/2A(n) loglog A(n)
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4.2. Erneuerungsprozesse

Wir verallgemeinern nun die Poisson-Prozesse. Seien {Y;} unabhéngige Zufallsvaria-
blen, wobei {Y; : i > 2} die gleiche Verteilung F'(y) haben und Y; die Verteilung
Fi(y) hat. Es gelte F'(0) = F1(0) = 0. Wir setzen T3 = Y; und T,, = T,,_1 + Y, fiir
alle n > 2. Die Variable N; = sup{n : T,, < t} zihlt die Anzahl Erneuerungen bis
zum Zeitpunkt ¢.

Definition 4.8. Der Punktprozess { N;} heisst Erneuerungsprozess. Ist [} = F,

so heisst der Erneuerungsprozess gewodhnlich, sonst verzogert. Ist IE[Y;] < oo und

1 Yy
i / (1 - F(z)) de,

so heisst der Erneuerungsprozess stationdr. Die Funktion U(t) = Lysey + IE[V]

Fi(y) =

heisst Erneuerungsmass.

Ein Spezialfall eines Erneuerungsprozesses ist der Poisson-Prozess. Dieser ist sowohl

gewohnlich als auch stationér. Das Erneuerungsmass wird Tgsoy(1 + At).

Wir setzen nun A = IE[Y5]™! mit der Interpretation 0, falls E[Y5] = oo. Fiir
den Moment betrachten wir nur gewohnliche Erneuerungsprozesse. Wir definieren
FO(t) = Tgsep und F*0(4) = [ F*(t — y) dF(y). Fiir positive Variablen
liisst sich dies schreiben als F*("+1D(t) = fot F*(t — y) dF(y). Dann ist F**(t) die
Verteilungsfunktion von Y ,_, ¥; (im gewdhnlichen Fall). Dann kénnen wir das Er-
neuerungsmass folgendermassen ausdriicken.

Hilfssatz 4.9. Wir haben

o0

Uty =Y F™(t).

n=0

Insbesondere ist der Wert U(t) endlich fir alle t.

Beweis. Wir haben

E[N,] = i]P[Nt >n| = i]P[Tn <t]= iF*”(t)

Es gibt ein ng, so dass F*™0(t) < 1, da F*™(t) < 1—(1—F(t/ng))™ und F(t/ng) < 1
fiir ng gross genug. Dann ist F*"(t) < (F*o(t))"/m0) und

D o
no

U(t) = ZF*n(t) < mng Z(F*no(t))k 1 Fe() <00

n=0 k=0
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Oft muss man eine Gleichung der Form

20) =+(a)+ [ Zw =) dFl) (22 0) (1)

l6sen, wobei z(z) bekannt ist und Z(z) gesucht wird. Wir nehmen an, dass z(z)
beschrénkt ist auf beschrankten Intervallen. Diese Gleichung heisst Erneuerungs-
gleichung. Die Losung ist einfach.

Proposition 4.10. Die Funktion Z(x) = [, z(x —y) dU(y) = z « U(x) ist die

einzige Losung von (4.1), die beschrinkt ist auf beschrankten Intervallen.

Beweis. Da sich die Erneuerungsgleichung als Z = z % F*0 4 Z x I schreiben lisst,
folgt durch Einsetzen, dass Z eine Losung ist. Nehmen wir nun an, dass Z; eine
Losung ist, die auf beschrinkten Intervallen beschrankt ist. Dann erfiillt Z; — Z die

Gleichung (4.1) mit 2(z) = 0. Insbesondere haben wir
220) = 2@)| < [ 12200 =) = ZGo = )] 4P )
< [ 120 =)~ 2la = ) aP2)
<< [z =0 - 2 - plara).

Lassen wir n — oo, dann konvergiert die rechte Seite gegen Null. Also ist Z;(z) =
Z(x). 0

Das Resultat zeigt uns insbesondere, dass U die Erneuerungsgleichung

U) = Lso + / Ule —y) dF () (4.2)

erfiillt. Das hatten wir auch folgendermassen erhalten konnen. Sei z > 0. Mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — F'(x) gibt es kein Ereignis im Intervall (0, z]. Dann ist der gesuchte
Wert 1+ N, gleich 1. Das erste Ereignis hat die Verteilungsfunktion F(y). Tritt das
Ereignis im Zeitpunkt y < x ein, dann startet im Zeitpunkt y ein neuer Erneuerungs-
prozess Nt,y. Wir sind dann an 2 + ]\fo,y interessiert. Der bedingte Erwartungswert
wird dann IE[2 + N,_, | Ty = y] = 1 + U(z — y). Also erfiillt U(x)

U(x)—l—F(:U)—I—/:(l—i-U(x—y)) dF(y)—l—i—/OxU(x—y)dF(y).

Bevor wir zum Hauptresultat der Erneuerungstheorie kommen, benétigen wir ein

paar technische Werkzeuge.
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Hilfssatz 4.11. Seien {u,} reelle Funktionen und {ay : k € IN} C R. Dann gibt

es eine Teilfolge {u,, }, so dass fir alle m, {u,, (a;,)} in [—00,00] konvergiert.

Beweis. Es gibt eine Teilfolge {u,, , }, so dass {un, , (a1)} konvergiert. Davon gibt
es eine Teilfolge {un,,}, so dass {un,,(az2)} konvergiert. Analog konstruieren wir

{ner}. Setzen wir ny, = nyy, folgt die Aussage. d

Proposition 4.12. Seien {u,} Masse auf R, so dass fir jedes x p,((—z,z)) be-
schrankt ist. Dann gibt es eine Teilfolge {ny} und ein Mass p, so dass {iin, } schwach
gegen . konvergiert. Ist pi,(IR) beschrinkt, so ist u(IR) < lim pu,, (IR).

Beweis. Sei {a; : k € N} = Q und u,(z) = p,((0,z]), falls x > 0, u,(z) =
— iy ((,0]), falls < 0 und u,(0) = 0. Dann gibt es infolge des Hilfssatzes 4.11 eine
Funktion u(x) und eine Folge {n}, so dass u,, (x) = u(z) fir x € Q. Wir haben
dann u(x) ist endlich und wachsend mit «(0) = 0. Setzen wir p((0, z]) = u(x+) fur
x> 0 und u((z,0]) = —u(z+) fiir © < 0. Dies definiert ein Mass auf R. Seien nun
a < bmit pu({a,b}) = 0. Dann konvergiert i, ((a,b]) nach p((a,b]). Insbesondere
ist lim g, ((a,0)) < p((a,b)) = p((a,b)). Wir wihlen ¢ > 0. Es gibt z,y € Q mit
a <y <z <b, sodass p((y,z]) > p((a,b)) —e. Da pn, ((y,2]) gegen p((y, ])
konvergiert, haben wir lim p,, ((a,b)) > lim uy, ((y, 2]) = p((y, z]) > p((a,d)) —e.
Da ¢ beliebig war, folgt die schwache Konvergenz des Masses. 0

Wir sagen eine Verteilungsfunktion F'(z) auf [0, 00) ist arithmetisch, falls es
ein v > 0 gibt, so dass > ;- F(vk) — F(vk—) = 1, also IP[Y/y € IN] = 1. Die
grosste solche Zahl v nennen wir Spannweite.

Satz 4.13. (Blackwells Erneuerungstheorem) Ist F(x) nicht arithmetisch,
dann haben wir

lim U(z) —U(z —y) = \y

Tr—00

fir alle y € R. Ist F(x) arithmetisch mit Spannweite vy, dann haben wir

lim U(z) —U(z —v) = \y.

T—00

Beweis. Beginnen wir mit dem arithmetischen Fall. Wir konnen v = 1 und x € IN
annehmen. Setzen wir up = 1 und u,, = U(n) — U(n — 1) und fr = P[Y = k], so
erfiillt {w,}

n—1 n
Up = Zun—kfk + UOfn = Zun—kfk: . (43)
k=1 k=1
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Wir erhalten dann durch Induktion u, € [0, 1]. Es gibt eine Teilfolge {u,, }, so dass
Up, — N = lim,, 00 Uy, Sein nun w,, = 0 fiir n < 0. Wir definieren fiir ¢ € Z die Folge
uék) = Uy, +¢. Es gibt nun wie in Hilfssatz 4.11 eine Folge {k,,}, so dass {uékm)} fiir
jedes ¢ konvergiert. Nennen wir den Grenzwert w,. Wir haben dann wy, = n. Wir

haben weiter -
k k
W= Sl f
m=1

und im Grenzwert

oo
Wy = E wE—mfm .
m=1

=Wy = Zw—mfm < anm:na
m=1 m=1

folgern wir, dass w_,, = n fiir alle m, so dass f,, # 0. Das Argument funktioniert
dann auch fir w_,, und w_,,_, = n, falls f,, # 0. Somit erhalten wir w_,, = n, falls
m = piay + ...+ pra, fir alle a; mit f; # 0. Es gibt r € IN, ganze Zahlen ¢; und
natiirliche Zahlen a;, so dass >, _, cxkar, = 1. Sei s = Y, _, aj. Jede Zahl lisst sich
als n = xs + y darstellen, wobei 0 <y < s. Ist x > s|¢;| und n = >, _, (2 + ye)ax,
so schliessen wir, dass w_,, = n fiir n > z. Einsetzen ergibt, dass w_,,; = n und
durch Induktion, w,, = n fiir alle n. Sei nun p,, = IP[Y" > n|. Aus der Gleichung (4.3)

erhalten wir

N N n-1 N-1 N N-1 N
Zun = Z Z Jrn—kur = Z Z Jrn—kuk = Z(l — PNk Uk = Z(l — PNk Ui -
n=1 n=1 k=0 k=0 n=k+1 k=0 k=0

Wir erhalten also
N N
ZPkUN—k = ZpN—kuk =ug=1.
k=0 k=0

Da {tn,—m} gegen n konvergiert, schliessen wir im Fall IE[Y] = 372 | pp = oo, dass
n = 0 und damit lim,, .. u, = 0. Ist IE[Y] < oo, folgern wir durch Grenzwertbildung,
dass n = A. Somit gibt es ein ng, so dass u, < A+ ¢ und ZZOZMH pr < e firn > ng

gilt. Dann haben wir fiir n > 2n,

no 00
L<u+ Y pe(A+e)+ > o <tp+(EY]-1)(A+e)+e=u,+1-A+E[Y]e .
k=1 k=no+1

Also ist u, > A — [E[Y]e und {u,} konvergiert gegen .
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Sei nun F'(x) nicht arithmetisch. Wir setzen U, (z) = >"}_, F**(z). Dann kénnen
wir

1— F () = /Ox(l — F(r —y)) dUn(y)

schreiben. Wihlen wir nun echt positive Zahlen n und 7, so dass 1 — F(1) > n. Dann

erhalten wir

M) = U =) < [ (1= Flo =) dU(0) <1 - FO@) <1

Lassen wir n — oo, erhalten wir U(z) —U(z—a) < n~! fiir jedes a < 7. Insbesondere
ist U(z)—U(x—a) < (a+71)/(1n) = C, fiir jedes a, da es maximal (1+a/7) Intervalle
der Linge 7 braucht, um ein Intervall der Linge a zu iiberdecken. Sei I = [« 3] ein
Intervall und I +¢ = [a + t,5 + t] das verschobene Intervall. U(I + t) ist dann
beschrénkt fiir alle endlichen Intervalle I. Es gibt daher eine Folge {¢,}, die nach
Unendlich konvergiert, so dass lim,, o U(I+t,) = V(I) fiir ein Mass V. Sei nun z(z)
eine stetig differenzierbare Funktion auf IR, die ausserhalb von (0, k) verschwindet.
Sei Z(x) die Losung der Erneuerungsgleichung (4.1). z(x + 0) — z(x) verschwindet
ausserhalb von (—d, h). Aus

2z +6)— Z(x) = / e 45— y) — 2z —y) dU()

schliessen wir, dass |Z(x + ) — Z(z)| < Cspopmaxy |2(y + 0) — 2(y)|. Da z(z)
gleichmissig stetig ist, folgt dass Z(x) gleichmissig stetig ist. Wir schliessen, dass
Z(x) differenzierbar ist, und dass Z'(z) = 2/(z) + [; Z'(x — y) dF(y). Somit ist
Z'(x) = Z' % U(z) beschrinkt und nach dem obigen Beweis gleichméssig stetig.
Wir wihlen nun eine Folge s, die nach Unendlich konvergiert, so dass Z'(s;) —
lim, Z'(z) = ¢&. Die Familie (,(z) = Z'(s, + ) ist dann gleichméssig stetig und
erfiillt

T+Sn
(al) = 2 (2 + 5) + / (e — ) dF(y) |

Es gibt dann eine konvergente Teilfolge, die gegen einen Grenzwert ((x) konvergiert.

Die Grenzfunktion erfiillt
e = [ =) dF ().
0
Durch Induktion erhalten wir

(@) = / (e —y) dF(y)
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Wir haben weiter ((x) < & = ((0). Also folgt, dass ((—z) = ((0) an allen Punkten,
an denen F*" wichst. Da F nicht arithmetisch ist, muss ((—x) gegen £ konvergieren,
da die Menge der Punkte, an denen F*"(z) fiir ein n wéachst, asymptotisch dicht ist.
Insbesondere gilt fiir jedes z, dass ((z) = lim, o [((x — y) dF*"(y) = £ Somit
konvergiert Z'(s,, +) gegen &, also Z(s,, +a)—Z(sp,) — £a. Da dies fiir alle a gilt
und Z(t) beschrankt ist, muss £ = 0 gelten. Das gleiche Argument funktioniert fiir

den lim. Somit konvergiert Z’(t) gegen Null. Wir haben dann, dass der Grenzwert

Z(tk+x):/hz(h—y)U(tk—i—x—h—i—dy)—>/hz(h—y)V(x—h—|—dy).

Wir schliessen daraus, dass V' (z + dy) nicht von = abhéngt. Also ist V' proportional
zum Lebesgue-Mass. Wir erhalten damit, dass U (t) — U (tx —h) — ~h fiir ein v > 0.
Aus dem Beweis von Satz 4.16 unten konnen wir schliessen, dass fiir jedes direkt
Riemann integrierbare z(x) folgt, dass Z(x) — v [;* 2(y) dy. Nehmen wir nun an,
dass A > 0. Wir haben die Erneuerungsgleichung

1:(1—F(t))+/t1dF(y).

Wir schliessen, dass 1 = v [[°(1 — F(y)) dy = ~/A. Somit ist v = A. Da der
Grenzwert nicht vom gewéhlten Grenzmass V' abhéngt, ist die Aussage bewiesen.
Ist E[Y] = oo, so folgt 1 >~ [;'(1 — F(z)) d. Dies ist nur méglich fir y =0. O

Sei z(z) eine beschrinkte Funktion und A > 0. Wir definieren die Riemann-

Summen

my(h) =sup{z(t) : (k —1)h <t < kh}, my(h) =inf{z(¢) : (k —1)h <t < kh}

und
(h) =hy  my(h), a(h) =hYy_ m(h)

Dies ist ein bisschen stérker als Riemann integrierbar. Sei z,(z) = (1 — n?|z — n|)*
und z(z) = Y 7, z,(x). Dann ist z(z) Riemann integrierbar, aber nicht direkt

Riemann integrierbar.

Folgende Kriterien implizieren direkte Riemann Integrierbarkeit.
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Hilfssatz 4.15.

i) Der Raum der direkt Riemann integrierbaren Funktionen ist linear.

o0

ii) Ist z(t) monoton und [ |z(t)| dt < oo, dann ist z(t) direkt Riemann integrierbar.
0

iii) Sind a(t) und b(t) direkt Riemann integrierbar und z(t) ist Lebesque fast iberall
stetig, so dass a(t) < z(t) < b(t), dann ist z(t) direkt Riemann integrierbar.

iv) Ist z(t) > 0, z(t) Lebesgue fast iberall stetig und & (h) < oo fir ein h > 0, dann
ist z(t) direkt Riemann integrierbar.

Beweis. i) Dies folgt sofort aus

sup{z1(t) + 22(t)} < sup{z(£)} + sup{z(t)} ,

inf{z1 () + 22(t)} > inf{z ()} + inf{z2(t)}
sup{az(t)} = asup{z(t)}, inf{az(t)} = ainf{z(¢)}
fir ¢ > 0 und
sup{—=z(t)} = —inf{z(t)}, inf{—z(t)} = —sup{z(¢)} .

ii) Da z(t) fiir t — oo konvergiert und integrierbar ist, konvergiert z(t) gegen Null.
Wir konnen dann annehmen, dass z(t) > 0. Dann ist mg(h) = z((k — 1)h) und
my(h) = z(kh). Wir haben dann die Abschétzung

/0 " 2(y) dy < 5(h) = 2(0)h + a(h) < 2(0)h + / o) dy .

Fiir h — 0 konvergieren also & (h) und o(h) nach [} z(y) dy.
iv) Sei hg so gewéhlt, dass G (hg) < co. Sei € > 0. Es gibt ein ng, so dass

> 3
ho Z mk(ho) < 5 .

k=ng

Dann gilt fiir jedes h < hg, dass
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da Y p Mg(ho) Lk—1)no ko) €ine obere Grenze fiir z(¢) darstellt und fir ein o >
0, jedes my(hg) hochstens 2hg/h Mal in der Obersumme auftreten kann. Aus der

klassischen Theorie der Riemann-Integrale weiss man, dass

[noho/h) [nroho/h] noho
lim A m(h) =limh h) = dzx .
mh > m) <l Y m) = [ s de
k=1 k=1
In der Tat gilt die Konvergenz auf den Teilen, auf denen die Funktion z(x) stetig ist
und das Mass der Intervalle der Linge h, die eine Unstetigkeit enthalten, konvergiert

nach 0. Somit gilt

- nohg 00
lim&(h)g/ z(x) dx—|—5§/ z(z)dr +¢.
hi0 0 0

Da die Obersumme eine obere Grenze fiir das Integral ist, haben wir auch, dass
f::ho z(z) de < e/2 < e. Also

noh o
limo(h) 2/ 0 Oz(x) de/ 2(z) de — €.
h10 0 0

Da ¢ beliebig war, ist z(z) direkt Riemann integrierbar.

iii) Da der Raum der direkt Riemann integrierbaren Funktionen linear ist, kénnen
wir a(t) = 0 annehmen, da 0 < 27 (¢) < b7 (¢), und 0 < 27 (¢) < a~(t). Da b(t) direkt
Riemann integrierbar ist, ist & (h) < oo fiir h klein genug, da die Obersumme durch
die entsprechende Obersumme von b(t) beschriankt ist. Die Aussage folgt nun aus
iv). O

Satz 4.16. (Erneuerungstheorem) Sei z(x) eine direkt Riemann integrierbare

Funktion. Dann erfillt die Losung Z(x) der Erneuerungsgleichung (4.1)

t—o00

lim Z(t) = A/Ooo 2(y) dy |

falls F(y) nicht arithmetisch ist und

lim Z(t+ny) = 7/\2 2(t + jv)

n—00 -
j=0

fir 0 <t <+, falls F(y) arithmetisch ist mit Spannweite .
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Beweis. Wir beweisen nur den nicht-arithmetischen Fall. Der arithmetische Fall

lésst sich analog beweisen.

Wir kénnen annehmen, dass z(z) > 0. Dann ist Z(z) > 0. Sei h fest und z(x) =

I (5—1)n,kn)- Mit Zj bezeichnen wir die zu 2, gehorige Erneuerungsfunktion, also

2—(k=1)h
Zulx) = / T 2 = 20— (b — D)) — Z(e— )
z—kh

Wir setzen Z = >, my(h)z, und z = Y, my(h)2z;. Dann haben wir z < z < 2.
Analog, fir Z =Y, my(h)Z, und Z = Y, my(h)Zy haben wir Z < Z < Z. Die Z;
sind beschréankt und konvergieren nach Ah (Satz 4.13). Wir schliessen daraus, dass
Z(x) — Aa(h) und Z(z) — A& (h). Da z(z) direkt Riemann integrierbar ist, folgt
die Aussage. 0J

Beispiel 4.17. Nehmen wir an, F'(x) sei nicht arithmetisch und E[Y] < oco. Sei
A(t) = t—Ty, die Zeit seit dem letzten Ereignis und B(t) = Ty, ;1 —t die Zeit bis zum
niichsten Ereignis. Wir wollen nun Fy(t;x) = P[A(t) < 2], F 5(t;2) = P[B(t) > 1],
ma(t) = E[A(t)] und mp(t) = IE[B(t)] bestimmen. Kennen wir T}, so wissen wir,
dass A(t) = t, falls 77 > t, und A(t) hat die selbe Verteilung wie A(t — 17), falls

t > Ti. Also erhalten wir die Erneuerungsgleichung

Faltio) = Liea1— F0) + [ Pt —yia) dF(y)

Die Funktion (1 — F(¢))1;<, ist monoton und

/OO Lo (1 — F(t)) dt = /x(1 _F() dt

zeigt, dass sie auch integrierbar ist. Also konvergiert Fa(t; ) nach A [ (1—F(t)) dt.
A(t) konvergiert also schwach gegen die Verteilung A ["(1—F(t)) dt. Analog erhalten
wir

FB(t;x):1—F(t+w)+/0tl73(t—y;x) dF(y) .

Auch 1 — F(t + z) ist direkt Riemann integrierbar. Somit konvergiert Fj(t; x) nach
AJA=Ft+2)dt=X[7(1—F(y)) dy. Also konvergiert B(t) schwach gegen
die selbe Verteilung wie A(t). Dies ist genau die Verteilung fiir 7, die den Prozess
stationdr macht.
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Nehmen wir nun an, dass [E[Y?] < co. Die Funktion m(t) = IE[4,] erfiillt dann

die Erneuerungsgleichung

mA(t):/ LAF(y /mAt— ) dF(y) |

Auch t(1 — F(t)) ist direkt Riemann integrierbar und

tlim ma(t) :)\/ y/ dF(z) dy:)\/ / ydy dF(x) = %]E[YQ].
0 0 y o Jo

Setzen wir mp(t) = IE[By], erhalten wir

mat) = [y 1) ap() + / st — y) dF(y)

Es folgt einfach, dass auch [*(y —t) dF(y) = [, ( ) dz direkt Riemann

integrierbar ist. Somit folgt

i ma(t) =2 [ [T w=0ar@ = [ [T- 0 aare) - BN

Im Zeitpunkt ¢ ist also die erwartete Lange zwischen zwei Ereignissen IE[A; + B;] —
AE[T?] > IE[T]. Wir warten also im Schnitt linger als die Zeit zwischen zwei Ereig-
nissen. Dies scheint paradox zu sein. Wenn wir nun aber zu einem zufélligen grossen
Zeitpunkt die Wartezeit betrachten, dann ist es wahrscheinlicher, auf ein langes In-

tervall zu treffen, als auf ein kurzes. Daher muss man im Schnitt linger warten. W

Wir haben fiir n € IN

%U(n) - %<1+iU(k) Uk - 1)) SN,
k=1

und da U([t]) < U(t) < U([t+ 1)), gilt t'U(¢t) — A\. Wir kénnen das Resultat

verfeinern.

Satz 4.18. Ist F nicht arithmetisch mit zweitem Moment jy = IE[Y?], so gilt

0<U®) — M — 1N
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Beweis. Sei Z(t) = U(t) — At. Die Funktion At erfiillt dann die Gleichung

M= M(1—F(t) + /Ot(A(t —y) + Ay) dF (y)

At(l—F())H/tde() /A( y) dF(y)

— +A// dz dF(y /A(t—y)dF(y)

= M(1-F +>\/{F }d:v+/tA(t—y)dF(y)
=A/O< F(»dx+/0A< y) dF(y) .

Da U(t) die Erneuerungsgleichung (4.2) erfiillt, erhalten wir, dass Z(t) der Erneue-

rungsgleichung mit

A)=1-1 [ (1= Fly) dy = A [a-rw)ay

geniigt. Die Funktion ist positiv, fallend und direkt Riemann integrierbar, also folgt

der Grenzwert aus dem Erneuerungssatz. O

Betrachten wir nun noch den Fall, wo der Erneuerungsprozess verzogert ist. Sei
Z die Losung der gewdnlichen Erneuerungsgleichung. Die gesuchte Funktion Z(t)
erfiille die Gleichung

20 =20+ | 2t —y) dR() .

Wir nehmen an, dass Z(¢) und Z(t) konvergieren, wenn ¢ gegen Unendlich geht. Dann
ist Z(t) beschriankt, da es auf endlichen Intervallen beschriankt ist und konvergiert.
Also kann man Grenzwert und Erwartungswert vertauschen. Wir erhalten dann,
dass Z(t) gegen limy_ 3(t) + Z(t) konvergiert.

Wollen wir zum Beispiel den Grenzwert von F '4(t; ) bestimmen, so erhalten wir

die Gleichung

Fa(t;z) = i<, (1 — F1 (1)) + /Ot Fu(t —y;x) dFi(y) .

Somit erhalten wir den selben Grenzwert A ['(1 — F(y)) dy.

Oder bezeichnen wir mit U(t) das Erneuerungsmass im verzogerten Fall. Dann
erfiillt U(t) die Gleichung

U(t)zl—i—/OtU(t—y) dFy(y) .
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Wir erhalten dann fiir Z(t) = U(t) — M

() =A/t°°<1—F1<y>> dy+/0 Z(t — y) AR (y)

Somit hat Z(t) auch den Grenzwert A%, wie im nicht-verzogerten Fall.

Wir betrachten nun noch Erneuerungsprozesse die enden. Sei nun Y eine Varia-
ble, die den Wert Unendlich annehmen kann. Das heisst, wir haben F'(oc0) < 1. Das
Erneuerungsmass ist dann endlich, U(oo) = 1/(1 — F(00)). Sei M = sup{T,, : T,, <

oo}. Dann erhalten wir

o0

P[M <] =) (1 - F(00))F™(x) = (1 = F(o0))U(x) -

n=0

Die Erneuerungsgleichung ist dann

Z(t) = 2(t) +/0 Z(t—y)dF(y) .

Wir nennen diese Erneuerungsgleichung entartet, da fooo dF(y) < 1. Es folgt dann,
dass Z(t) = z % U(t). Konvergiert die Funktion z(z), so gilt fiir den Grenzwert
lim; Z(t) = z(00)U(0).

Meistens erhélt man aus dem obigen Grenzwert keine niitzliche Information, da
z(00) = 0. Nehmen wir an, es gibt eine Losung R der Gleichung [ e dF(z) = 1.
Falls die Losung existiert, dann ist sie eindeutig. Betrachten wir nun die Funktion
f(x) = Z(z)ef®, so erfiillt die Funktion f(z) die Gleichung

o) = 2@ = 2 + [ o= e aF ().

Dies ist nun eine nicht-entartete Erneuerungsgleichung. Ist die Funktion z(z)ef®

direkt Riemann integrierbar, erhalten wir,
7 - fooo z(y)e™ dy

Joo = 1
ILI{}Q f([)’}) fO eRy dF

Somit erhalten wir die Asymptotik Z(t) ~ Zoe .

Beispiel 4.19. In der Risikotheorie betrachtet man den Prozess

Ny
Xt:u+ct—ZY;,

=1
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wobei {NV;} ein Poisson-Prozess mit Rate A\ bezeichet, {Y;} iid und unabhéngig von
{N;} sind, ¢ > 0 die Pramienrate und v > 0 das Anfangskapital bezeichnet. Wir
bezeichnen die Verteilungsfunktion von Y; mit G(y) und nehmen G(0) = 0 an. Man

interessiert sich dann fiir die Ruinwahrscheinlichkeit
P(u) = ]P[zlerzngt <0 ’ Xy = u} )

Aus der Theorie der Irrfahrten weiss man, dass ¢ (u) = 1, falls ¢ < ME[Y}], siehe
Korollar 5.2. Wir nehmen daher ¢ > AE[Y;] an.

Es lésst sich zeigen, dass ¥(u) folgende Gleichung erfiillt

A A [
Y(u) = Z/ Y(u—2x)(1—G(x)) de + z/ (1-G(z)) dx .
0 u
Dies sieht wie eine Erneuerungsgleichung aus. Da aber

/OO é(1 —G(z)) dz = AELY) <1,

C c

ist die Erneuerungsgleichung entartet. Somit ist der zugehorige Erneuerungsprozess

abbrechend. Um obige Methode anzuwenden, muss ein R existieren, so dass

/000 é(1 ~G(x))e™dr=1.

C

Aus
o0 o0 OO oo Ry 1 IE RY;1 1
/ (1-G(x))e™ dx = / / dG(y)e'™ dz = / © dG(y) = & :
0 0 Jzx 0 R R

sehen wir, dass die Gleichung &dquivalent ist zu

O(R) = AE[e™ — 1] —cR=0.

Die Funktion 6(r) ist konvex, #(0) = 0 und ¢'(0) = AE[Y;] — ¢ < 0. Somit gibt es
hochstens eine Losung R # 0 der Gleichung 6(r) = 0 und R > 0, falls R existiert.
Nehmen wir nun an, dass R existiere. Man kann leicht zeigen, dass ef*\ fuoo(l —

G(z)) dz/c direkt Riemann integrierbar ist. Es folgt somit, dass

00 oRu (%01 _ T + du o '
lim ¢(u)eRu _ fo fu (1 G( )) dx d . )\IE[Y;]

u—yo0 Jo ueR(1—Gu) du A f;T zeRr dG(z) — ¢

Wir erhalten damit die Cramér—Lundberg Approximation
c— /\IE[K] —Ru
e .

lu) ~ A7 el dG(z) — ¢
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