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3. Martingale

3.1. Bedingte Erwartungswerte

Definition 3.1. (Kolmogorov, 1933)  Sei X > 0 eine Zufallsvariable auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) und G C F eine o-Algebra. Eine Zufallsvariable
Xo heisst bedingte Erwartung von X beziiglich G, falls

i) Xy ist G-messbar,
ii) fir alleY >0, die G-messbar sind, gilt E[XY] =IE[XY].

Wir schreiben Xo = IE[X | G]. Sind X und Z Zufallsvariablen, dann schreiben wir
EX | Z] = EX | 0(Z)]. Ist X = 14 fir ein A € F, so schreiben wir IP[A |
Gl = E[14 | G]. Fiir beliebige Zufallsvariablen definieren wir IE[X | G] = E[X™T |
Gl —IE[X ™ | G], sofern die rechte Seite wohldefiniert und endlich ist.

Wir zeigen nun, dass die bedingte Erwartung wohldefiniert ist.

Hilfssatz 3.2. Sei X > 0. Es gibt eine Zufallsvariable Xy, so dass Xo = E[X | G].
Sind Xo und X bedingte Erwartungswerte von X beziglich G, dann ist P[X, =
Xy =1.

Beweis. Sei Q[A] := E[X; A] := E[X1,4] fiir A € G. Wir zeigen, dass Q ein Mass
auf (,G) ist. Sei A = U2, A;, wobei A; N A; = () fiir i # j. Dann ist

Q[A] = E[X1,] = [X Z 1, } - f:IE[X]IAi] - iQ[A ]

Das Mass Q ist absolutstetig beziiglich IP auf (€2, G). Somit gibt es nach dem Satz
von Radon-Nikodym (Korollar 1.44) ein X, so dass Q[A] = [, X, dIP. Wir miissen
noch die zweite Eigenschaft der bedingten Erwartung zeigen. Sei H die Menge der
beschrénkten G-messbaren Funktionen Y, fiir die IE[XY] = E[X,Y]. Der Raum
ist linear und enthélt nach Konstruktion die Indikatorfunktionen, insbesondere die
Konstanten. Sei {f,} C H eine wachsende Folge mit f,, < ¢ und f = lim,, f,,. Dann
gilt wegen der monotonen Konvergenz

E[X/] = lim B[Xf,] = lim B[X, f,] = E[X,f]

n—oo

Somit enthélt nach Satz 1.21 H alle G-messbaren Funktionen. Also ist X eine

bedingte Erwartung.
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Nehmen wir nun an, X; = IE[X | G]. Da 0 > E[X;1x, <] = E[X1Ix, > 0,
folgt dass IP[X; < 0] = 0. Wir haben dann A,, = {X, < X; <n} € G. Also ist

og/ (Xl—Xo)d]P:/ de]P—/ XOdIP:/ Xd]P—/ XdP=0.
An An An An An

Da X; > Xj auf A,,, muss IP[A,] = 0 gelten. Aus der monotonen Konvergenz folgt
P[X; > Xo] = lim,, o IP[Xy < X7 < n] = 0. Die andere Richtung folgt analog. [

Seien {X;} unabhéngig und identisch verteilt, so dass E[|X|] < co. Wir setzen
Sp = >+, X;. Dann ist E[X; | S,,] = S,,/n. Es ist klar, dass S,,/n o(S,)-messbar
ist. Es folgt, dass

EX, £(S,)] = / w1y + e+ ) AF (1) -+ dF(z)

invariant ist unter Permutationen. Insbesondere

il

n

1 n
B0 (S0)] = = Y EXf(S)] = B 22 (S0)]
i=1
Hilfssatz 3.3. Sei X > 0 eine integrierbare Zufallsvariable und Xy G-messbar. Set
A C F durchschnittsabgeschlossen, so dass G = o(A) und Q € A. Gilt E[X14] =
E[X14] fir alle A € A, dann ist X, = E[X | G].

Beweis. Sei H die Menge der beschrankten G-messbaren Funktionen f, so dass
[E[X f] = EE[X(f]. Dies ist ein linearer Raum, der die konstanten Funktionen und
T4 fiir A € A enthalt. Mit beschriankter Konvergenz folgt, dass mit einer monotonen
Folge {f,} aus H, auch f = lim, f, in H ist, falls f beschrénkt ist. Somit enthélt H

alle G-messbaren beschrankten Funktionen, insbesondere die Indikatorfunktionen.

Fiir A= {X, <0} € G gilt
0> E[I4X,] = E[14X]>0.

Wir schliessen daher, dass IP[X; < 0] = 0, also Xg > 0 (fs.). Ist nun Y > 0

G-messbar, dann ist

E[XY] = lim E[X(Y An)] = lim E[Xo(Y An)] = E[X,Y] .

n—oo n—oo

Somit ist X, = IE[X | G]. O
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Hilfssatz 3.4. Seien Fy die Verteilung von X, und K(x1, Ay) ein stochastischer
Kern, so dass die gemeinsame Verteilung von Xy und Xs wie in Satz 1.39 definiert

ist. Ist f messbar, dann gilt

B[f(X), X2) | X,] = / F(X0 ) K (X, das)

Beweis. Die rechte Seite ist o(X;)-messbar. Sei g eine messbare Funktion. Dann

haben wir
Elg(X1) /(X1 Xa)] = / / o) f (21, 2) K (a1, da) dF (1)
:/g(xl)/f(xl,arg)[((xl,dxg) dFi(z1)
~E[g(X)) [ F(X0m)K(X;,day

Nach dem Faktorisierungslemma Korollar 1.23 ist jede o(X;)-messbare Funktion
von der Form ¢(X7). O

Sind X; und X, unabhéngig, dann ist K(x, B) = F»(B). Also erhalten wir
BU(X0, %) | X = [ F00 0K (Xodo) = [ £(X0im2) dFsfaa)

Beispiel 3.5. Sei X € [0,1] eine Variable mit Verteilung F(z) und IP,[X; =
T1, ..y Xn = 2,] = pF(1 — p)"*, wobei p € [0,1], z; € {0,1} und k= >" | x;. Wir

1=

nehmen den Kern K (p,-) = IP,[-]. Dies sind {0, 1}-Experimente mit stochastischen
Erfolgsparameter X mit Verteilung F(z). Wir setzen S, = 3 ,_, X;. Nach dem
starken Gesetz der grossen Zahl haben wir

P[S, /n — X] = /01 (S, /n — p] dF(p) = /01 LdF(p) = 1.
Also konvergiert S, /n fast sicher nach X. Wir haben dann
BXf(X1,. o X)) = [ Bl X.)] dF(p)
= [ B X )

= /0 E, [ X1 f(Xy, ., X)) dF(p) = E[X 0 f (X1, -0, X0)]
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Also E[X | Xy,..., X, =E[X,+1 | X1,...,X,]. Somit erhalten wir
IE[X | X17~--7Xn] :]E[Xn+1 ’ Xl;---7Xn] == ]P[Xn+1 - 1 | Xl;---an]

L) AR (p)
Jo pE(L—p)nk dF(p)

Ist X gleichverteilt auf [0, 1], dann erhalten wir IE[X | X, ..., X,| = (k+1)/(n+1) =
(Sp+1)/(n+1). |

Proposition 3.6. Die Variable IE[X | G] ist die beste Prognose von X auf G, das
heisst, ist IE[X?] < oo und Y G-messbar, dann ist

E[(X -Y)*] > B[(X - E[X | g])7].

Beweis. Ubung. 0

Hilfssatz 3.7. Seien X, X1, Xs,... Zufallsvariablen. Die bedingte Erwartung hat
folgende FEigenschaften:

1) Ist E[|X]|] < 0o, so ist IE[|IE[X | G]|] < oo und E[E[X | G]] = E[X].
i) ElaX; + 58X | G] = oE[X: | G] + PE[X; | G].
iii) Ist Y G-messbar, dann ist E[XY | G] = YIE[X | G].

iv) Ist X1 < Xs (f.s), dannistIE[X; | G] < E[X; | G] (f.5). Insbesondere gilt Jensens
Ungleichung, IE[u(X) | G] > w(IE[X | G]) fir alle konvezen Funktionen u(x).

v) Ist 0 < Xy < Xy <--- und X = lim, X,,, dann ist E[X | G] = lim, [E[X,, | G].
Insbesondere gilt das Lemma von Fatou und der Satz zur beschrinkten Konver-

genz.

Beweis. i) Die erste Aussage folgt aus Jensens Ungleichung in iv). Wir haben
E[E[X | G]] = E[1E[X | G]] = E[1X] = [E[X], da 1 G-messbar ist.

ii) Folgt aus der Linearitdt des Erwartungswertes und der Definition der bedingten
Erwartung.

iii) Ist Z G-messbar, dann ist YZ G-messbar. Also

E[Z(YX)] = E[(ZY)X] = E[ZYE[X | G]].
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iv) Sei A={E[X; |G| > E[X;|G]}. Dann ist
0> E[M E[X; — X, | G]] = E[ls(Xy— X1)] >0.

Also ist IP[A] = 0. Jensens Ungleichung ldsst sich nun wie im unbedingten Fall
zeigen.
v) Sei Y >0 G-messbar. Dann ist
E[Y lim [E[X, | G]] = lim E[YE[X, |G]] = lim E[YX,] =IE[YX].
n—00 n—00 n—0o0

Die restlichen Aussagen folgen nun wie im Beweis von Hilfssatz 1.27. U

Korollar 3.8. Seip > 1 und E[|X|P] < co. Dann ist E[|IE[X | G]|?] < oo und

E[[ELX | GF]V < B[ X[]'7 .

Beweis. Die Funktion |z|P ist konvex. Also folgt die Aussage aus Jensens Unglei-
chung. O

Die bedingte Erwartung ist projektiv.

Hilfssatz 3.9. Sei G, C Gy C F. Dann gilt

E[E[X | G | Gi] = E[X | Gi].

Beweis. Sei Y Gj-messbar. Dann ist Y auch Gs-messbar und
E[YE[X | G| = E[E[XY | G.]] = E[XY] = E[YE[X | Gi]].

Dies beweist die Aussage, weil IE[X | G;| nach Definition G;-messbar ist. O

3.2.  Gleichmaéssige Integrierbarkeit

Oft hat man Variablen {X,}, die gegen X konvergieren, so dass alle Variablen
integrierbar sind. Man mochte dann gerne wissen, wann lim,_,. IE[X,] = E[X]
gilt. Wir haben schon gesehen, dass falls sup,, | X,,| integrierbar ist, dann gilt obige
Eigenschaft. Wir haben sogar IE[| X,, — X|] — 0, also Konvergenz in £'. Wir méchten

nun eine schwéchere Bedingung finden.

Wir beniitzen nun die Notation [E[X; A] = E[X1,4].
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Definition 3.10. Die Familie {X,} heisst gleichmissig integrierbar, falls
lim sup E[|X,[; [ Xo| > ¢] = 0.

Wir haben das folgende Resultat.

Proposition 3.11. Folgende Aussagen sind dquivalent:
i) {X,} konvergiert in L.
ii) {X,} konvergiert stochastisch und {X,} ist gleichmdssig integrierbar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass X = 0 und X,, > 0. Nehmen wir an, dass

lim,, o [E[X,] = 0. Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir

P[X, >¢] < ]E[f”]

— 0,

Also konvergiert {X,,} stochastisch. Sei ¢ > 0. Es gibt dann ng, so dass fiir n > ny,
[E[X,] < e. Insbesondere ist E[X,,; X,, > ¢|] < €. Fiir n < ny haben wir wegen der

Integrierbarkeit und monotoner Konvergenz, lim, ., IE[X,,; X,, > ¢] = 0. Somit ist

lim sup E[X,; X, > ] <e.

Cc— 00 n

Da ¢ beliebig war, gilt die gleichmé&ssige Integrierbarkeit.

Nehmen wir nun gleichméssige Integrierbarkeit und stochastische Konvergenz

an. Wir haben dann
E[X,] <e+E[X,; X, >¢ <e+cP[X, >e] + E[X,; X, > (.

Aus der gleichmissigen Integrierbarkeit finden wir ein ¢, so dass IE[X,,; X,, > ¢] < ¢
fir alle n. Es gibt ein ng, so dass fiir alle n > ng, IP[X,, > €] < £/c. Somit ist
[E[X,,] < 3¢ fiir n > ng. Da ¢ beliebig ist, konvergiert {X,} in £!. O

Folgende Bedingung geniigt fiir die gleichméssige Integrierbarkeit.

Hilfssatz 3.12. Seisup,, [E[| X, |P] < oo fir ein p > 1. Dann ist {X,,} gleichmdssig

integrierbar.

Beweis. Wir haben
E[ X7 | Xn| > ] _ sup,, B[ Xon|’]

(Xl X0l 2 ] < =208 < TPn

Nehmen wir das Supremum iiber alle n und lassen ¢ — oo, folgt die Aussage. O
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3.3. Martingale

Definition 3.13. Eine Familie {X; : t € I} fiir eine vollstindig geordnete Index-
menge I heisst stochastischer Prozess. Ist I = IN, so nennen wir den Prozess in
diskreter Zeit, ist [ = [0,00) (oder R), so nennen wir den stochastischen Prozess in
stetiger Zeit. Eine aufsteigende Familie {JF; : i € 1} von Teil-o-Algebren (F; C F
und F; C Fj firi < j) heisst Filtration.

Definition 3.14. Sei {F, : n € IN} eine Filtration und {X,, : n € IN} ein
stochastischer Prozess. Wir sagen {X,} ist ein Martingal in diskreter Zeit, falls

fir alle n
i) E[|X,|]] <o ({X,} € £!, integrierbar)
ii) X, ist F,-messbar (adaptiert),

iii) IE[X,11 | F»] = X, (innovativ).

Beispiel 3.15.  Sei X eine Zufallsvariable mit IE[| X|] < co. Wir setzen X, = E[X |
F.| die sukzessiven Prognosen. Dann ist [E[|X,|] = E[|E[X | £,]|] < E[E[|X] |
F.l] = E[|X]] < oo. Nach der Definition der bedingten Erwartung ist X, F,-
messbar. Weiter haben wir IE[X,, 1 | 7] = E[[E[X | F,1q] | Fo] = E[X | F] = X,..
Somit ist {X,,} ein Martingal. |

Mit vollstéandiger Induktion folgt sofort, dass fir £ < n, IE[X,, | Fx] = X; und
E[X,] = IE[X,]. Wir konnen daher ein Martingal als faires Spiel interpretieren. Ist

X} die Bilanzentwicklung in einem Spiel, so gewinnt man im Mittel nichts.

Wir wollen nun die Idee des Spiels noch ausweiten. Wir sagen, {V,,} ist previsi-
bel, falls V;, F,,_;-messbar ist, wobei wir F_; = {0, Q} setzen. Wir sagen, {V,,} ist
ein Spielsystem, falls {V},} previsibel ist und IE[|V, (X, — X,_1)|] < oco. Ist zum
Beispiel {X,,} die Kursentwicklung einer Aktie und halten wir in der n-ten Periode
V,, Aktien, dann ist der Gewinn in der n-ten Periode V,,(X,, — X,,_1). Wir definieren

nun den Prozess (Bilanzentwicklung)
(VX)n = Xo+ Y Vil(Xp — Xp1) -
k=1

Proposition 3.16. Sei {X,} ein Martingal. Fir jedes Spielsystem {V,} ist der
Prozess {(V.X),} ein Martingal.
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Beweis. Der Prozess ist in £! und adaptiert. Weiter gilt

=VonE[X,n — X | Fa] =0.

Also ist der Prozess auch innovativ. [l

3.4. Stoppzeiten und Stoppsatz

Definition 3.17. Eine Zufallsvariable T : 2 — IN U {oo} heisst Stoppzeit, falls
{T'=n} € F, fir allen € IN.

Wir kénnten alternativ auch verlangen, dass {T" < n} € F, oder {T' > n} € F,.

Wir wissen also in jedem Zeitpunkt, ob schon gestoppt wurde oder nicht.

Beispiel 3.18. Sei A € *B(IR) eine Borelmenge und 7' = inf{n > 0: X,, € A} fiir
einen adaptierten Prozess X. Dann ist 1" eine Stoppzeit beziiglich der natiirlichen
Filtration F,, = (X1, ..., X,). [ |

Proposition 3.19. (Stoppsatz) Sei {X,} ein Martingal und T eine Stoppzeit.
Das gestoppte Martingal {Xran} ist ein Martingal.

Beweis. Wir haben, dass V,, = Ip>,, = Ip>,_1 ein Spielsystem ist. Also ist der

gestoppte Prozess

Xran = Xo + Z V;c(Xk: - Xk—l) = (VX)n

k=1

ein Martingal. O

Insbesondere erhalten wir fiir ein Martingal X und eine Stoppzeit T, IE[X7p,] =
E[X].

Beispiel 3.20. Seien {Y;} unabhéngig und identisch verteilt (kurz iid) mit IP[Y; =
1] =1-1P[Y; = —1] = p € (0,1). Wir verwenden die Filtration F, = o(Y1,...,Y,).
Wir setzen S, = > ,_, Y, (Bilanzentwicklung in einem Spiel, in dem immer eine
Geldeinheit gesetzt wird). Sei T' = inf{n > 0 : S,, ¢ (a,b)}, wobei a < 0 < b

(la] und b sind die Anfangskapitalien von zwei Spielern, T" ist die erste Ruinzeit).



3. MARTINGALE 57

Die Ereignisse A, = {Yurt1 = 1, Yoeo = 1, Yiuq)e = 1} sind fir £ = b —a

unabhéngig und es folgt aus dem Borel-Cantelli-Lemma, dass T' < oo f.s.. Nehmen

wir zuerst p = 3 an. Dann folgt aus dem Stoppsatz IE[Sra,] = E[Sy] = 0. Da

|STAn| < max{|al, b}, gilt

= lim E[Srn,] = E[lim Syn,] = E[Sr] = alP[Sr = a] + bIP[Sy = b] .

n—oo n—oo

Also folgern wir

b
P[Sr =al = )
(ST = ] b—a
Ist nun p # %, so sieht man einfach, dass
1—py\5n
5 (52)
p

ein Martingal ist. Also erhalten wir

1 = lim E[Xpn] = E[X7] = (ﬂ)ap[sT = a] + (ﬂ)bﬂb[sT —1].

n—oo p

Somit erhalten wir

1=/ =p) (L=p)P = (1=p)phe

Ist nun p < 3, so haben wir IP[Sy = a] > 1— (p/(1—p))’. Setzen wir z.B. p = 18/37
(Roulette) und b = 128, so erhalten wir IP[Sr = a] > 0.999. Die Spielbank bendotigt
also 128 Einheiten, um mit Wahrscheinlichkeit 0.999 nicht gesprengt zu werden. W

Plsy — g - L= @/0=D) 1y

Beispiel 3.21.  Sei {V,} iid mit IP[Y; = 1] = IP[Y; = 0] = 3 eine zufillige binire
Folge. Sei (a1, as, ..., a;) ein Wort der Liange k. Wir setzen 7' = inf{n : Y, 411 =
ai,...,Y, = ax} den ersten Zeitpunkt, an dem das Wort auftaucht. Wir wollen nun
[E[T] bestimmen. Aus dem Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass 7' < oo. Wir starten
nun folgende Wette. Zuerst setzen wir 1 auf a;. Falls a; kommt, setzen wir 2 auf a,.
Falls auch as kommt, setzen wir 4 auf az. Falls der falsche Wert kommt, stoppen
wir das Spiel. Die Filtration ist F,, = o(Y7,...,Y,). Wir setzen nun o, = 1, falls
A = Qpyp1 fir 1 <m<k—/F+4+1und 1 </ <k und a, = 0 sonst. Wir starten
nun in jedem Zeitpunkt ein Spiel. Die Bilanzentwicklung der in m gestarteten Wette
ist

-1, falls m <T — k,

-1, fallsm=T—k+¢,1 <¢{<kund a, =0,

k=1 1 fallsm=T —k+/(,1</(<kund ay = 1.
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Die Bilanz all dieser Wetten ist

k
§ Oé€2k_£+1 —-T .
/=1

Da es sich um ein Spielsystem fiir ein faires Spiel handelt, ist der mittlere Gewinn

0. Also erhalten wir

k k
]E[T] — ]E[Z a€2k—f+l:| _ 20%216—5-1—1 .
=1 =1

Betrachten wir im Falle & = 2 zum Beispiel 11. Dann ist a; = as = 1 und E[T] = 6.
Betrachten wir 10, so ist ap = 0, und E[T] = 4. Man muss im Schnitt also l&nger

auf 11 warten als auf 10. [ |

Wir betrachten nun die Irrfahrt S, = > ";_, Y, wobei {Y}} iid sind mit IE[Y}] =
m € IR und Var[Y;] = 02 < occ.

Hilfssatz 3.22. (Wald’sche Identititen) Fiir jede Stoppzeit mit IE[T] < oo gilt
E[S7] = mIE[T]. Ist 0? < 0o, so gilt E[(Sy —mT)?] = o*E[T].

Beweis. Sei zuerst Y, > 0. Dann ist {.S,, —nm} ein Martingal. Aus dem Stoppsatz
folgt IE[STrn — (T An)m] = 0. Also gilt

E[Stan] = E[T Anjm .

Die Aussage folgt dann mit monotoner Konvergenz. Fiir den allgemeinen Fall be-
trachten wir S =57 V;fund S, =3, Y, .

Sei nun o2 < oo. Wir kénnen m = 0 annehmen. Dann ist

E[S?

n+1

—S2 | F) =EY,2, | Fol +2E[S, Y1 | Fo) = 0® +2S,E[Y,1 | Fu] =0 .

Also ist {S? — 0?n} ein Martingal. Wir setzen T, = inf{n : S? > a?} fiir ein a > 0
und 7" = T AT,. Aus dem Stoppsatz folgt IE[SZ,, | = o?IE[T" A n]. Durch direkte
Verifikation folgt leicht, dass IE[|Y1];|Yi] > ¢ —a | Y1 > by oder Yy < —by] fiir
b; € [0,2a] maximal fiir by = by = 2a wird. Wegen

]E[SQ//\n; SQ’/\TL Z CQ] = ]E[IE[SZ//\H7 SZ/An 2 C2,T/ = Ta ’ S(T’/\n)fl]]
fiir ¢ > 2a, erhalten wir

E[ST nns Stopn > ] < Ela® + 2aVi[ + Y7 Vi > ¢ —a | V] > 2d],
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da ¢* und damit a® zur Zeit T’ A n iiberschritten werden muss, die Variable |Y|
mindestens ¢ — a sein muss und fiir |Y'| > 2a, die Schranke a? sicher iiberschritten
wird. Da a? + 2a|Y;| + Y7? bedingt integrierbar ist, konvergiert die rechte Seite fiir
¢ — oo gegen 0. Also ist {S%,,,} gleichmissig integrierbar. Daher folgt IE[S%,] =
o?IE[T"]. Lassen wir nun a — oo, folgt die Aussage mittels monotoner Konvergenz.

O

Fiir eine Stoppzeit T' definieren wir
Fr={Ae F:An{T =n} € F, fir alle n € IN} .

Es ist einfach zu sehen, dass Fr eine o-Algebra ist. Sind S und T' zwei Stoppzeiten
mit S < 7T, dann ist Fg C Fp. Dies folgt, da AN{T <n} =An{T <n}Nn{S <
n} € F,, sofern A € F.

3.5.  Der Stopp- und der Konvergenzsatz fiir Submartingale

Definition 3.23. FEin stochastischer Prozess M heisst Submartingal (Super-

martingal), falls
i) IE[|M,]] < o0
ii) {M,} ist adaptiert,
i) B(Myer | F] > My (EMyy | Fo < M,).

Wir haben folgende Version des Stoppsatzes:

Satz 3.24. (Optionaler Stoppsatz) Seien {M,} ein Submartingal, S und T
zwei Stoppzeiten. Dann ist {Mrp,} ein Submartingal. Weiter gilt fir alle n € IN

]E[MS/\n ‘ fT] Z MS/\T/\n .

Beweis. Ist T < n, dann ist natiirlich IE[Mpa@mi1) | Fn] = Mp = Mpa,. Ist
T > n, dann ist IB[Mpamy1) | Fn) = E[Myq | Fo] > My, = Mpp,. Also ist {Mpa,}

ein Submartingal.
Sei m € IN und A € Fr. Dann erhalten wir

]E[MS/\n]IT:m][A] - ]E[]E[MS/\TL | fm] ]IT:m][A] 2 ]E[MS/\TL/\m]IT:m]IA]
- ]E[MS/\T/\TLI[T:T)’L]IA] .
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Also ist IE[MS/\n]IT:m ’ -FT] > MS/\T/\n]IT:m- Weiter gﬂt

IE[MS/\n]IT>n ’ -FT} = IE3[]\/[5/\71 ’ FT]]IT>TL = ]E[MS/\n ‘ JT;TVn] ][T>n = MS/\n]IT>n

= MS/\T/\n ]IT>n s

da Fsnn C Fryn. Somit erhalten wir

E[Msn, | Fr] = Z E[Mspnnlpep | Fr] + E[MsprnIrsy | Fr| > Msaran -

m=0

Bemerkung. Ist M ein Martingal, so sind M und —M Submartingale. Somit gilt
E[Msn | Fr] = Msaran- L

Seien a < b zwei reelle Zahlen. Wir definieren folgende Stoppzeiten.

TO =0 )

Sk = mf{n 2 Tk—l . Mn S a} R

Ty = inf{n > Sy : M,, > b} .
Si ist der Anfang der k-ten Uberquerung des Intervalls (a,b), Ty ist das Ende.
Eventuell sind ab einem gewissen k die Stoppzeiten unendlich. Weiter definieren wir

Un(a,b) = sup{m : T), < n} die Anzahl Uberquerungen von unten nach oben des
Intervalls bis zur Zeit n.

Hilfssatz 3.25. (Upcrossing-Lemma) Sei {M,} ein Submartingal. Es gilt

BIOL — o] _ BV + 0
b—a - b—a '

E[U,(a,b)] <

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass wegen Jensens Ungleichung {(M, — a)"}
ein Submartingal ist. Wir konnen also M, > 0 und ¢ = 0 annehmen. Da eine

Uberquerung in 0 startet, konnen wir auch My = 0 annehmen. Wir erhalten dann

bIE[U(0,6)] < B[ 3" Mrypn — M|
k=1

n

< B3 (Mrn = Msyn) + (Msinn = Mrn)| = B[M, ],
k=1

wobei wir verwendet haben, dass [E[Mg, an — My, an) > 0, was aus dem optionalen
Stoppsatz 3.24 folgt, da Sy > Tj. 0
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Satz 3.26. (Konvergenzsatz) Sei M ein Submartingal, so dass sup,, IE[M,[] <
00. Dann gibt es eine Zufallsvariable My, so dass lim, ., M, = M. Weiter gilt

Beweis. Wir setzen U(a,b) = lim, o Uy,(a,b). Wir schliessen aus dem Upcros-
sing-Lemma, dass IE[U(a, b)] = lim,, . IE[U,(a,b)] < (b—a) tsup,(E[M]+a™) <
0o. Somit ist U(a, b) fast sicher endlich fiir alle @ < b (in Q). Insbesondere existiert
M, € [—00,00]. Wir haben aus dem Lemma von Fatou

E[[M.]) < lim E[M,[] = sup B},

n—o0

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass {|M,|} ein Submartingal ist. Da

E[M, ] = E[M,] - B[M,] < E[M,;] - E[M)] < supB[M,] — E[M] ,
n>0
ist auch IE[M "] und damit IE[|M,,|] beschrankt. Also ist M., € IR und integrierbar.
U

Beispiel 3.27. Seien {Y;} iid mit P[Y; = 1] = 1 - P[Y; = —1] = p € (0,1)
und S, = 37| Y; die dazugehérige Irrfahrt. Ist p # 1, so ist M, = ((1 — p)/p)*"
ein Martingal. Wir haben M,, > 0, also ist das Submartingal —M,, konvergent. Da
M1 — M, = M,[((1—p)/p)*** —1], ist der einzig mégliche Grenzwert 0. Ist p > £,
so geht S,, — 00, ist p < %, so geht S, = —oo. Wir haben also M., = 0 # 1 = IE[My],
das heisst wir konnen Limes und Erwartungswert nicht vertauschen.

Ist p = %, so ist {S,} ein Martingal. Da |S,.; — S,| = 1, kann S, nicht konver-
gieren. Also ist IE[S;]] unbegrenzt. Sei T, = inf{n : S,, = a}. Fiir a > 0, ist {S7,nn}
ein nach oben begrenztes Martingal. Somit konvergiert St, r,. Dies ist nur moglich,
falls T, < oo. Auch hier, a = Sr, # E[Sy]. Aus der Wald’schen Identitét schliessen
wir, dass E[T,] = co. |

Wir definieren die Mengen

C = {3IM, = lim M, € R}
n—oo

und
E ={lim M, = — lim M, = oo} .
n—00 n—00
Korollar 3.28. Sei M ein Martingal, so dass E[sup,, |M,+1 — M,|| < co. So gilt
P[CUE]=1.
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Beweis. Sei ¢ € R und T, = inf{n : M, > a}. Dann ist E[(Mp,)"] <
a+ E[sup,, | My,+1 — M,,|] beschrankt. Also konvergiert { My, 1, } nach dem Konver-
genzsatz. Somit konvergiert {M,} oder T, < oo. Da dies fiir alle a gilt, haben wir
IP[C U {lim M,, = oo}] = 1. Analog folgt IP[C' U {lim M,, = —c}] = 1. O

Korollar 3.29. (Verallgemeinertes Lemma von Borel-Cantelli)  Seien die
Mengen A, € F, und

Ase = Ny Upsn Ay = {Z Ta, = oo} :
n=1

Dann st

Plae = {Y Pl 2= )] =1

Bemerkung. Sind {4, } unabhingige Ereignisse und F,, = o(A41,...,A,), so gilt
P[A,+1 | Fr) = P[A41]. Also ist

{ 1, falls Y IP[A,] = oo,

IPlA| =
(A 0, sonst.

Beweis. Sei Y), = 14, — IP[A; | Fi—1]. Dann ist M,, = >,_, Y} ein Martingal mit
beschrénkten Zuwichsen. Also ist IP[E U C] = 1. Auf C gilt A = {D 1o, 14, =
oo} <= {d> 1o P[4} | Fr_1] = co}. Auf E haben wir sowohl Ao, = {> "7, 14, =
oo} als auch {d ;2 P[A; | Fir_1] = oo} O

Beispiel 3.30. Ein Population besteht aus N Individuen. Davon sind x Individuen
krank. In der néchsten Periode ist jedes Individuum krank mit Wahrscheinlichkeit
xz/N, wobei die Erkrankung/Gesundung unabhéngig von den anderen Individuen
geschieht. Das heisst, die Anzahl Kranken ist binomial verteilt mit Parameter N
und z/N. Sei K(z,y) = (];f)(x/N)y((N —)/N)N=¥ die Wahrscheinlichkeit, dass es
in der néchsten Periode y Kranke gibt. Es gilt dann K(N, N) = K(0,0) = 1, das
heisst, 0 und N sind absorbierend. Sei M,, die Anzahl der Kranken zum Zeitpunkt
n. Dann ist
N M,
E[M,1 | F) = ; kI (M, k) = N— = M, .
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Also ist {M,,} ein beschranktes Martingal. Damit existiert My, = lim,,_,o, M,,. Ins-
besondere ist M, schliesslich konstant. Nehmen wir an, dass M., = = ¢ {0,N}.
Dann ist Y ;- IP[My = N | Fx_1] = oo, also kann M, nicht nach z konvergieren.
Somit ist 7" = inf{n : M,, € {0, N}} endlich. Da M, beschrénkt ist, konnen wir
Limes und Erwartungswert vertauschen und erhalten

x = My = lim E[M,] = E[M;] = NIP[My = N] .

n—o0
Also haben wir IP[Mp = N] = z/N. |

Wir haben folgende alternativen Definitionen fiir ein Martingal.

Hilfssatz 3.31. Sei {M,} ein adaptierter und integrierbarer Prozess, so dass
IE[| Mo] < oo.

i) {M,} ist genau dann ein Martingal, wenn fir jede beschrinkte Stoppzeit T

ii) {M,} ist genau dann ein Submartingal, wenn fir jedes Paar T < S wvon be-
schrankten Stoppzeiten IE[My] < IE[Mg] gilt.

Beweis. i) Sein <mund A € F,. Wirsetzen T = m—(m—n)l4 = nla+mT sc.
Dies ist eine Stoppzeit. Dann haben wir IE[My] = E[Mr] = E[M,14] + E[M,, L]
Weiter gilt IE[My] = E[M,,] = E[M,,14] + E[M,,14], das heisst, IE[M,14] =
[E[M,,14]. Da A beliebig war, gilt [E[M,, | F,,] = M,,. Die Umkehrung folgt aus dem
Stoppsatz.

ii) Setzen wir S = m und T wie oben, so folgt analog IE[M,1,] < E[M,,1,].
Setzen wir A = {M,, > IE[M,, | F,]}, so haben wir

0 S ]E[(Mn - E[Mm | ]:n])][A] = E[(Mn - Mm>][A] S 0.

Daraus schliessen wir, dass IP[A] = 0. Die Umkehrung folgt aus dem Satz 3.24. O

3.6. Der Galton—Watson-Prozess

Sei X,, die Grosse einer Population in der n-ten Generation. Das k-te Individuum
der n-ten Generation hat Y, Nachkommen. Die Variablen {Y," : 1 < k < co,n € IN}
sind unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilungsfunktion p, = P[Y;* = /]. Sei
Y eine Variable mit dieser Verteilung und m = IE[Y]. Wir nehmen an, dass p,, # 1,
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da sonst die Entwicklung deterministisch wére. Dann ist die Grosse der (n + 1)-ten

Xn
n
k=1

Dieser Prozess heisst Galton—Watson-Prozess.

Generation

Aus der Wald’schen Identitét schliessen wir, dass IE[X,, | X,,_1] = mX,,_1, also
E[X,] = mIE[X,_1] = m"X,. Sei 0% = Var[Y] < co. Aus

E[X?| X, 1=k =’k +m°k* = 0> X, + m*X?_,

erhalten wir IE[X? | X,, 1] = 02X, + m*X?2_,. Also ist Var[X,,] = ¢?IE[X,,_1] +
m? Var[X,,_;]. Ist m = 1, ergibt sich also Var[X,,] = no?Xy. Ist m # 1, erhalten wir

-1
Var[X,] = o2 Xom" ! + m2e?Xom" 2 4 - + m* Vo2 X = UZXOm"’lm =
m J—

Die Varianz geht also gegen Null falls m < 1 und gegen unendlich, falls m > 1.

Wir wollen nun das Verhalten der Trajektorien untersuchen. Definieren wir die
Filtration F,, = o(Xo, X1, ..., X,). Dann ist M,, = X,,/m™ ein Martingal. Sei T' =
inf{n : X,, = 0}. Das Martingal ist positiv, also konvergiert {M,} fast sicher und
M, ist integrierbar. Wir haben also, dass X,, = O(Mym™). Ist m < 1, so sehen wir,
dass {X,,} gegen Null konvergiert, das heisst, T' < oo. Ist nun m = 1 (dann haben
wir uo > 0), so konvergiert {X,,}. Da

S P =0 Fl =3 = oc.
n=0 n=0

(da X, konvergiert) schliessen wir, dass {X,, = 0} unendlich oft. Somit stirbt auch

im Falle m = 1 die Population aus.

Es bleibt also der Fall m > 1. Wir nehmen gy > 0 an, da sonst 7" = oo. Sei
f(s) =E[s"] = >"2, uxs” die Erzeugendenfunktion von Y. Die Ableitung ist

f'(s) = Zukksk_l :
k=1
Insbesondere ist f/(1) = m > 1. Die zweite Ableitung ist

f"(s) = iukk(k —1)sF2>0.
k=2
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Wir schliessen, dass g(s) = f(s)—s eine konvexe Funktion ist. Wir haben ¢(0) = po,
g(1) =0 und ¢’(1) =m — 1 > 0. Somit muss es einen eindeutigen Punkt sy € (0, 1)
geben, fiir den g(so) = 0. Wir betrachten nun den Prozess {Z,, = s }. Wir erhalten

] H]ESO‘“|]-" =5y =

Somit ist Z ein Martingal und IE[Z,] = Z, = s3°. Da 0 < Z, < 1, konvergiert Z,

fir n — oo. Analog zum Beweis im Fall m = 1, schliessen wir, dass Z,, € {0,1}.

Xn
ElZ, | F]= Bl | 7] =E[[[sf
k=1

Also stirbt die Population aus oder sie wichst wéchst gegen Unendlich. Wir haben
dann

530 = Zy = lim E[Z,] = E[Zy] = P[Z = 1] = P[T < 0] .

n—o0
Die Population stirbt also nicht notwendigerweise aus.
Nehmen wir nun an, dass 0® = Var[Y] < co. Dann haben wir

B[]

m2n

2
hoym™—1 o° Xy

E[M?2] = X2m )< X2

=m 2" <02X0m

Also ist nach Hilfssatz 3.12 das Martingal {M,} gleichméssig integrierbar. Dies
bedeutet, dass IE[M] = IE[My] = X,. Insbesondere kénnen wir schliessen, dass
s .= P[M, =0] < 1.

Sei X% die Anzahl Nachkommen der n-ten Generation des k-ten Individuums

und M = X% /m". Wir schreiben nun
Xo
510 =P[MY = 0,1 <k < Xo] = [[P[ME = 0] = P[MY = 0] .

Nehmen wir nun an, dass Xo = 1. Sei X* der Prozess, der vom k-ten Nachkommen

der 1. Generation gestartet wird. Dann erhalten wir

s1= > lP[Moo =0 Xy = k] = > mP[ME =0 = st = f(s1)
k=0 k=0

k=0
Da s; < 1 schliessen wir, dass s; = sg. Da {T' < oo} C {My = 0} und P[M,, =
0] = s55° = IP[T" < o0], schliessen wir, dass {T < oo} = {M,, = 0} fast sicher. Somit
stirbt die Population aus oder sie wéchst exponentiell schnell wie M, m™, wobei
M., # 0.
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3.7.  Sukzessive Prognosen

Wir haben gesehen, dass IE[X | F,,] ein Martingal ist, wenn X integrierbar ist. Wir

wollen diese Martingale nun genauer untersuchen.

Satz 3.32. Ein Martingal {M,} ist genau dann gleichmdssig integrierbar, wenn
es eine integrierbare Zufallsvariable X gibt, so dass M, = E[X | F,|. Setzen wir
Fo = V,50Fn = 0(UpoFn), so erhalten wir Mo, = lim, oo M, = E[X | F].
Weiter haben wir [E[M2] < oo genau dann, wenn sup, IE[M?] < co. Es gilt dann
M, — My in L2 Ist {M,} ein Martingal mit sup, IE[M?] < oo, dann ist {M,}

gleichmdssig integrierbar.

Beweis. Nehmen wir zuerst M,, = [E[X | F,] an. Also gilt fiir jedes a < ¢,

E[[M,[; [My| = o] = EB[|[E[X | F][; [Mn| = o] < E[E[X] | F.]; [My] = ]
= E[|X]; [My| = ¢] <E[|X[;[X] = a] + alP[|My] = ] .

Letzteren Ausdruck schitzen wir ab als

P, > o < UMl BIERX | A EIX]

Also ist
a
E[|Mn]; [Mna] 2 o] < E[|IX]; |X] 2 o + “E[X]].

Die rechte Seite ist unabhingig von n und kann durch Wahl von a = /¢ und ¢ gross
genug beliebig klein gemacht werden. Also ist M gleichméssig integrierbar.

Sei nun M gleichméssig integrierbar. Dann ist fiir ein ¢ > 0,
sup [E[| M, |] < sup(c+ E[|M,]|; | M,| > ¢]) < oo .
Also konvergiert M,, zu einer integrierbaren Variable M,,. Wir haben dann

M, = lim B[M,, | F,] = E[lim M,, | F,] = E[M. | F] .
m—0o0

m—r0o0

Wir miissen noch den Grenzwert identifizieren. Sei nun A € U, F,,. Dann gibt es ein
m, so dass A € F,,. Also

E[My; Al = lim E[M,; A] = lim [E[E[X | F,]; A] = E[X; A].

n—oo n—oo

Da U, F,, durchschnittsabgeschlossen ist, {2 enthélt und F, erzeugt, ist M, = E[X |
Fool-
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Nehmen wir nun an, dass IE[X?] < oo. Dann ist
E[M;] = BE[X | 7.]"] < E[E[X? | 7.]] = E[X7] .

Sei sup,, IE[M?] < co. Dann ist {M,} gleichmiissig integrierbar (Hilfssatz 3.12) und
es existiert X, so dass M,, = IE[X | F,]. Somit ist { M2} ein Submartingal, das nach

M?2 konvergiert. Aus dem Lemma von Fatou schliessen wir

E[M2] < lim IE[M?] = sup [E[M?] < o0,

n—o0

wobei die Gleichung aus der Submartingaleigenschaft folgt. Weiter ist

E[(Mn+m - Mn)Q] = E[Ms—i—m] + IE[MnZ] - QIE[Mn-i-mMn]
= E[M2+m] + IE[MZ] - QIE[]E[Mn+mMn | Fn“
= E[Mg, ] + E[M;] - 2E[M;] = E[M;, ] - E[M;] .

Somit ist {M,,} eine Cauchyfolge in £2. Nach Proposition 2.15 konvergiert {M,} in
L2,

Konvergiert das Martingal {M,} in £?, so konvergiert es auch in £'. Damit ist
M, = E[M,, | F,]. Somit ist sup, IE[M?] < E[M2] < cc. O

Korollar 3.33. (0—1-Gesetz von Paul Lévy) Fir jedes A € Fo, gilt

lim IP[A | F,] =14 € {0,1} .

n—oo

Beweis. Aus der Beschrinktheit von T4 folgt, dass E[T4 | F,] = E[l4 | Fsl =
4. U

Korollar 3.34. (Kolmogorovs 0—1-Gesetz) Seien By unabhingige Mengensy-
steme und By = Npo(UgsnBi). Dann gilt fir alle A € By, dass P[A] € {0,1}.

Beweis. Wir setzen F,, = 0(By,...,B,). Dann ist By, C Fu. Also gilt wegen der
Unabhéngigkeit der Mengensysteme

P[A] = P[A | F)] — 1.
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Betrachten wir den Galton-Watson-Prozess mit 02 < co. Wir haben gezeigt, dass
lim,, o IE[M?2] = 02 Xo/((m(m—1))+X3. Also erhalten wir IE[M2] = 02X,/ (m(m—
1)) + X2. Damit kennen wir IE[M,] = X, und Var[M,] = 02X,/ (m(m — 1)).

Satz 3.35. (Dreireihentheorem) Seien { X} unabhingige integrierbare Zufalls-
variablen und s € (0,00). Wir setzen Yy, = X 1x,|<s. Die Reihe > -, Xy konver-

giert (mit Wahrscheinlichkeit 1) genau dann, wenn

Y P(IXi>s]<oo, Y VarlYi]<oo, 3IY E[Y;].
k=1 k=1

k=1

Ansonsten ist die Wahrscheinlichkeit Null, dass > . | Xy konvergiert.

Beweis. Nach Korollar 3.33 muss die Wahrscheinlichkeit, dass Y, | X} konver-
giert 0 oder 1 sein, da die Konvergenz nicht von F,, abhingt. Teilen wir X durch

s, so sehen wir, dass wir s = 1 wéhlen konnen.

Nehmen wir an, dass die Bedingungen erfiillt sind. Aus dem Borel-Cantelli Theo-
rem schliessen wir, dass nur endlich oft { X}, # Y} gilt. Somit miissen wir die Kon-
vergenz fiir {Y .2, Yj} zeigen. Betrachten wir {3} ;_, (Y, — IE[Y;])}, so koénnen wir
[E[Y;] = 0 annehmen. Dann ist {}_,_, Y%} ein quadratisch integrierbares Martingal.
Nach Satz 3.32 konvergiert das Martingal.

Nehmen wir an, dass ), X konvergiert. Gilt > 7~ IP[|X}| > s] = oo, so tritt
nach dem Borel-Cantelli Theorem {|X| > s} unendlich oft auf und >~ | X, konnte
nicht konvergieren. Somit ist diese Bedingung erfiillt und { X # Y;} gilt nur endlich
oft. Damit konvergiert auch » ;- Y;. Nehmen wir zuerst IE[Y;] = 0 an. Dann ist
{0 Ye)? = >, Var[Yy]} ein Martingal. Sei T, = inf{n : | >_,_, Y| > a}. Dann
ist wegen dem Stoppsatz und dem Lemma von Fatou

0= JL@OE[(EZM Yk>2 _ LZMVar[Yk]] < E[(TZ Yk>2 _ ivar[yk]] ,

da der Integrand durch (a + 1)? nach oben beschrinkt ist. Da der erste Term kon-
vergiert, muss IP[T, = oo] > 0 fiir a gross genug gelten. Also muss Y .-, Var[V;]

endlich sein.

Sei nun IE[Y}] beliebig. Sei Y, eine unabhéngige Kopie von Y. Dann konvergiert
nach Voraussetzung {),_, (Y; — Y})}. Somit muss auch hier nach dem soeben Be-
wiesenen Y~ 2 Var[Y;] endlich sein. Damit ist {)_,_, (Y, —IE[Y;])} ein quadratisch
integrierbares Martingal und konvergiert daher. Da _;_, Y, konvergiert, muss auch
> o_; IE[Y] konvergieren. O
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Beispiel 3.36. Seien {Y;} unabhéngig und identisch verteilt mit E[Y;] = 0 und
0 < Var[Yy] = 0% < co. Sei X,, = >, Vi/k. Diese Summe ist absolut divergent
(Ubung). Weiter ist {X,,} ein Martingal. Wir haben

E[X?] = Var [Xn: %] Z 5 VarlYy] = Z <

k=1

Somit konvergiert {X,,} fast sicher und in £? gegen X,. Wir haben weiter [E[X ] =
lim, o [E[X,] = 0 und Var[X,] = E[X2] = sup, [E[X?] = 0?7%/6. Man kann
sich leicht {iberzeugen, dass die Bedingungen aus Satz 3.35 erfiillt sind, so dass die

Konvergenz auch so folgt. [

Beispiel 3.37. Wir betrachten unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen {Y,,}. Die Verteilung von Y} sei absolutstetig und wir betrachten zwei Masse
mit den Dichten fo(y) oder fi(y). Die beiden Dichten sollen den gleichen Triger

haben. Sei
fY)f(Y2) - fi(Yy)
Jo(Y1) fo(Ya) -+ fo(Yy)
der zugehorige Likelihood-Quotienten-Prozess. Wir verwenden die Filtration F, =
o(Y1,...,Y,). Unter den beiden Massen haben wir

X, =

EX,1 | Fo] = X, ch; :i ‘]—"] X, I, [%] .
Dann gilt A i
Bol ) = f; W= [ hwa=1,

Somit ist {X,,} unter 1Py ein positives Martingal. Also konvergiert {X,,} gegen eine
integrierbare Variable. Es gibt ein ¢ > 0, so dass IPy[f1(Y,)/fo(Yn) > 1+ €] > 0.
Somit tritt {f1(Y,)/fo(Yn) > 1 + e} unendlich oft auf. Dies bedeutet, dass der

Grenzwert nur 0 sein kann.

Unter dem alternativen Mass konnen wir den Prozess {1/X,,} betrachten. Wir
haben soeben gezeigt, dass {1/X,,} gegen Null konvergiert. Somit muss unter IP; der
Prozess {X,,} gegen Unendlich konvergieren. Diese Eigenschaft kann fiir statistische

Zwecke verwendet werden. [ |

Satz 3.38. (Kakutani) Seien {Xj} unabhdngige positive Zufallsvariablen mit
E[X,] = 1. Sei M, = [[;_, Xx. Dann ist {M,} ein positives Martingal und M,
existiert. Wir setzen 0 < a, = E[vX,] < /IE[X,] = 1. Die folgenden Aussagen

sind dquivalent:
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i) E[M.] =1, 1

iV) H ax > 0 )
ii) M, — My, in L', k=1
iii) M ist gleichmdssig integrierbar, v) Z (1— ay)
k=1

Beweis. Wir bemerken zuerst, dass i)-iii) nach Satz 3.32 dquivalent sind. Wire
a, = 0, so miisste v/ X,, = 0 und damit X,, = 0 sein. Da IE[X,,] = 1, kann dies nicht
sein. Aus iv) oder v) folgt, dass a, gegen 1 konvergieren muss. Wir kénnen somit

annehmen, dass a,, > % fiir alle n. iv) ist dquivalent zu — ), logay < oo. Es gilt

il—ak Zlogak<22 1—ay) .

=1
Daher sind iv) und v) dquivalent.
Nehmen wir iv) an. Dann ist
VM,
= M)
[Ti=1 an

ein quadratisch integrierbares Martingal. Insbesondere sind nach Satz 3.32 1i)-iii)

erfiillt. Nehmen wir [~ a = 0 an. Dann konvergiert das positive Martingal {N,, }.

Insbesondere muss {M,,} nach 0 konvergieren und i) ist nicht erfiillt. O

3.8.  Submartingale

Proposition 3.39. (Doob-Zerlegung) Sei {X,} ein Submartingal. Es gibt eine
eindeutige Zerlequng X,, = M,, + A,,, so dass {M,} ein Martingal ist und {A,} ein

previsibler wachsender Prozess mit Ay = 0.

Beweis. Nehmen wir an, die Zerlegung existiere. Dann ist

An+1 = ]E[An—i—l | ]:n] = ]E[Xn—‘rl - Xn - Mn+1 + Mn + An | ]:n]
=EX, — X | Fol =M+ M, + A, = A, +E[X,, 11 — X, | F
=Y B[Xp — Xi | Bl

k=0

wobei wir die Martingaleigenschaft benutzt haben. Definieren wir A, wie oben, so
folgt leicht dass {X,, — A,} ein Martingal ist. O
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Sei nun {M,} ein Martingal mit IE[M?] < oo. Dann folgt aus Jensens Unglei-
chung, dass {M?} ein Submartingal ist. Also ist M? = X,, + V,,, wobei {X,,} ein

Martingal ist und {V,,} ein wachsender previsibler Prozess. Wir haben dann

n—1 n—1
Vo= BIM, — M7 | R =Y EIM, | Fil + M — 2ME[Myy | Fi]
= k=0
n—1 n—1
= E[(Mpa — M)? | Fiel =Y Var[My | Fil -
k=0 k=0

Der Prozess {V,,} heisst Varianz-Prozess des Martingals.

Wir betrachten nun das Problem des optimalen Stoppens. Sei {G,} ein adap-
tierter Prozess, so dass IE[|G,,|] < oco. Wir suchen nun eine Stoppzeit T, so dass
E[Gr+] = supy E[Gr]. Zum Beispiel, G; ist die Auszahlung einer amerikanischen
Option, falls man die Option zum Zeitpunkt ¢ ausiibt. Ist {G,} ein positives Mar-
tingal, so folgt sofort aus dem Lemma von Fatou, dass T* = 0 diese Eigenschaft
hat.

Betrachten wir nun folgenden Spezialfall. Gy > 0 und G,, = 0 fiir alle n > N.
Wir kénnen dann annehmen, dass GG,, > 0 fiir alle n. Wir definieren nun die Variablen
Uy = Gy und

U, = max{G,, E[U,.1 | F.]}

fiir n < N. Wir haben dann folgendes Resultat.

Hilfssatz 3.40. {U,} ist das kleinste Supermartingal, das {G,} dominiert.

Beweis. Aus der Definition folgt, dass U, > G,. Sei {M,,} ein Supermartingal,
das {G,,} dominiert. Dann ist My > Gy = Uy. Nehmen wir an, dass M, 1 > Uy, 1.
Dann ist M,, > G,, und

Also ist M,, > U,,. Dass {U,} ein Supermartingal ist, folgt aus der Definition. [

Wir definieren nun die Stoppzeit 7% = inf{n : U, = G,}. Da Uy = Gy, ist
T* < N. Auf {T* < n} haben wir

IE)[UYT*/\(nJrl) | ]:n] = IE[UT*

Fol = Upe = Upeps .
Auf {T* > n} haben wir

E[Urpma1) | Fol = E[Unta | Fo] = Un
da U, # G,. Also ist {Upa,} ein Martingal. Wir haben dann
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Hilfssatz 3.41. Die Stoppzeit T™ ist optimal. Ist T eine optimale Stoppzeit, dann
ist T < T.

Beweis. Aus dem Stoppsatz folgt fiir jede endliche Stoppzeit T, Uy > E[Ur] >
[E[Gr|. Wegen der Martingaleigenschaft erhalten wir Uy = IE[Up«] = IE[Gp«], was
die Optimalitéit beweist.

Sei nun 7" optimal. Der Prozess {Ury,} ist ein Supermartingal. Also haben wir
Up > E[Ur| > E[Gr| > Uy. Somit muss Gleichheit gelten und Ur = Grp. Dies
bedeutet, dass 7" > T™. O

Da {U,} ein Supermartingal ist, gibt es ein Martingal M und einen wachsenden
previsiblen Prozess A, so dass U, = M, — A,. Wir definieren nun die Stoppzeit
T, = inf{n: A,,1 > 0}. Dann gilt

Hilfssatz 3.42. Die Stoppzeit T, ist optimal. Ist T eine optimale Stoppzeit, dann
ist T <T <T,,.

Beweis. Wir haben auf {7}, = j}

ElUjn | F] = EMj | F] = Ajpa = M = Ajn < M; = Uj .
Somit ist Uy, = Gp,,. Weiter ist

]E[UTm/\(”H‘l) | Ful = IE[MTmA(n+1) | Ful = Mrppn = Unyan -
Also ist {Up,, an} ein Martingal. Insbesondere ist
E[Gr,| = E[Ur,] = U,

und 7;,, ist optimal. Ist 7" optimal, so ist

Uo = E[Gr] < E[Ur] = E[Mr] — E[A7] = Uy — E[A7] < Up .

Also gilt das Gleichheitszeichen und damit IE[A7] = 0. Somit ist Ay = 0. O
Fiir Super- und Submartingale gelten folgende Abschétzungen.

Hilfssatz 3.43.

i) Sei X ein positives Supermartingal. Dann gilt

E[Xo]

Plsup X, > ] <
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ii) Sei X ein positives Submartingal und N € IN. Dann gilt

E[Xy; <N Xn > E[X
P[ sup X, >d < [Xv; Supp<ncn q < [Xn] '
0<n<N c c

Beweis. Sei T, = inf{n : X,, > ¢}. i) Aus dem Konvergenzsatz wissen wir,

dass {X,,} nach X, konvergiert. Aus dem Lemma von Fatou schliessen wir, dass
E[Xo] > E[X7] > cP[X7, > ¢ = clP[sup X, > ] .

ii) Wir erhalten

N
P sup X, > ] <B[X7:T, <N =Y E[X;; T, = ]
0<n<N =0
N N
<Y E[EXy|ALT. =k=) EEXyT =k|F]
k=0 k=0

Beispiel 3.44. (Aloha-Problem) Uber einen Funkkanal wird versucht, eine
Nachricht zu iibermitteln. In einer Periode kommt eine Ubertragung zustande, falls
genau ein Funker versucht, eine Nachricht zu iibermitteln. Kommt die Ubertragung
nicht zustande, versucht der Funker spéater nochmals, die Nachricht zu iibermitteln.
Wir bilden nun folgendes Modell. Sei W,, die Menge der Nachrichten, die am En-
de der n-ten Periode noch nicht iibermittelt werden konnten. R, ,; ist die Anzahl
der Nachrichten, die in Periode n + 1 repetiert werden. Diese Anzahl ist binomial
verteilt mit Parameter W,, und r, das heisst, jede Nachricht wird unabhéngig von
den anderen mit Wahrscheinlichkeit r wiederholt. Gleichzeitig werden N, ;i neue

Nachrichten gesendet. Das heisst,
Wit = Wi+ Npyr — ]INn+1+Rn+1=1 :

Wir setzen nun F,, = o(Wy, Wi, ..., W,). Wir nehmen an, dass die Anzahl neuer
Nachrichten N, ;; unabhéngig von F,, und R, ist und die Verteilung uo, pt1, ...
hat. Wir nehmen weiter IE[N,4+;] < co und IP[N,, 1 > 2] > 0 an.

Sei a € (0,1) und ¢ > 0. Wir setzen f(z) = a* 9+, Wir bemerken, dass

E[aV»+1=Wn | F,] eine fallende Funktion in W, ist, da die Wahrscheinlichkeit einer
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Mehrfachiibertragung mit W, steigt. Nehmen wir an, dass E[a"V»+="» | F] < 1
auf {W,, > ¢+ 1}. Dann ist auf {W,, < c}
Elf(Wn) | Fo] 1= f(Wy)
und auf {W,, > c+ 1} C {W,41 > ¢}
E[f(Wai) | Fo] = Bl | Fla'me <o = f(W,) .

Somit ist {f(WW,)} ein nach unten beschrinktes Supermartingal. Also konvergiert

f(W,,) gegen einen Grenzwert f(W).
Dies bedeutet, dass {W,} gegen einen Wert W, € IN U {co} konvergiert oder

schliesslich ¢ nicht mehr iiberschreitet. Fiir [ > %c gilt

ZIP[NMZZNMHZZ N(k+1£1>2:z (1= po— )" =o00.
k=1 k=1

Daraus folgt, dass {W,, > W, _14+2,n =k(, ..., (k+1){—1} und {W,, > ¢} unendlich
oft gilt. Insbesondere kann W, nur Unendlich sein. Das heisst, die Anzahl der nicht
iibermittelten Meldungen geht gegen Unendlich.

Wir miissen nun noch zeigen, dass o und c existieren. Sei ¢(a) = Y o, ura® die

Erzeugendenfunktion von N,,.;. Wir haben
o(a), falls R,11 > 2,
E[o" =W | W, Ry1] = poa™ + (o) — o) , falls R, =1,
to + p1 + (p(a) — po — ), falls R, = 0.
Also erhalten wir
Elo " | F = 6(a) (1= (1= 0" = Wor(1 )"
+ (00 + (9() = po) ) War(1 = )
+ (Mo + 1+ (¢a) = po — Mla)) (1 —r)"

CWor(1 = )" 4 (1= ) (1 — )™

1-
= ¢(a) + po
1._
= o) + T ) (oW + a1~ 1)
Setzen wir b, = (1—7)""!(uonr + p1a(1—r)), haben wir b, — 0 falls n — co. Somit
konnen wir ¢ wahlen, so dass

b=supb, < ¢(1) =k = E[N, 1]

n>c E>1
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und b < 1 — ¢(3). Wir miissen also ein o € (0,1) suchen, so dass ¥(a) = ¢(r) +
a (1 —a)b < 1. Wir haben ¢(1) = 1, ¢(3) < 1 und ¢'(1) = ¢/(1) — b > 0. Somit

existiert ein solches a. [ |

3.9. Gesetz der grossen Zahl und Satz vom iterierten Logarithmus

Seien {Y,,} Zufallsvariablen, so dass IE[Y, 1 | F,] = 0. Dann ist M, = > | Y;
ein Martingal. Wir nehmen an, dass E[Y;?] < oo fiir alle n. Es gilt, [E[M?] =
> or_ IE[Y}?]. Wir haben folgendes

Korollar 3.45. Ist > .7 E[Y?] < oo, so konvergiert M, fast sicher und in L£? zu

einer Variable M.

Beweis. Ubung. U

Wir definieren nun den Varianz-Prozess V,, = > | E[Y? | Fj_1]. Setzen wir
Voo = limy, 00 Vy,, so folgt V] = oo E[Y].

Proposition 3.46. Auf {V,, < oo} konvergiert das Martingal M fast sicher gegen

etnen endlichen Grenzwert.

Beweis. Seic > 0und T, = inf{n : V11 > c}. T, ist eine Stoppzeit. Da V. < ¢, ist
{Mr,rn} ein quadratisch integrierbares Martingal. Somit konvergiert Mr. ., gegen
My, , wobei wir mit M., den Grenzwert von M, bezeichnen, falls T, = oo. Also
existiert My, falls {T. = oo} = {V < c}. O

Hilfssatz 3.47. (Kroneckers Lemma) Sei {c,} eine wachsende echt positive re-
elle Folge mit lim,,_, ¢, = 00 und {y, } reelle Zahlen. Konvergiert s, = > 1 _, Yr/cx,

so konvergiert {c;* > 7_, yx} nach Null.

Beweis. Wir haben mit ¢y = 0,

n n n—1 n
Z Y = Z k(8K — Sk—1) = CpSn + Z(Ck — Cj+1)Sk = CnSn + Z(Ck—l — ) Sk—1
k=1 k=1 k=0 k=1

- Z(Ck — Cp—1)(8n — Sk—1) -
k=1
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Ist nun n > N, so erhalten wir

n N n
1 1 Cr. — Ck—1
_ < _ _ kR _
I ) R R S (]
k=1 k=1 k=N+1
N
1 Cp — C
< =D (en = eumr) (50 — sin)| + ~ sup (s, — su-1))
Cn, 1 Cn k>N
1 N
< — Ck — Ci—1)(Spn — Sg—1)| + sup |(8p — Sk—1)] -
- > (er = cu) k1) k>N|( k-1)]

i
I

Der erste Ausdruck konvergiert nach Null, der zweite kann beliebig klein gemacht

werden. O

Hilfssatz 3.48. Sei {C,} ein wachsender previsibler Prozess mit Cy = 0 < CY.

Gilt
- Y
ZVar [—k} < 00,
Ck
k=1
so konvergiert M, /C,, auf {Cy = o0} gegen Null.

Beweis. Das Martingal ]T/fn = > Y,/Cy konvergiert fast sicher gegen einen
endlichen Grenzwert. Somit ist >, Yi/C} fast sicher endlich. Somit folgt die Aus-

sage aus Kroneckers Lemma. 0

Korollar 3.49. Fiir jedes p > % gilt

auf {Vo = 00}.

Beweis. Sei f(z) = #P. Dann ist [;°(1 + f(z))™? dz < oo. Setzen wir C,, =
1+ f(V,). Es gilt

_ _ Vn
Bl(¢)" | 7] - <1V ¥ f<vvnn>1>2 = /V (1 +Jlf<x>>2 o
Wir erhalten also
Sel(2) 7)< [ e

Somit folgt, dass M, /(1 + f(V,)) auf {V.e = oo} gegen Null konvergiert, was

aquivalent zur Aussage ist. O
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Korollar 3.50. Sei sup, E[Y,?] < co und p > % Dann konvergiert n=PM,, gegen
Null.

Beweis. Dies folgt sofort aus Hilfssatz 3.48 mit C,, = nP. U

Satz 3.51. (Gesetz vom iterierten Logarithmus) Sind die {Y)} id (d.h.

unabhdingig mit identischer Verteilung) oder beschrinkt, so gilt auf {Ve = 0o}
I M’n . M’n
lim = — lim =1

n—oo y/2V,, loglogV, n—oo 2V, loglog V,

Beweis. Wir werden nur

— M,
lim <1
n—oo 1/2V,, loglog V,,

fiir beschriinkte Y; zeigen. Sei |Y| < ¢ und p()\) = ¢72[e* — 1 — Ac]. Da fiir A > 0
©(\) wachsend in c¢ ist, gilt

M <1+ Xy + p(N)y
fir |y| < c. Somit erhalten wir

IE[e)\Yn+1 | ]:n] <1+ )\IE[Yn—i-l | ]:n] + go(/\)IE[Yanrl | Jrn] =1+ @(A)(Vn—l-l — Vn)
< e#MNVas1=Va)

Also ist Z) = exp{A\M,, — p(A\)V,,} ein Supermartingal.

Sei h(x) = 2zloglogz, ¥ > 1,8 > 0, ag = 1(1+ 6)h(0%), Ay = 9~*h(9*) und
b = A 'p(Ag). Dann ist Agay, = (1+6)loglog 9*. Also e % = (klogd)~(1+9). Also
haben wir ), e™ % < oo,

Wir definieren nun Ty = inf{n : V1 > 9%}. Fiir n € (T}, T11] gilt also 9% <
V,, < 981, Damit ist

A
ar + bV < ag + bttt = [L(140) + %ﬁ]hwk) < [sa+0)+

k

(k)
i

9| h(V,,) .

Fiir k£ gross genug haben wir dann a; + b;V,, < (1 + ¢)h(V,), da Ay — 0 und
©(Ar) /A7 — 5 fiir jedes e = (20 + ¢ — 1) /2. Berechnen wir nun

P[M,, > aj + bV, fiir ein n € (T, Ti11]]
< PA M, > Mag, + ©(A)V,, irgendwann] = IP[Z > e irgendwann]

< IE[Zé\k]e_Akak — o Mk
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Wegen der Summierbarkeit folgt aus dem Borel-Cantelli-Lemma, dass M,, > a; +
bV, nur endlich oft gilt. Fiir n gross genug ist dann also M,, < aj + biV,, < (1 +
e)h(V,). Da 6 und ¥ beliebig waren, beweist dies, dass

I M'I’L
lim <1.

n—00 h(Vn)

Bemerkung. Wir werden im Kapitel 7 das Gesetz vom iterierten Logarithmus
fiir die Brownsche Bewegung beweisen. Mit &hnlichen Ideen kann auch obigen Satz

beweisen. m

3.10. Martingalkonvergenz riickwérts
Sei {F_,, : n € IN} eine aufsteigende Folge von o-Algebren, also
- CF o CF 1 CFyCF.

Jedes Martingal {M,, : n < 0} ist dann von der Form M,, = IE[M, | F,,]. Wir haben

dann folgenden Konvergenzsatz.

Satz 3.52. Der Grenzwert M_, = lim,,_,_o M,, existiert fast sicher und in L.
Es qilt
M_ =1E[M, | F_], F_oo = Np<oFn -

Beweis. Sei N < 0 und U, L[:\g,o] die Anzahl der Uberquerungen von [a, b] der Tra-
jektorie {M,, : N <n < 0}. Dann gilt nach Hilfssatz 3.25

E[(My — )]

E[U5"] <
[ ab ]— b—a

Mit monotoner Konvergenz folgt IE[U. é;oo’o]] < 00, so dass das Intervall nur endlich
oft tiberquert wird. Somit existiert der Grenzwert in [—o00, 00]. Aus dem Lemma von
Fatou folgern wir
E[ lim [M,|] < lim E[M,[]= lm E[E[M,/| 7] <E[M/],
n——oo n——oo n——oo
dass der Grenzwert von M,, endlich sein muss. Aus der Darstellung M,, = IE[M; | F,,]
folgt, dass {M,,} gleichmissig integrierbar ist. Somit ist die Konvergenz in £*. [J
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Beispiel 3.53. Wir beweisen das starke Gesetz der grossen Zahl. Seien { Xy : k €
IN} iid Zufallsvariablen mit IE[X;] = 0. Wir setzen S, = > ,_; X} und F_,, =
0(Sp, Sni1, Snia,...). Es gilt dann M_,, = E[X, | F_,] = S,/n (Ubung). Somit
konvergiert S, /n. Da

lim & = lim —(Sn ) ,
n—oo M n—oo n

ist lim,, o Sy /n F_i messbar. Nach Korollar 3.33 muss lim,,_,+, S, /n eine Konstante

sein. Da [E[S,,/n] = 0, muss diese Konstante 0 sein. |

3.11. Anderung des Masses

Sei {L,} ein positives Martingal mit Erwartungswert 1. Wir definieren nun die
Mengenfunktion P} : F, — [0,1], A — IE[L,; A]. Wir haben dann folgende Eigen-
schaften.

Hilfssatz 3.54.

i) P ist ein zu IP| £, absolutstetiges Mass auf F,.

ii) Ist n <m, so ist fir A e F,, P, [A] =P, [A].

Somit ist IP) unabhdngig von n. Nehmen wir an, das Mass IP* lisst sich auf ein
Mass auf F fortsetzen.

iii) Ist T eine Stoppzeit und A € Fr, so dass A C {T < oo}. Dann ist P*[A] =

Beweis. i) Da L, eine integrierbare Majorante ist, kann Erwartungswert und
Summe vertauscht werden. Also ist die Funktion o-additiv und damit ein Mass. Da
Py [Q] = E[L,;Q] = [E[L,] = 1 ist das Mass normiert. Aus der Positivitat folgt,
dass IP* zu IP absolutstetig ist.
ii) Wegen der Martingaleigenschaft folgt fir A € F,,

P [A] = E[L,; Al = E[E[L,, | F.]; A] = E[L,; A] = TP;[A] .
iii) Wir haben

P [AN{T <n}|=E[L,; AN{T <n}| =E[E[L, | Fr|; AN{T < n}]
= E[Lra; AN{T < n}| =E[Lr; AN{T < n}.

Monotone Konvergenz ergibt das Resultat. U
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Ist L, > 0, so sicht man leicht, dass IE*[L, '] = 1. Man kann weiter leicht zeigen,
dass {L.'} ein Martingal unter IP* ist. Aus P[A] = IE*[L;'; A] erhalten wir die
analogen Aussagen fiir die vertauschten Rollen von IP* und IP.

Da {L,} positiv ist, existiert der Grenzwert L, von {L, }. Normalerweise wird
IP[L., = 0] = 1 gelten. Dies bedeutet, dass die Masse IP und IP* singulér auf F sind,

obwohl sie auf F,, dquivalent sind.

Beispiel 3.55. Seien {X,, : n € IN} iid Variablen mit Verteilungsfunktion F(z)
und S, = > ;_, Xi. Wir nehmen an, dass IE[X}] < 0 und, damit der Prozess nicht
monoton fallend wird, IP[ X} > 0] > 0. Aus dem Gesetz der grossen Zahl folgt, dass
{Sn} nach —oo konvergiert. Sei 7, = inf{n : S, > x}. Wir interessieren uns fiir
die Ruinwahrscheinlichkeit ¢ (x) = IP[T, < oc]. Nehmen wir an, es gibt ein R > 0,
so dass [E[e®**] = 1. Dann ist der Prozess {L, = exp{RS,}} ein Martingal. Unter

dem Mass IP* erhalten wir

P X, €Br:1<k<n|= ]E[exp{RiXk} ﬁ ]IBk(Xk)}
k=1 k=1

E[e™: X, € By] .

I
=

b
Il

1

Somit sind die {X}} auch unter IP* unabhéngig und identisch verteilt mit Vertei-
lungsfunktion F*(z) = [* e dF(y). Somit ldsst sich das Mass IP* auf ein Mass
auf F fortsetzen. Es ldsst sich zeigen (siehe Beispiel 5.6), dass IE*[X}] > 0. Somit ist

IP*[T, < oo] =1, was auch aus dem Gesetz der grossen Zahl folgt. Wir haben nun
Y(z) =P[T, < 0] = ]E*[L}j;Tx < o0 = E*[e—RSTx;Tx < oo] = E*[Q—RSTQC] _

Da Sy, > z, erhalten wir die Lundberg-Ungleichung ¢ (x) < e . Ist IE*[X};] < oo,

so lasst sich mit Hilfe des Erneuerungsansatzes (Satz 4.16) zeigen, dass
P(z)e " = E e 5] - C > 0

fiir eine Konstante C.

Da S,, =& —oo nach dem starken Gesetz der grossen Zahl, haben wir in der Tat,

dass L,, — 0. Somit sind die Masse singulédr auf F.

Diese Massédnderung ist besonders niitzlich fiir die Simulation von Ruinwahr-
(k)
RSt simu-

scheinlichkeiten. Da T, < oo unter IP*, kann man die Variablen Y, = e
lieren. Die Grosse n™ty ;| Yy ist dann ein Schétzer fiir ¢(z). Man kann zeigen,

dass fiir grosse x diese Simulationsmethode asymptotisch optimal ist. [ |
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3.12. Das Binomialmodell der Finanzmathematik

Seien {Y;} iid Variablen mit IP[Y; = 1] = IP[Y; = 0] = p € (0,1) und X,, =
Y i1 Y, die dazugehorige Anzahl Erfolge. Wir modellieren zwei Aktive in einem
Finanzmarkt: die sichere Anlage S° = " fiir ein 7 > 0 und der riskante Aktiv
S, = SouXrd™*n fiir 0 < d < u. Wir werden unten sehen, dass es verniinftig ist,
d < r < u anznuehmen. Der risikolose Aktiv hat die konstante Zinsrate » — 1. Bei
einem Erfolg Y,, = 1 steigt der riskante Aktiv auf S,,_ju, bei einem Misserfolg “sinkt”

er auf S,,_1d.

Wir verwenden die Filtration F,, = (Y1, ...,Y,), das heisst, die kleinste Filtra-
tion so dass {S,} beobachtbar wird. Eine Handelsstrategie ist ein vorhersehbarer
Prozess ¢ = {(¢n}. ¢, bezeichnet die Anzahl Einheiten des riksanten Aktivs, die
im Intervall (n — 1,n] im Portfolio gehalten werden. ¢ muss vorhersehbar sein, da
man zur Zeit n — 1 iiber die Anzahl entscheiden muss. Wir erlauben ¢, < 0 (man
wettet auf fallende Kurse) und ¢,,5,-1 > V,—1(¢) (man leiht sich Geld). {V,,(¢)}

bezeichnet hier die Bilanz einer Strategie zur Zeit n.

Sei Vo = Vo(¢) der Betrag, den ein Héndler zur Verfiigung hat. Zur Zeit 0 hélt
man somit den Betrag Vi — ¢Sy im risikolosen Aktiv. Die Bilanz des Handlers wird

dann

Vn+1<¢) = ¢n+1sn+1 + (Vn(¢) - ¢n+15’n)r = TVn(¢) =+ ¢n+1(Sn+l - TSn) .

Definition 3.56. Fine Strategie ¢ heisst Arbitrage, falls Vo =0 und V,, > 0 mit
IP[V,, > 0] > 0 fir ein n € IN.

Proposition 3.57. Es gibt genau dann keine Arbitrage, falls d < r < u.

Beweis. Ist d > r, so ist die Strategie ¢, = 1 eine Arbitrage, da man mit dem
riskanten Aktiv mindestens den selben Gewinn macht wie mit dem risikolosen At-
kiv. Ist 7 > u, so ist ¢, = —1 eine Arbitrage, da man mit dem risikolosen Aktiv
mindestens den Verlust des riskanten Aktivs kompensieren kann. Sei nun d < r < u.
Betrachten wir die diskontierten Werte S0 = 1, S, = S,v~" und V,,(¢) = V,,(¢)r".
Dann ist Vy(¢) = Vo(¢),

So=sa=s(4) (9T

T r

und

Vn+1(¢) - Vn—i-l(qb)r_n_l = Vn(¢) + ¢n+1<‘§n+1 - S'n,) .



82 3. MARTINGALE

Dies bedeutet, dass das diskontierte Modell den selben Regeln folgt und wir r = 1

annchmen diirfen.

Sei a > 0 und L,, = o " mit 8 = (ap + 1 — p)~L. Dann gilt
E[L,1 | Fn] = LE[@™]3 = L,B8(pa+1—p) =L, .

Also ist {L,, } ein echt positives Martingal. Wir definieren das Mass IP*[A] = IE[L,,; A]
auf F,,. Aus Beispiel 3.55 wissen wir, dass unter IP* die Variablen {Y;} iid sind mit
P*Y; = 1] = P*[Y; = 0] = p*. Wir erhalten dann, siche auch Hilfsatz 6.9,

pau+ (1 —p)d
ap+1—p

B[Syt | Fal = SudB[(u/d)"'] = SdBE[(au/d)™'] = S,

Wiéhlen wir pau+ (1 —p)d =ap+1—p, also a = (1 —p)(1 —d)/(p(u—1)), so wird
{S,} ein Martingal unter IP*. Weiter erhalten wir

E* Va1 (0) | Fu] = Va(9) + ¢nrIE[Sps1 — S | Fu] = Va(0) -

Somit ist auch {V,,} ein Martingal unter IP*.

Sei nun V5 = 0 und P[V,, > 0] = 1. Dann ist auch IP*[V,, > 0] = 1, da die
Masse auf F,, dquivalent sind. Da auch E*[V,] = Vo = 0, muss P*[V,, = 0] =1
sein. Da die Masse dquivalent sind, haben wir IP[V,, = 0] = 1. Somit existiert keine
Arbitrage. O

Bemerkung. Es gilt allgemein in Finanzmodellen, dass es keine Arbitrage gibt,
falls es ein dquivalentes Mass existiert, so dass die diskontierten Preise Martingale

sind. Unter zusétzlichen (schwachen) Bedingungen, gilt auch die Umkehrung. W

Wir betrachten nun einen beschrankten Zeithorizont N. Weiter nehmen wir F =

Fn an, das heisst, alle Information wird durch den Prozess {5, } erzeugt.

Proposition 3.58. Sei Z eine F-messbare Variable. Dann existiert ein vorher-

sehbarer Prozess ¢ und eine Konstante Vg, so dass Vn(¢) = Z.

Beweis. Durch Diskontieren konnen wir annehmen, dass » = 1. Es gibt eine
Funktion f : {0,1}¥ — TR, so dass Z = f(Yi,...,Yy). Wir arbeiten mit dem
Mass IP* aus dem Beweis der Proposition 3.57. Wir verwenden Induktion nach N.
Ist N = 0, so ist Z deterministisch und wir wihlen Vy = Z. Nehmen wir an, die
Aussage gilt fiir N. Sei Z Fyi-messbar. Dann existiert nach Induktionsvorausset-
zung ein vorhersehbarer Prozess {¢, : 1 < n < N}, so dass Vy(¢) = E[Z | Ful.
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Die Variable Z — E*[Z | Fn| = fnea1 (Y1, ..o, Yve1) — fv(Yi, ..., Yy) nimmt bei
festem Y7,..., Yy zwei Werte gL(Y1,...,Yy) und ¢°(Yy,...,Yn) an, je nachdem
of Yyy1 = 1 oder Yy = 0. Da IE*[Z — E*[Z | Fy]] = E*[Sys1] = 0, gilt
prgn(Yi, . Y) + (1 = p)gn(Va, ..., Yi) = p"Syu+ (1 — p*)Syd = 0. Da p* # 0,
gilt gL (Y1,...,Yn)/(Syu) = ¢2(Y1,...,YN)/(Snd) =: ¢ni1. Da ¢y i1 Fy-messbar
ist, haben wir also

Z =E*[Z | Fy]+ ¢ns1Sn41 = Vg1 (9) -

O

Wenn wir also eine Verpflichtung Z zur Zeit N eingehen, die Fy-messbar ist,
dann gibt es eine Strategie ¢ und einen Anfangswert V;, so dass wir die Verpflichtung
Z replizieren kénnen. Aus dem Beweis oben sehen wir, dass Vo = IE*[Z]r— der
faire Preis der Verpflichtung ist. Zur Zeit n hat die Verpflichtung den Wert V,,(¢) =
E*[Z | FuJr~ W=, Das heisst, wir verwenden fiir die Preisbestimmung nicht das

“physikalische” Mass IP sondern das Martingalmass IP*.
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