1. MASSTHEORIE 1
1. Masstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachten wir Situationen, die wir nicht exakt
vorhersagen konnen. Zum einen kann dies sein, da der Ausgang ‘zufallig’ ist. Zum
anderen kann es sein, dass das System zu kompliziert ist, um Vorhersagen sicher
machen zu konnen. So besteht ein Teilchensystem in der Physik aus sehr vielen
Teilchen, so dass es unmoglich ist, das System exakt zu beschreiben. Oder, wie
zum Beispiel in der Metereologie, sind die Anfangsbedingungen nicht vollstdndig
bekannt, so dass der Weg von Tief- und Hochdruckgebieten nicht genau bestimmt
werden kann. Oder bei ‘chaotischen’ Systemen, fiithrt eine kleine Abweichung der

Anfangsbedingungen zu komplett verschiedenen Zusténden in der Zukunft.

Eine Wahrscheinlichkeit sollte intuitiv den Anteil der Experimente angeben, in
denen ein bestimmtes Ereignis eintritt, wenn man ‘sehr oft’ ein Experiment un-
abhéngig von den anderen durchfiihrt. Wir miissen also den Ereignissen Gewichte
zuordnen. Daher wollen wir zuerst kldren, welche Eigenschaften diese Gewichte ha-
ben sollen. Es zeigt sich aber, dass es nicht immer moglich ist, allen definierbaren
Ereignissen Gewichte zuzuordnen, die diese wiinschenswerten Eigenschaften haben.
Aus diesem Grunde miissen wir auch definieren, welche ‘Ereignisse’ wir zulassen.

Dies ist Thema der Masstheorie.

1.1. Mengensysteme

Wir starten mit einer Menge 2. Die Elemente w € {2 nennen wir Elementarer-
eignisse. Die Menge der zugelassenen Ereignisse sind Teilmengen von {2 und wir
bezeichnen diese Klasse mit F. Das heisst, ist A € F, so ist A C Q. Wir verlangen
folgende Eigenschaften.

Definition 1.1. Ein Mengensystem A C 29 von Teilmengen von 0 heisst o-
Algebra, falls

i) e A,
ii) falls A € A, so gilt auch A° € A,

iii) sind Ay, Ag, As, ... € A, so ist auch U, A, € A.
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Hilfssatz 1.2. Sei A eine o-Algebra. Dann gilt

i) Die kleinste magliche o-Algebra ist A,, = {0, Q}. Die grisste maogliche o-Algebra
ist Ayy = 2% = {A 1 A C Q}. Fiir jede o-Algebra A gilt A,, C A C Ay

ii) Sei I eine Indexmenge und fir alle i € I sei A; eine o-Algebra. Dann ist A =

NicrA; eine o-Algebra.

iii) Sei B eine Klasse von Teilmengen von 2. Dann existiert o(B), die kleinste o-
Algebra, die B enthiilt.

iv) Sind Ay, Ag, As, ... € A, so ist auch N, A, € A.
v) Sind A, B € A, dann ist auch A\ B € A.

Beweis. i) Dass A,, und Ay, o-Algebren sind folgt leicht. Da (¢ = Q gilt A,, C
A. Dass A C A,y ist trivial.
ii) Dal € A furallei € I, gilt ) € A Ist A € A, soist A € A; fir alle 1.
Somit ist auch A° € A; fiir alle 4, das heisst A° € A. Analog beweist man die dritte
Eigenschaft.
iii) Wir setzen

oB)= () cC.

C o-Algebra
BCC

Dies ist nach ii) eine o-Algebra und nach Definition ist es die kleinste, die B enthélt.

iv)  Wir haben
M4, = (U A;) .
v) Dies folgt aus A\ B = AN B¢ und iv). O

Ist © eine Menge und F eine o-Algebra auf Q. Wir nennen dann (€2, F) einen

messbaren Raum.

Beispiel 1.3. Sei 2 ein topologischer Raum. Dann bezeichnen wir mit 8(2) die
kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen enthélt. Diese Algebra heisst Borel-o-
Algebra. Somit ist *B(IR) durch die Intervalle (a,b), —oco < a < b < oo erzeugt, da
die offenen Intervalle alle offenen Mengen erzeugen. Aus [a,b) = (—00,b) \ (—00, a)
fir —oco < a < b < oo enthélt B(IR) alle Intervalle der Form [a,b). Da (a,b) =
Upla +n~1,b), sehen wir, dass B(IR) durch die Intervalle (—oo,b) erzeugt wird. Es
lasst sich zeigen, dass ®B(IR) nicht alle Teilmengen von IR enthilt. [

Manchmal ist es notig, ein Mengensystem zu betrachten, das weniger strenge

Voraussetzungen erfiillt.
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Definition 1.4. FEin Mengensystem A heisst Dynkin-System, falls
i) Qe A,
ii) falls A,B € Aund BC A, dann ist A\ B € A,
iii) ist A; € A mit AinA; =0 firi#j, dann ist U2, A; € A.

Aus Hilfssatz 1.2 folgt, dass jede o-Algebra ein Dynkin-System ist.

So wie wir die Existenz von ¢ (B) fiir eine Klasse B von Teilmengen gezeigt haben,

kann man zeigen, dass das kleinste Dynkin-System §(B) existiert, das B enthilt.

Hilfssatz 1.5. Sei B ein Dynkin-System. Folgende Aussagen sind dquivalent:
i) B ist eine o-Algebra.

ii) Sind A, B € B, dann ist auch AN B € B.

Beweis. Ist B eine o-Algebra, so folgt die Aussage aus Hilfssatz 1.2. Nehmen wir
also ii) an. Wir haben § = Q\ Q € Bund A°=Q\ A € B. Sind A, B € B, dann ist
A\ B = A\ (ANB) € B. Seien nun A; Mengen aus B. Wir setzen B,, = A,,\ (U= A;).
Die Mengen B; sind disjunkt und U} A; = U, B;. Da By = A; ist By € B. Mit
vollstandiger Induktion folgt nun, dass B, € B und damit U}, B; € B. Daher ist
UX, A, = UX, B; € B. Also ist B eine o-Algebra. O

Proposition 1.6. Sei B eine Klasse von Teilmengen von 2, so dass fir A,B € B
auch AN B € B. Dann ist §(B) = o(B).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass d(B) eine o-Algebra ist. Nach Hilfssatz 1.5
miissen wir also zeigen, dass A, B € 6(B) impliziert, dass ANB € 6(B). Sei E € §(B)
und

Dp={Ac€iéB): AnNE€iB)}.

Wir zeigen nun, dass Dg ein Dynkin-System ist. Wir haben QN E = E € §(B), also
Q€ Dg.Sind A, B € Dg mit B C A, dann ist

(A\B)NE=(ANE)\(BNE) € §B).

Also ist A\ B € Dg. Seien A; € Dg mit A; N A; =0 fiir ¢ # j. Dann ist

(GAi> NE = G(AME) € 5(B).
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Somit ist U2, A; € Dg. Also ist Dy ein Dynkin-System. Sei nun B € B. Fiir A € B
gilt, ANB € B C §(B). Alsoist B C Dp, das heisst D = §(B). Also gilt ANB € §(B)
fir alle A € §(B). Insbesondere haben wir B C D, fiir alle A € §(B). Somit ist
D, = §(B) fiir alle A € §(B). Das heisst, AN B € §(B) fiir alle A, B € 6(B). Das
beweist die Behauptung. OJ

1.2.  Mengenfunktionen

Definition 1.7. Sei (2, F) ein messbarer Raum. Fine Abbildung p : F — [0, 00]
mit u(0) < oo heisst Mass, falls die Abbildung o-additiv ist. Das heisst, falls fiir
alle Mengen Ay, As, ... in F mit A;NA; =0 firi+# j gilt, dass

(U2 Ay = ZM(Az‘) :

Wir sagen, (Q2,F,p) ist ein Massraum. Gilt zusdtzlich () = 1, so heisst p
Wahrscheinlichkeitsmass und (Q, F, 1) heisst Wahrscheinlichkeitsraum. Ein
Mass p heisst endlich, falls u(2) < co. Es heisst o-endlich, falls es Mengen Q); € F
gibt, so dass u(€);) < oo und U2, §; = Q.

Hilfssatz 1.8. Sei u ein Mass auf ). Es gelten die folgenden Regeln fir A, B, A; €
F:
i) Falls A C B, dann gilt
1(A) + B\ A) = u(B) .
Insbesondere gilt, p(A) < u(B) und u(h) = 0.

ii) AN B) + (AU B) = u(A) + pu(B) .
Insbesondere ist (AU B) < p(A) + p(B).

iii) Ist p(A;) < oo fir alle i, so gilt
p(UL A = (=) > G Aiy) -
k=1 1<1; <0< < <n

iv) Seien Ay C Ay C -+ eine unendliche Anzahl Mengen. Dann gilt

p(UZA;) = lim p(A;)
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v) Seien Ay D As D -+ eine unendliche Anzahl Mengen und p(A;) < oco. Dann
qilt
p(NZA) = lim p(A;) -

Beweis. Aus den Eigenschaften der o-Algebra folgt, dass die betrachteten Mengen
in F sind. Setzen wir A; =  fiir alle j, so folgt dass () = 0. Setzen wir A; = 0
fir j > m, so folgt ju(U2, A) = 0, (A falls A; N Ay = 0 fir i # .

i) Wir haben AN (B\ A) =0 und AU (B \ A) = B. Somit folgt die Eigenschaft
aus der Definition des Masses.

ii) Wir haben A\ B, B\ A und AN B sind disjunkt und AUB = (A\ B)U (B'\
A)U (AN B). Weiter haben wir A = (A\ B)U(ANB)und B = (B\A)U(ANB).
Also gilt

AN B) + (AU B) = n(AN B) + u(A\ B) + (B \ A) + p(AN B)
= n(A) + u(B) .

iii) Dies folgt mit vollstandiger Induktion mit Hilfe von ii).
iv) Seien Ag =0 und B,, = A, \ A,_1. Wir haben U2, A; = U2, B;, A, = U B;
und B; N B; = 0 fiir i # j. Also gilt

(U, B; ZM _,}LHJOZ“ )= lim p(A,) .
v) Die Aussage folgt aus

Nt A = Ap \ (U2 A7) = Ap\ [U2, (A N A7)

Beispiel 1.9. Sei Q = {w;,ws, ...} eine abzihlbare Menge. Wir setzen F = 29,
die Menge aller Teilmengen. Sei {p, : w € Q} eine Menge von positiven Zahlen. Wir

~S .

wEA

setzen dann

Es ist nun einfach zu zeigen, dass p ein Mass ist. Setzen wir p, = 1 fiir alle w, dann
heisst p Zdhlmass. Der Name kommt daher, dass u(A) = |A| (Anzahl Elemente in
A). |
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1.3. Fortsetzungssatz

Oft will man ein Mass definieren, das gewisse Werte auf bestimmten Ereignissen
annimmt. Zum Beispiel mochte man auf IR ein Mass definieren, das die Werte
p((a,b)) = b —a fir alle —00 < a < b < oo annimmt. Die Frage ist dann, exi-

stiert solch ein Mass und wie viele solcher Masse gibt es.

Satz 1.10. (Carathéodory) Sei A eine Klasse von Teilmengen von S0, so dass

i) Qe A,

ii) Sind A, B € A, so ist B\ A eine endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus
A,

iii) Sind A,B € A, soist ANB € A.
Sei 1/ : A — [0,00] eine Funktion, so dass

iv) w'(0) =0,

v) Sind A, B € Amit AUB € A und ANB =0, dann gilt i/ (AUB) = /(A)+u/(B),
vi) Es gibt Mengen Q; € A mit 1/ (€;) < oo, ; C Q41 und = U2,
vil) Sind A, Ay, As, As, ... € A, so dass A C UL A;, dann gilt p/(A) <372 1/ (A).

Dann existiert ein eindeutiges Mass p : o(A) — [0,00], so dass pu(A) = p'(A) fiir
alle A e A.

Beweis. Da Q2 € A und ) = Q\ Q, folgt aus ii), dass @ € A. Also ist auch
iv) wohldefiniert. Wir bemerken zuerst, dass aus Proposition 1.6 folgt, dass 0(A) =
o(A). Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Seien p und v zwei Masse, fiir die pu(A) =
v(A) fir alle A € A gilt. Sei E € A mit u(F) < oo. Wir betrachten nun das

Mengensystem
Dp={A€o(A): wW(ANE)=v(ANE)}.

Wir haben ) € Dg. Seien A, B € D mit B C A. Dann haben wir

W(A\ B)N E) = u((AN E)\ (BN E)) = w(AN E) - u(BN E)
= V(ANE)—v(BNE)=v((A\B)NE).
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Somit ist A\ B € Dg. Insbesondere ist A € Dg, falls A € Dg. Seien nun {A4;} C Dg
disjunkte Mengen und A = U;A;. Dann haben wir

w(ANE) Z“ (AiNE)=> v(ANE)=v(ANE),
da p und v Masse sind. Also ist auch A € Dg. Wir haben per Definition A C Dg.
Also ist D = 0(A) = 0(A). Sei A € o(A). Wahlen wir nun E = Q,,, haben wir
v(A) = lim v(ANQ,) = lim u(ANQ,) =uA).
n—oo n—oo

Also ist das Mass eindeutig.

Fiir A C Q definieren wir

U(A) = {{Bn:ne]N}:BneA,Ac GBZ}

die Menge der abzihlbaren Uberdeckungen von A mit Mengen aus A. Aus i) folgt,
dass U(A) # 0. Wir definieren nun die Abbildung /i : 2% — [0, oo,

mf{Zu ):{B.} eU(A )}

Wir bemerken, auf Grund von vii), dass i(A) = p/(A) fiir alle A € A. Ist A C B,
haben wir U(B) C U(A), also ji(A) < ji(B). Seien Ay, Ay, ... Teilmengen von €
mit i(A,) < co. Wir setzen A = U2, A,,. Sei ¢ > 0. Wir kénnen dann Mengen
{Bnm} € U(A,) wihlen, so dass

i(Ay) > > (Bum) — 27"
m=1

Wir haben dann, dass A C U, Uy, By, ,,. Also gilt

AA) < Y (Bum) <> A
n,m=1 n=1
Da ¢ beliebig ist, gilt
<> (A (1.1)
n=1

Wir definieren nun die Menge

M={Aec2%: i)(ANB) + u(A°N B) = p(B) fiir alle B € 2%} .
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Wir wollen zeigen, dass M ein Dynkin-System, bzw. eine o-Algebra ist. Wir haben
2 € M. Aus der Definition folgt, dass A € M <= A° € M. Seien A, B € M und
E € 22, Dann haben wir

A(E) < i((AN B) N E) + (AN B)* N E)
=a((ANB)NE)+ a((ANBNEYU(ANB°NE)U(A°NB°NE))
<SMANBNE)+ a(ANBNE)+ a(ANB°NE)+ (AN B°NE)
= i(BNE) + (B NE) = ji(E) .

Somit gilt AN B € M. Insbesondere folgt, dass AU B = (A°N B¢ € M und
A\B=ANB*e M.

Seien nun {A4;} Mengen aus M mit A;,NA; = () fiir i # j. Wir setzen B,, = U | A;
und A = U2, A;. Wegen der endlichen Additivitét ist B, € M. Sei E C (). Es gilt
trivialerweise ji(B; N E) = S.1_, ji(A; N E). Durch Induktion

f(Bp1 N E) = (B N (Bpya N E)) + (B N (Bpya N E))

n+1
= (B, N E) + ji(Ap11 NE) = ZuA NE)

Somit haben wir
((E) = i(B, N E) + (B, NE) > (B, N E) + 4(A°N E)
:Zn:/j(AmE)Jrﬂ(AcmE) :
i=1
Insbesondere gilt N
Z (A;NE)+ (A°NE) .
Also folgt aus (1.1) h

i(E) < (AN E) + (AN E) Z (AiNE)+ (AN E) < u(E) .

Also ist A € M. Wir haben also gezeigt, dass M ein Dynkin-System ist. Aus
Hilfssatz 1.5 folgt, dass M eine o-Algebra ist.

Als néchstes zeigen wir, dass ji ein Mass auf M ist. Seien A;, A wie oben. Wir
haben

fi(A1 U Ag) = (A1 N (A1 U As)) + (AT N (A1 U Az)) = fui(Ar) + f1(As) -
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Mit vollsténdiger Induktion schliessen wir, dass fi(B,) = >, fi(A;). Insbesondere
erhalten wir

N
A(A) > lim ji(B,) gggo;u Z

n—o0

Aus (1.1) folgern wir, dass (A) = > =, f(A;). Also ist fi ein Mass auf M.

Wir miissen noch zeigen, dass A C M. Sei A € A und F C Q. Wir kénnen
annehmen, dass i(E) < oo, da die Aussage sonst aus i(E) < f(ANE)+ (AN E)
folgt. Es gibt dann Mengen By, Bs,... € A, so dass E C UX B, und i(E) >
Yo W (By,) —e. Wir haben AN B, € A. Es gibt disjunkte Mengen {C} : 1 <k <
my} C A, so dass B, \ A= U Cy. Wir haben dann wegen v)

=AnByulJor, W (Ba) =i (AN B,) + Y _i(Cp).
k=1 k=1
Wir haben weiter
AnEc | JAnB,), AaAneclJlar
n=1 n=1k=1

Wir folgern dann, dass

AANE)+ (AN E) < i (AN B, +i§u (Cy)
n=1 n=1 k=1

8 I

Z(’MﬂBnHZu’(Ck) Zu ) < (E) +¢.

Da ¢ beliebig war, haben wir
A(E) < (AN B) + i(A°N E) < u(E) .

Somit ist A € M. Das heisst, A C M. Damit ist auch o(A) C M. Also ist i ein
Mass auf o(A). O

Beispiel 1.11. Sei 2 =R und
A={(a,b))NR:—00<a<b< o0},

wobel wir (a, a] = () setzen. Dann sind i) — iii) aus Satz 1.10 erfiillt. Sei F': IR — R

eine monoton wachsende rechtsstetige Funktion. Wir definieren die Funktion

o A—[0,00], (a,b] — F(b) — F(a),
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wobel F/(00) = lim, o F(z) und F(—00) = lim, o, F(z). Wir haben dann 4/(0) =
w((a,a]) = F(a) — F(a) = 0. Sei a < ¢. Ist (a,b] U (c,d] € A, soist ¢ < b. Ist weiter
(a,b] N (¢,d] =0, dann ist b < ¢. Also haben wir b = c. Es gilt dann

p ((a, 0] U (¢, d]) = 1 ((a, d]) = F(d) = F(a) = F(b) — F(a) + F(d) — F(c)

Setzen wir Q,, = (—n,nl, so ist ¢/(2,) = F(n) — F(—n) < co und U ,Q,, = R.

Wir zeigen zuerst, dass fiir endliche Uberdeckungen (a,b] C U_,(ay, by gilt,
dass 1/ ((a,b]) < >°0_; 1/ ((ak, bg]). Wir kénnen annehmen, dass a < a; < b; < b. Die
Aussage gilt offensichtlich fiir n = 1. Aus

p ((a,0]) = p'((a, anga]) + ' ((anya, bn+1]) + (b1, b))

n

< ZM/((CM an—i—l ak; bk + ZM bry1,b ak:, bk]) + M’((an+17 bn+1])

<

1 ((a; @ngr] O (ar, b)) 4 11 ((@ngr, O] O (ar, O&])] + 1/ ((@ns1, buga])

n+1

1 (s b)) + 1 (a1, bpa]) = D ' ((ar, b)) -

k=1

<

Bl bl Bl
Il 3 3|l
— —_ —

Somit gilt die Aussage.
Sei nun (a, bjNIR C U2, ((an, b,)NIR). Wir kénnen annehmen, dass > - | F'(b,)—

F(an) < oo und dass a < b. Wir nehmen zuerst an, dass —oo < a < b < 0. Sei
A, = (a,b] \ (Up_;(ag, bg]). Durch Induktion zeigt man einfach, dass es Zahlen m,,,
xp < yp fir k < m, gibt, so dass fiir festes n die Intervalle (z7,y}] disjunkt sind
und A, = U (o}, yp]. Fiir jedes 2z € (a,b] gibt es ein n(z), so dass z ¢ A,,), da
N, A, = 0. Seie > 0. Wir wihlen a < z < b, so dass F'(z) — F(a) < e. Wir wéhlen

nun Zahlen u(z) und v(z) mit
) a<u(z) <z<wv(z) <b+1,
i) Aney N (u(z),2] =0,
iii) falls z & A, dann gilt A,y N (u(z),v(2)] =0,

iv) F(v(2)) — F(2) < e27) fmy, .
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Wir haben dann [z,b] C (a,b] C U.e(ap(u(2),v(2)). Da [z,b] kompakt ist, gibt
es eine endliche Menge K, so dass [z,b] C U.ex(u(z),v(z)). Sei p € IN, so dass
p > supg n(z). Wir haben dann

Ap Nz b = [J 14N (u(z), 0(2)] € (J A N ()0l € | (o)

zeK zeK z€KNA, ;)

Wir erhalten daher

Do lnt) < Y d((z0E)]) = ) Fu(z) - F(2)
k=1 zEAI:L(Z) ZGAI;(Z)
< Z Z mn2n =€
n=1 k=1
Es folgt dann, dass
> (e, yp)) < 2
k=1
Aus ) .
(a,b (U(ak,bk ) U <U(xi,y’,§]) :
k=1 k=1
folgt
p Mp 00
(b)) < i (an bel) + D i (s wf]) < D i (an, bi]) + 2¢
k=1 k=1 k=1
Somit gilt
<> ((a, bi])
k=1
Ist nun @ = —o0 oder b = oo, haben wir
F(bAn)—F(aV(-n)) = i ((a, b N <> w((ak, b))
k=1

Lassen wir nun n — oo folgt die Aussage fiir beliebige a, b.

Also existiert ein eindeutiges Mass auf der Borel-o-Algebra p mit der Eigenschaft
p((a,b]) = F(b) — F(a). Dieses Mass heisst Stieltjesmass. Ist F'(x) = x, so heisst

1 Lebesguemass. [
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Beispiel 1.3 (Fortsetzung). Betrachten wir das Intervall (0,1]. Sei F die Borel-
o-Algebra und p das Lebesguemass. Wir wollen zeigen, dass sich das Lebesguemass
nicht auf alle Teilmengen von (0, 1] fortsetzen ldsst. Wir sagen a ~ b, fallsa—b € Q.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation und (0, 1] zerfillt in Aquivalenzklassen. Wegen
dem Auswahlsaxiom konnen wir eine Menge A wihlen, die aus jeder Aquivalenz-

klasse genau ein Element enthélt. Wir definieren fiir ¢ € Q N (0, 1] die Mengen
Ay=[{a+q:ac AtU{a+qg—1:a€ A}|N(0,1].

Dann ist A, N A, = 0 fiir ¢ # r und (0,1] = Ugeqno,1]4. Wenn sich also das

Lebesguemass auf alle Teilmengen ausdehnen liesse, so miisste

L=p((0,1) = > w(d)= D uA)

q€QN(0,1] q€Qn(0,1]

gelten. Da dies nicht moglich ist, kann das Lebesguemass nicht auf alle Teilmengen

ausgedehnt werden. Insbesondere enthélt F nicht alle Teilmengen von (0, 1]. |

Beispiel 1.12. Sei Q2 = (0,1}, A = {(a,b] : 0 <a <b <1} und p/(A) = oo, falls
A # () und /(@) = 0. Dann sind die Bedingungen von Satz 1.10 mit Ausnahme von
vi) erfiillt. Also ist p(A) = oo, falls A # @) und p(0) = 0 eine Erweiterung von g’
Weiter ist aber auch ji(A) = |A| (Anzahl Elemente in A) eine mogliche Erweiterung

von p'. Somit ist die Erweiterung nicht eindeutig. [

Definition 1.13. Sei (Q, F, u) ein Massraum. Eine Menge B mit der Eigenschaft,
dass es A € F gibt, so dass B C A und u(A) = 0 heisst Nullmenge. Ein Massraum
(Q, F,u) heisst vollstandig, falls fir alle B C A mit A € F und p(A) = 0, gilt
dass B € F. Wir sagen eine Eigenschaft gilt fast iiberall, falls die Menge, auf der
die Eigenschaft nicht gilt, eine Nullmenge ist. Ist (Q, F, ) ein Wahrscheinlichkeits-

raum, so sagen wir fast sicher statt fast tiberall.

Ist (Q, F,u) ein o-endlicher Massraum und i die Erweiterung des Masses auf M,
definiert wie im Beweis von Satz 1.10. Es gibt dann eine kleinste o-Algebra, die F
und alle Nullmengen enthilt. Sei A € F mit pu(A) =0 und B C A. Sei nun E C €.
Dann gilt 4(EN B) < i(B) < i(A) = 0. Weiter gilt (£ N B°) < 4(E) und damit
L(ENB)+ pu(ENB°) < p(F). Aus (1.1) folgt damit, dass B € M. Das heisst, es

ist moglich das Mass auf der Vervollsténdigung von F zu definieren.
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1.4. Messbare Abbildungen

Definition 1.14. Seien (Q, F) und (', F') messbare Riume. Eine Abbildung f :
Q — €V heisst messbar, falls

FUA) ={weQ: flwye A} e F, VAeF.

Sei f: Q —  eine beliebige Abbildung. Dann ist A := {f1(A4) : A € F'} eine
o-Algebra. Weiter, ist B C F' mit o(B) = F’, dann ist f genau dann messbar, wenn
f~Y(B) € F fiir alle B € B.

Sind (Q,F) (¥, F') und (Q", F") messbare Rdume und f : @ — Q" und f’ :
' — Q" messbare Abbildungen, so ist klar, dass f’ o f messbar ist.

Beispiel 1.15. Sei (2, F) = (', F') = (IR, B(IR)) die Borel-o-Algebra auf IR. Sei
f : R — IR eine stetige Abbildung. Betrachten wir zuerst die Intervalle A = (—oc0, a.
Dann ist f7'(A) = {z : f(z) < a}. Wir zeigen zuerst, dass f~!(A) N [-n,n] €
B(R). Ist f~1(A) N [-n,n] = 0 € B(IR) miissen wir nichts zeigen. Sei {y,,} C
f7Y(A) N [—n,n] eine konvergente Folge und y = lim,, oo ym. Wegen der Stetigkeit
ist f(y) < a, das heisst, y € f~1(A)N[—n,n]. Also ist f~1(A)N[—n,n] kompakt und
daher messbar. Aus f~1(A) = U, (f~'(A) N [—n,n]) folgt, dass f~(A) € B(R). Da
A= {f"YB) : B € F'} die kleinste o-Algebra ist, die alle f~'((—o0,a]) enthilt,
ist f(x) messbar.

Sei nun f(x) eine monotone Funktion. Da g(x) = —z messbar ist, konnen wir
annehmen, dass f(x) wachsend ist. Sei —oo < a < b < oo. Nehmen wir an, dass
fY(a,b)) # 0. Sei = inf{x : f(z) > a} und ¥ = sup{x : f(z) < b}. Dann
ist f71((a,b)) € {(a,V),(d,V],[d, V), |a,V]}. Also ist f~1((a,b)) € B(IR). Da die
Intervalle (a,b) die Borel-o-Algebra erzeugen, ist f(x) messbar. |

Sei ) eine Menge und seien (£2;, F;) messbare Raume fiir eine Kollektion I von
Indizes und fiir jedes ¢ € I sei f; : 2 — €); eine Abbildung. Setzen wir

o(fiziel) :za(fi_l(A) iel,Ae E) ,
dann ist o(f; : ¢ € I) die kleinste o-Algebra auf €, beziiglich der alle Abbildungen

fi messbar sind.

Proposition 1.16. Sei (2, F) ein messbarer Raum und f; : Q — IR (Borel)-
messbare Abbildungen fiir i € IN. Dann sind auch die Abbildungen

1nffl7 Supfi7 hﬁfla mfz)
i i 00 i—00

messbare Abbildungen (von 2 nach [—oo,o0]).
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Beweis. Aus
(inf £ ((—0,0)) = {inf /i <a} = Ui <@y = U (—o0, ) € F

und der Eigenschaft, dass (—oo,a) die Borel-o-Algebra erzeugen, folgt, dass inf; f;

messbar ist. Analog folgt, dass
(sup fi) (=00, a]) = {sup f; < a} = ({f; < a} = [ fi ((—o00,a]) € F

und sup; f; ist messbar. Insbesondere sind dann lim, ., f; = sup, inf;>, f; und

lim;_, f; = inf,, sup,~,, f; messbar. O

Proposition 1.17. Seien Q und ' topologische Rdume, F = B(Q) und F =
B(Y). Ist f:Q — Q stetig, dann ist [ messbar.

Beweis. Dies folgt aus der Definition der Stetigkeit und daher, dass die offenen

Mengen die Borel-o-Algebren erzeugen. 0

Proposition 1.18. Sein € IN, f,g : Q@ — IR" und h,k : Q@ — IR messbare
Abbildungen, so dass 0 ¢ k(2). Dann sind auch

f+ag, f—g, hf, (f,g) (Skalarprodukt), f/k

messbar.

Beweis. Die Abbildungen 7 : Q@ — R*" : w — (f(w),g(w)) und 7 : @ — R :
w — (f(w), h(w)) sind messbar. Da die Abbildungen R*" — IR", (z,y) — (z + y),
R* — R, (z,y) — (z,9), R"" — R", (r,a) = az und R\ {0} = R,a + a~*
stetig sind, folgt die Aussage. O

Definition 1.19. Sei A C Q. Die Funktion
1, fallsw e A,

I,:Q— {0,1}, wt—){
0, sonst,
heisst Indikatorfunktion. Sind {A; : 1 < i <n} C F und {a; : 1 < i < n} reelle

Zahlen, dann heisst > o;1,, Elementarfunktion.

A € F gilt genau dann, wenn T4 messbar ist. Sind A; messbar, dann ist > | o; 14,
messbar. Fiir eine Elementarfunktion kénnen wir {A;} disjunkt wéhlen. Eine mess-
bare Abbildung, die nur endliche viele Werte annimmt, ist immer eine Elementar-

funktion.
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Hilfssatz 1.20. Sei f: Q — [0,00) messbar.

i) Es gibt eine Folge 0 < f; < fo < --- won Elementarfunktionen, so dass f =

ii) Es gibt Mengen Ay, As, ... € F und Zahlen aq,as, ... >0, so dass
f = Zan][An .
n=1

Beweis. Setzen wir
fa=027"2"f])An,

erhalten wir eine messbare Funktion, die maximal n2" + 1 Werte annimmt. Also ist
fn eine Elementarfunktion. Wir haben f,, ist wachsend in n und lim,, f,, = f. Setzen
wir nun B,,; = {fn — fa—1 = 127"} und B, ; = ¢27". Dann ist

n2"

fn - fn—l = Zﬂn,z][Bnl .
=1

Also erhalten wir

00 oo n2"
F=> fo—facr=>_> Builp,, .
n=1 n=1 i=1
Da {(n,i) : n € IN,1 < i < n2"} abzéhlbar ist, folgt die Behauptung,. O

Satz 1.21. (Monotones Klassentheorem) Sei H ein linearer Raum von be-
schrinkten reellen Funktionen auf ), der die konstanten Funktionen enthdlt, und
sei B eine Kollektion von Teilmengen von ), so dass mit A, B € B auch ANB € B.

Wir nehmen an, dass

i) fir A € B ist auch 14 € H,

ii) fir beschrinkte Funktionen fi, fa,... € H mit sup,, fr, < ¢ < oo mit fi < fo <
- gilt auch f = lim, f, € H.

Dann enthdlt H alle beschrinkten o(B)-messbaren Funktionen.
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Beweis. Sei D = {A € 0(B) : 14 € H}. Dann ist Q € D, da 1 € H. Aus der
Linearitét folgt, dass fiir A,B € D mit A C B, Ipa = Ip — 14 € H. Also ist
B\ A € D. Seien nun A; € D mit A;NA; = 0 fiir i # j. Wegen der Linearitét haben

wir .
A = Z ][Aj eH.
j=1

Dann ist auch
UooA—Z]IA nh—gloz]IA eH.

Also haben wir U2, A; € D. Das heisst, D ist ein Dynkin-System. Aus Proposi-
tion 1.6 wissen wir, dass o(B) C D. Aus Hilfssatz 1.20 schliessen wir, dass H alle
positiven o(B)-messbaren Funktionen enthélt. Da f© = fVv O und f~ = —f V0
positive o(B)-messbare Funktionen sind, ist auch f = f* — f~ € H. O

Korollar 1.22. Sei H ein linearer Raum von messbaren reellen Funktionen, der
die konstanten Funktionen und Grenzwerte von wachsenden beschrdnkten Folgen von
Funktionen aus H enthdlt. Sei Ho C H ein linearer Raum, so dass fir f,g € Ho
auch fg € Ho. Dann enthdlt H alle o(Ho)-messbaren Funktionen.

Beweis. Sei F : IR — IR eine stetige beschrankte Funktion. Auf jedem be-
schrankten Intervall ist F' der gleichméssige Grenzwert von Polynomen. Somit ldsst
sich auf beschrankten Intervallen F' als monotoner Grenzwert von Polynomen er-
reichen. Das bedeutet, dass fir f € H, gilt, dass F/(f) € H. Insbesondere ist fiir
a €R, f, =[LA(f—a)*]¥/" € H. Da f, monoton wachsend ist, folgern wir, dass
Iss, = lim, oo fr, € H. Auf &hnliche Weise erhalten wir Iy54,  f,54, € H. Da
o(Hy) von Mengen der Form {f; > ay,..., f, > a,} erzeugt wird, folgt die Behaup-
tung aus Satz 1.21. O

.....

Korollar 1.23. (Faktorisierungslemma) Sei f eine messbare reelle Funktion

und g eine o(f)-messbare reelle Funktion. Dann gibt es eine messbare Funktion

h:IR — 1R, so dassg=ho f.

Beweis. Sei H der Raum der beschrénkten Funktionen g, fiir die die Aussage gilt.
‘H ist dann ein linearer Raum, der die konstanten Funktionen und die Indikatorfunk-
tionen Treq, A € B(IR), enthilt. Sind nun g; < go < --- in H, so gibt es Funktionen
h, mit g, = h, o f, so ist ¢ = supg, = suph, o f = ho f, wobei h = sup h,,. Also
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haben wir g € H. Nach Satz 1.21 enhélt somit H alle beschrénkten o( f)-messbaren
Funktionen. Ist ¢ > 0, so erhalten wir aus g = sup,, g A n, dass fiir g die Aussage

gilt. Durch Aufteilung von ¢ in g7 — ¢~ erhalten wir die Aussage. 0

Hilfssatz 1.24. Seien (Q,F) und (', F') messbare Riume und f : Q — Q' eine

messbare Funktion. Sei weiter u ein Mass auf (2, F). Dann ist
po=po [ F = 0,00, A p(f71(A)) = p({w: fw) € A})

ein Mass auf (Y, F'). p' ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmass, falls p ein

Wahrscheinlichkeitsmass ist.

Beweis. Aus der Definition der Messbarkeit einer Abbildung folgt, dass x’ wohl-
definiert ist. Es gilt 1/(0) = (@) = 0. Seien A;, A,, ... disjunkte Mengen. Dann sind
auch f~1(A;) disjunkt und f~(U,A,) = U,f*(A,). Also haben wir

1 (UnAn) = /v‘(Uan(An)) = Zﬂ(fil(An» = ZMI(AH) :

Also ist y/ ein Mass. Aus

folgt die letzte Behauptung. 0

Beispiel 1.25. Sei (' = {0,1}N. Wir schreiben kurz (wy,ws, ..., w,) fiir das Er-
eignis {X; = w1, Xo = wo, ..., X, =w,}. Sei p € [0, 1]. Wir definieren die Abbildung

Mit

A: {(w17w27"'7wTI) ‘ne ]N,Wk € {071}}U{®}
wollen wir nun das Mass auf o(A) fortsetzen. Wir setzen p/(()) = 0. Wir definieren
nun die Abbildung f : [0,1) — €', die x der entsprechenden Darstellung im Dual-
system zuordnet. Das heisst wir haben 2 = "% w;27". Erweitern wir [0,1) mit der

Borel-o-Algebra, dann ist

FH (W wa, 0 wn)) = [Z wi27F, Zwk2_k + 2_n> :
k=1 k=1
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Also ist f messbar. Definieren wir nun die stetige Funktion F'(z) auf [0, 1) mit der
Eigenschaft, F'(0) = 0 und

n—1 n—1 n—1
F(Y wats2m) = P(X w2 )+ (1 —p) [[r 0 -p'=
k=1 k=1 k=1

Es ist einfach zu zeigen, dass so eine Funktion existiert. Sei p das Stieljesmass
beziiglich der Funktion F(z), siche Beispiel 1.11. Das Mass p” = po f~! ist dann
eine Fortsetzung von ' auf o(A). Dass das Mass eindeutig ist, ldsst sich durch
Umkehrung der Abbildung f zeigen. [ |

1.5. Das Integral

Sei (Q, F, ut) ein Massraum. Wir definieren nun das Integral [ f du fiir eine messbare

reelle Funktion f. Sei zuerst f = >  a;14, eine Elementarfunktion. Dann setzen

/fdu=Z::am(A)

Wegen der Additivitdt des Masses siecht man leicht, dass die Definition des Integrals

wir

nicht von der Darstellung der Elementarfunktion abhéngt.

Hilfssatz 1.26. Sei f: Q — [0,00) beschrankt und messbar und

f - Zan][An - Zﬁn][Bn
n=1 n=1

mit au,, B, > 0. Dann ist
Z CYnM Z /Bn:u

Beweis. Sei zuerst f = Ip mit pu(B) < co. Das heisst A; C B. Sei n fest. Dann
gibt es disjunkte Mengen {Cy : ¢ < k} fiir ein k, so dass A; = U y(;)C; fiir Index-
mengen J(j). Wir haben dann

Z%]IA _Z > ayle, = Z]ICZ > o

k=1 ¢eJ(j) jleJ(g)
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Also ist
1—¢ < a1 >1—€>=1—6 ( C’)
( )i ; kLA ( T Uf:(Zj;eeJ(j>aj>1—s) ¢
=(1-¢) Z w(C) < Z Z ajp(Cr)
G e g () 45>1-¢) G e gy a5 >1—¢) JleI(j)
k
= > w(Ce) Y oy <Y u(Co) < u(B),
ez(Zj:éeJ(j) aj>1—¢) JleJ(j) (=1

wobei wir verwendet haben, dass Zj:éeJ(j) a; <1 und U}_,C, = B. Es gilt ebenfalls

durch Vertauschen der Summen

> Y auC) = a; Y ulC) = Z%‘M(Aj) :

G e g () @i >1—€) JHET()) Jj=1 Led(j)

Weiter konvergiert p({> ", _; aul4, <1 —¢e} N B) nach 0. Lassen wir n — oo folgt,
dass .
(I —e)u(B) < Z app(Ag) < pu(B) .
k=1
Da dies fiir alle € > 0 gelten muss, folgt die Aussage.
Sei nun f beliebig. Wir wahlen m € IN. Wir kénnen annehmen, dass {By : k <

m} disjunkt sind. Dann ist

Z anfi(An) > Z Z anpi(An N By) = Z Z anpi(An 0 By) > Z Bep(Be)
n=1 n=1 (=1 /=1 n=1 (=1

Wir haben hier verwendet, dass flp, = B,1p, und f > >;", Belp,. Da m beliebig
war, gilt > > anu(Ay) > >0 Bep(Be). Vertauschen der Summen beweist die Be-
hauptung. ([l

Wir kénnen somit das Integral

/f dp = ianu(fln)

fiir positive f definieren. Ist mindestens eines der Integrale [ f* dy und [ f~ dp
endlich, haben wir mit [ f du = [ f* du — [ f~ dp eine Definition des Integrals.
Falls [ |f] du < o0, so sagen wir, f ist integrierbar.

Das Integral hat folgende Eigenschaften.
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Hilfssatz 1.27.

i) Das Integral ist linear, d.h. [(af + Bg) du=a [ fdu+ 5 [ g dp.
ii) Das Integral ist monoton, d.h. falls f < g soist [ fdu < [gdu.

i) Ist fi < fo < -+« integrierbar und f = lim, f,, so st [ f dp = lim, [ f, dp.

Wir nennen dieses Resultat monotone Konvergenz.

iv) Sind f, f1, fe,. .. integrierbar und f < f; fir alle i. Dann ist lim, f, integrierbar
und lim,, [ f, dp > [lim, f, du. Dieses Resultat heisst Lemma von Fatou.

v) Seien f, f1, fo, ... integrierbar, | f,| < f fir alle n undlim,, f,, = g. Dann ist g in-
tegrierbar und [ g dp = lim,, [ f, dp. Wir nennen dieses Resultat beschrinkte

Konvergenz.

Beweis. i) Ubung.

ii) Aus der Definition folgt, dass [(g— f) du > 0. Die Aussage folgt damit aus der
Linearitét.

iii) Nehmen wir zuerst an, dass [ f dp < co. Setzen wir g, = f — f,,. Wir miissen
dann zeigen, dass [ g, du gegen Null konvergiert. Es gibt dann Mengen Ay, Ay, ...
und Zahlen oy, ag, . .. verschieden von Null, so dass g1 = > a;14,. Sei e > 0. Es gibt
ng, so dass Zzoznoﬂ | |p(Ay) < e. Setzen wir A = U, A,. Dann ist N, (AN{g, >
e}) = 0. Also gilt lim,,_,o 1(AN{g, > €}) = 0. Insbesondere ist [ g, T4 dp < 2e(A)

fiir n gross genug. Das heisst,

/gndug/gn]IA dp+e < 2eu(A) + ¢

fiir n gross genug. Da ¢ beliebig war, gilt lim,, [ g, du = 0.

Sei nun [ f dp = oo. Wir kénnen f,, > 0 annehmen. Dann gibt es fiir jedes
a > 0 ein n € IN und Mengen Ay,..., A, und strikt positive Zahlen a, ..., a,,
so dass flqa > > " ;s und Y1, a;u(A;) > a, wobeli A = U A;. Wir kénnen
annehmen, dass die A; disjunkt sind. Wir haben nun limy, [ 14, dp = [ f14, du >
a;pt(A;). Somit haben wir limy, [ f du > a. Also ist limy, [ fi, dp = oc.
iv)  Wir haben

/h_mfn d,u:/ lim inf f, dp = lim igf fndu .

m—o0o n>m m—00
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Da fiir k > m gilt, dass [inf,>,, f, dp < [ fi dpr, haben wir

tiw [ fodge=tim inf [ fidp > tim [ int o dp= [l dp
k m. rkZm m n>m n

v) Wir haben aus dem Lemma von Fatou

h_m/fnduz/gdu
E/fnduz—n_m/—fndus—/—gduzfgdu-

und

1.6. Produktraume

Oft hat man verschiedene (Zufalls-) Objekte, die man gleichzeitig betrachten will.
Man muss dann einen Wahrscheinlichkeitsraum konstruieren, auf dem diese Objekte
alle gleichzeitig definiert sind. Sei I eine Indexmenge und fiir jedes i € I sei (€;, F;)

ein messbarer Raum. Wir definieren dann

Q=J]:={w: T - U wie}.
icl
Dieser Raum heisst Produktraum der {Q; : i € }. Sind alle Q; = €, dann kénnen

wir Q = QF schreiben. Statt w(i) schreiben wir oft w;.

Wir miissen nun eine o-Algebra auf ) definieren. Bezeichnen wir mit m; : 2 —
Q;, w — w(i) die Koordinatenabbildung. Sei F die kleinste o-Algebra fiir die die Ko-
ordinatenabbildungen messbar sind. Das heisst, F wird durch die Mengen {7; *(A) :
i € I,A € F;} erzeugt. F heisst dann Produkt-o-Algebra, und wir schreiben
F = QierFi.

Bemerkung. Sei [ abzéhlbar und (€;, d;) polnische Rédume (separable vollstén-
dige metrische Rdume) versehen mit der Borel-o-Algebra F;. Dann ist F die Borel-

o-Algebra auf dem Produktraum. [ |
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Hilfssatz 1.28. Sei B; C F; so dass o(B;) = F;. Dann ist

Q) Fi = a<{mi€ﬂ;1(Ai) . J C I endlich, A; € Bi}> .

el

Beweis. Da 77 '(A;) € F, miissen die oben beschriebenen Mengen in F sein. Da
o({r;*(A) : A € B;}) die kleinste o-Algebra ist, fiir die 7; messbar ist und diese
Kollektion in der oben definierten enthalten ist, ist die Abbildung m; messbar. Also
muss die oben beschriebene o-Algebra die kleinste o-Algebra sein, fiir die alle ;

messbar sind. O

Korollar 1.29. Sei (¥, F') ein messbarer Raum und (2, F) = ([Lc; Qi ®ierFi)
ein Produktraum. FEine Abbildung f : Q' — Q ist genau dann messbar, falls fir alle

i die Abbildungen m; o f messbar sind.

Beweis. Ist f messbar, dann miissen auch ;0 f messbar sein. Nehmen wir nun an,
dass alle 7; o f messbar sind. Da {f7'(A) : A € F} eine o-Algebra ist, miissen wir
nur zeigen, dass f~1(A) € F' fiir alle erzeugenden Mengen A. Sei A € F;. Dann ist
fH(m M (A)) = (mio )~ (A) € F'. Somit enthilt ' die Urbilder aller erzeugenden

Mengen und daher ist f messbar. 0

Hilfssatz 1.30. Sei Q=Q' x Q" und F = F @ F" und [ : Q — IR messbar. Sei
A€ F. Dann sind

Ay ={": (W, ") e Ay e F", Ay ={w': (W, W") € A e F'.
Die Abbildungen
o : "> R, " — f(W, "), for : Y >R, W — f(w, ")
sind messbar.

Beweis. Seii: Q' — Q, W’ — (W,w”). Die Abbildung 7’ o ¢ ist konstant und
daher messbar. Die Abbildung 7" o ¢ ist die Identitat und daher ebenfalls messbar.
Also ist 4 messbar. Insbesondere ist A, =i !'(A) € F”" und f,, = foi messbar. [J

Wir betrachten nun Massraume. Fir endliche Produkte konnen wir dann ein

Produktmass konstruieren.
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Satz 1.31. Seien n € IN und {(, F;, i)} o-endliche Massrdume und =
T2, Q und F = Q| F;. Es gibt ein eindeutiges o-endliches Mass ju auf (2, F), so

dass
n

(A X - X Ay) = HMi(Ai)

=1

fiir alle A; € F;.

Beweis. Die Mengen A der Form A; x --- x A, erzeugen F. Wir haben Q € A.
Da
(Apx - x A)[(Y(Bix -+ x By) = (AN By) X -+ x (A4, N By) |

haben wir dass A durchschnittsabgeschlossen ist. Wahlen wir nun €;,,, so dass
(i (i) < 00 und U8, = ;. Wir kénnen annehmen, dass €, C §2; 41 Dann
ist

Q=Un(Qim XX Q)

und p(Qq, X -+ X Q) < 00. Aus dem Beweis von Satz 1.10 folgt nun die Ein-
deutigkeit des Masses.

Um die Existenz des Masses zu zeigen, beniitzen wir Induktion. Wir beginnen

mit n = 2. Wir zeigen die restlichen Voraussetzungen des Satzes 1.10. Es gilt
(Bl X BQ) \ (Al X AQ) = ((Bl \ Al) X Bg) U ((Bl N Al) X (B2 \ Ag)) .

Also ist (By x Bs) \ (A1 x As) eine endliche disjunkte Vereinigung aus A. Es ist klar,
dass () = 0. Seien nun (A; x Ay)U(By x By) = C1xCound (A1 x Ay)N(By x By) = 0.
Also muss A; N By = () oder Ay N By = () gelten. Wir kénnen annehmen, dass
As N By = (0. Wir schliessen, dass A; = B;. Also haben wir

(A1 X (A2 U By)) = pa(A1)p2(A2 U By) = p1 (A1) (p2(Az2) + p2(Bs))
= p1(Ar)p2(Az) + p1(Ar)pa(Bs) = p(Ar X Az) + (A X By) .

Seien nun (Ax B) C U;(A; x B;). Wir definieren die Funktion f(wy) = pa(B) 1y, ca =
po((Ax B),,). Als Elementarfunktion ist sie messbar. Analog definieren wir f*(w;) =
p2((Ax X Bg)w, ). Wir erhalten dann

pAx B) = [ fap < [ 377 di =3 ue x By

Somit existiert das Mass fiir n = 2.
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Sei ™ das Mass auf Q" =[], Q. Sei u"*! das soeben konstruierte Mass auf
Q" x Q1. Aus

n+1

MnH(Al X e X Ay X An+1) = Mn(Al X X An)MnH(AnH) = H,ui(Ai)
i=1

folgt, dass das Mass ™! die geforderte Eigenschaft hat. O

Beispiel 1.32. Seien Q; = [0,1], F; die Borel-o-Algebra und F, = 2% 1, das
Lebesguemass und puy das Zahlmass. Wir bemerken, dass (€2s, F2, pi2) nicht o-endlich

ist. Dann erhalten wir
(AL x Ag) = pua(Ar) pa(Az)

Wir konnen somit das Mass definieren als

j(A) = /O po(Ay) oy |

oder

aA) = Y (A

UJQE[O,H
Betrachten wir die Diagonale A = {(z, ) : « € [0, 1]}, so erhalten wir x(A) = 1 und
f(A) = 0. Somit ist die Fortsetzung des Masses nicht eindeutig. [

Satz 1.33. (Fubini)  Seien (€, F;, p;) o-endliche Massrdaume und f : 3 X Qo —
IR messbar. Wir bezeichnen mit (2, F, ) den Produktmassraum. Ist f > 0 oder
J1fl dp < oo, dann ist die Abbildung

Ql —RU {OO}, w1 f(wl,wg) d/LQ(CdQ)
Qo

messbar und

[ran= ) dpfen) ) = / ) dpn) dpain)

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass die Masse endlich sind. Sei H der Raum der
beschrénkten Funktionen f : Q — IR, fiir die die Aussage gilt. Weiter seien B die
Mengen der Form A x B. Der Raum H ist dann linear. Wir haben

/ Taxp dpe = Taps(B)
Q2
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ist messbar und

[ L = (Aypa(B) = [

Lapa(B) dpn(e) = [ [ L i) dsf).
Ql Ql QQ
Analog gilt [Tsxp du= fQ2 le Taxp dpg(wr) dug(ws). Also ist Ty p € H.
Sei nun f; < fo < --- < ¢ eine Folge aus H und f = lim,, f,,. Wir haben, dass
fwi,wa) dpg(wa) = li_>m fr(wr, w2) dps(ws) = sup Jn(wi,w2) dpg(ws)
Qo n—0oo Qo n Qo

messbar ist. Weiter gilt

/ fdp= lim/ fn dpp = lim fn(wr,wa) dpa(wa) dpta (wi)
Q noJa noJar Jao

:/ lim fn(wr,wa) dpa(wa) dp (wr)
o " Jo

— / fwr,wa) dug(ws) dpeg (wy)
Q1 J

und analog
[ran= [ [ fenw) dnte) dute)
Q Qo J

Also ist f € H. Das heisst, die Aussage gilt fiir alle messbaren beschréinkten f.

Sei nun f unbeschrankt. Ist f > 0, dann folgt aus dem oben bewiesenen, dass
die Aussage fiir f = lim,, f A n gilt. Ist f integrierbar, dann folgt die Aussage fiir
f = fT — f~ aus der Linearitit.

Seien nun (2; beliebig. Sei nun €2, ,, Mengen mit endlichem Mass, aufsteigend in
n, so dass Upemi, = €. Dann gilt die Aussage fiir flg, ,xq,,. Ist f positiv, folgt
die Aussage aus der monotonen Konvergenz. Ist f integrierbar, folgt die Aussage

aus der Linearitéat. O

Beispiel 1.34. Setzen wir ); = IR, F; die Borel-o-Algebra und p; das Lebesgue-
mass. Als Funktion wéhlen wir f(z,y) = Ij4y<1 sign(zy). Es folgt nun

/|(xy\dxy / / a:y|dydx—/ dz = o0
R? 1/lx| w |2]

und somit ist f nicht integrierbar. Aber
l/\x| 00
/ / f(z,y) dydx—/ / f(z,y) dydx—/ 0dz=0.
—1/|z| —00

Wir wollen nun auch Produktraume fiir unendliche Familien von Massraumen

konstruieren.
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Definition 1.35. Sei I eine Indexmenge und (2, F;) seien messbare Riume und
Q= 1T1le; %, F = QicrFi. Bine Famile {j1; : J C I endlich} von Wahrscheinlich-

keitsmassen auf 1y = [[..,; heisst projektive Familie, falls fir K C J C I, J

jeJ
g1

endlich gilt, dass ux = pyomy , wobei w3 : Oy — Qg die Projektionsabbildung

bezeichnet.

Zuerst bendtigen wir folgendes Resultat.

Hilfssatz 1.36. Sei § ein polnischer Raum mit der Borel-o-Algebra F und i ein
Wahrscheinlichkeitsmass auf (Q, F). Sei E eine messbare Menge und € > 0. Dann
gibt es eine kompakte Menge K C E, so dass p(E \ K) < e.

Beweis. Wir bezeichnen mit B,(z) = {y : d(z,y) < r} die Kugel um z mit Radius
r. Dann gibt es eine abzéhlbare Menge von Punkten 7, so dass Q = U; By, (7).

Somit existiert eine Zahl N,,, so dass pu([UN" By/n(21)]¢) < €271 Wir setzen nun

A= Byatad)

n i=1

und K = A. Insbesondere ist K kompakt. Wir erhalten

p(K) < p(A%) = (U U Buya(a7)]) < 27" 7h = e

Setzen wir nun £ = (E N K)° und bezeichnen mit A die offenen Mengen von .
Dann ist F = o(A). Aus dem Beweis des Satzes 1.10 folgt, dass p(E) = inf{u(B) :
E C Be A}, dalU(A) = A. Insbesondere gibt es eine offene Menge B D E, so dass
w(B) < u(E) +2e. Setzen wir nun K = K\ B, ist K kompakt und K ¢ KNE C E.

Wir haben E\ K = (B\ E)U(E\ K) und (B\ E)N (E\ K) = . Daher gilt

WE\K)=puB\E)+p(E\K) < e+ u(K°) < ie+je=c.

Satz 1.37. (Kolmogorovs Erweiterungssatz) Seien I = IN, (Q;, F;) fiurie I
polnische Riume und {py : J C I endlich} eine projektive Familie von Wahrschein-

lichkeitsmassen. Dann existiert ein eindeutiges Mass i, so dass py = po ;"

Beweis. Sei A die Klasse der Mengen [[,.; A; x [[;4, €2, wobei J C I endlich
ist und A; € F;. Dann wird F von A erzeugt. Weiter ist Q2 € A. Es ist klar, dass A
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durchschnittsabgeschlossen ist und dass A\ B sich als endliche disjunkte Vereinigung
von Mengen aus A schreiben ldsst. Wir haben p;(€2) = 1 und p;(0) = 0. Seien nun
A, Be Amit AUB € Aund AN B = (). Dann gibt es J, so dass A; = B; = Q; fiir
i ¢ J. Also haben wir p (AU B) = py(A) + py(B). Seien nun A, Ay, Ay, ... € A,
so dass A C U;A;. Da AN A; € A, konnen wir A = U; A; anehmen. Wir miissen
nun zeigen, dass p(A) < >, u(A;). Wir erweitern das Mass auf endliche disjunkte

Vereinigungen von Mengen aus .A. Dann miissen wir zeigen, dass

lim (AN (UL 4:)) =0.

n—oo
Nehmen wir an, dass

lim p(A\ (UL, 4)) = 20
n—oo

fiir ein o > 0. Wir wissen, dass A\ (U, A;) sich als endliche Vereinigung von Mengen
aus A schreiben ldsst. Also gibt es Mengen AF € A, so dass A\ (Uf_,4;) = Uy, Ak
und A¥ N AL =0 fiir k # (. Setzen wir B%J = 7;(AF). Wir kénnen nun

N" 'I’L

AN (Ul 4) = | ()= (BE)

k=1 j=1

schreiben, wobei .J,, die Indexmenge fiir U} ; A; bezeichnet. Nach Hilfssatz 1.36 gibt
es eine kompakte Menge K% C BFJ_ so dass

(BRI \ KNy < =27k

Setzen wir K = ﬂj 17T_1(Kkj) so haben wir

PAEN KR < 37 (B \ KE) < a2k
jeJ’VL
Setzen wir weiter K, = Uk » KF dann ist K, C A\ (U, 4;) und

Nn

P(AN UL A) \ KG) = Y p( AR\ Ky < a2

k=1

Insbesondere haben wir fiir N € IN,

n=1

P2 Kn) = p(AN UL A) =Y p((A\N UL A\ K,) > 20 —a = o

Also ist NM_ K,, # (. Wir wihlen nun einen Punkt zy € NY_, K,. Wir kénnen

annehmen, dass 7;(K;) kompakt ist (Umnummerierung). Da m(xy) € m (K;) fur
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N gross genug, konnen wir eine Teilfolge wéhlen, so dass mi(xy) in 7w (K;) fiir N —
oo konvergiert. Aus dieser Teilfolge kénnen wir eine konvergente Folge in o (K5)
wahlen. Auf diese Weise fahren wir fort und wéhlen dann die Diagonalfolge 7.

Dann konvergiert m,(Zx) fiir alle n. Also ist N°2, K, # 0. Das ist ein Widerspruch

n

und es folgt, dass a = 0. Somit sind die Voraussetzungen von Satz 1.10 erfiillt und

es gibt ein eindeutiges Mass, das die Masse p; fortsetzt. 0

1.7. Stochastische Kerne

Seien (€, F;), i@ = 1,2, messbare Rdume und Q = Q) x Q, F = F; ® F;, der

Produktraum.

Definition 1.38. FEine Abbildung K : Q x Fy — [0,1] heisst stochastischer
Kern oder Ubergangswahrscheinlichkeit, falls

i) K(s1,-) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (g, Fa) fir jedes sy € €.

i) K(-, Ag) ist messbar auf (21, Fy) fir jedes Ay € F;.

Satz 1.39. Sei [Py eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (1, F1) und K : € X
Fo — [0,1] ein stochastischer Kern. Dann gibt es genau eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung P auf (2, F) mit

]P[Al X AQ] = K(Sl,Ag)lpl[dsl] .
Ay

Weiter gilt fiir jede messbare Funktion f
/f dIP = // f(Sl,SQ)K(Sl, dSQ)IPl[dsl] .

Beweis. Wir wollen zeigen, dass die Voraussetzungen von Satz 1.10 erfiillt sind.
Sei A={A; xAy: Ay € Fi,Ay € Fo}. Ist A=A x Ay € A, B=B; x By € A,
mit ANB =0 und AUB € A, dann ist A; = By oder Ay = By. Ist A; = B; und
Ay N By = (0, dann haben wir

K(Sl,AQ U BQ)]Pl[dSl] = K(Sl,Ag)lpl[dsl] + K(Sl,Bg)lpl[dsl] .
Aq Aq Aq
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Ist Ay = B, und A; N B; = (0, dann haben wir

/ K(sl,Ag)lpl[dsl] = K(Sl,Az)lpl[dSI] + K(Sl,Agﬂpl[dSl] .
A1UBq

A1 Bl

Sind Ax Be A, A; x B; € A, sodass A x B C U2, A; X B;, so haben wir

/ / Ty p K (51, ds)IPy [dsy] < / / Zf;][AixBiK(sl,dsQ)]Pl[dsl]
_ i// Ty K (51, dso) Py [ds]

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 1.10 erfiillt und es gibt ein eindeutiges
Mass. Der letzte Teil des Satzes folgt aus Satz 1.21 und den Eigenschaften des
Integrals. 0

1.8. Zerlegungssitze

Definition 1.40. Seien p und v zwei Masse auf (2, F). Wir sagen

i) v ist absolutstetig beziiglich p (kurz v < ), falls A € F, p(A) = 0 =
v(A) =0.

ii) v und p heissen dquivalent, falls v < p und p < v.

ili) v und p sind singulér (kurz vLlp), falls es eine Menge A € F gibt, mit v(A) =
pu(A°) =0.

iv) v hat eine Dichte f beziiglich p, falls f messbar ist und v(A) = [ fl4 du. Wir
schreiben f = dv/dpu.

Hat v eine Dichte beziiglich p, dann ist offenbar v < p.

Hilfssatz 1.41. Sei v o-endlich. Sind f1 und fy Dichten von v beziiglich p, dann
ist p(f1 # fo) = 0.

Beweis. Sei 2, € F wachsend mit U,Q, = €, so dass v(Q2,) < co. Sei 4, =
Q, N{f1 > f2}. Dann gilt

/(fl — fo)la, dp =v(A4,) —v(4,) =0.

Da (fi — f2) > 0 auf A, folgt u(A,) = 0. Lassen wir n — oo, haben wir p(f; >
f2) = 0. Vertauschen der Rollen von f; und f; beweist die Aussage. 0
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Zum Beweis des nichsten Resulates benotigen wir

Hilfssatz 1.42. Seien p und v zwei endliche Masse auf (Q, F). Dann gibt es
Mengen Q' € F und Q" = Q' , so dass p(A) > v(A) fir alle F 5 A C Q' und
w(A) < v(A) fir alle F 5 AC Q.

Beweis. Sei o = supyer pt(A) — v(A). Dann gibt es Mengen A, so dass u(4,) +
n~t > v(A,) + a. Wir setzen A = U2 | A,. Setzen wir Al = A, und AY = A\ A4,
dann ist

Z, ={Mp_1 Ay s, €{0,1}}

eine endliche disjunkte Zerlegung von A, so dass auch die Mengen Ay (k < n)

durch Mengen aus Z,, zerlegt werden kénnen. Wir setzen nun
2, = {Bez,: u(B) > v(B)}

und E, = Upgez B. Wir haben offensichtlich u(E,) +n~' > v(E,) + «. Aus der
Konstruktion werden die Zerlegungen feiner. Wir konnen daher annehmen, dass
{E,} eine fallende Folge ist (betrachte U,,>,E,,). Wir setzen nun ' = NE,. Dann

gilt wegen der monotonen Konvergenz
u(Q) = Tim w(E,) +nt > lim. v(E,) +a=v(Q)+a.
Sei nun F 3 B C Q. Wire u(B) < v(B), so wire
p(\ B) = u(Q) = u(B) > v(Q) + a —v(B) =v(Q\ B) + o,
was ein Widerspruch wire. Sei F 3 B C Q. Wire p(B) > v(B), so hétten wir

p(QQUB)=pu( Q)+ u(B)>v(Q)+a+v(B) =v(QUB)+a,

was auch ein Widerspruch wire. 0

Satz 1.43. (Zerlegungssatz von Lebesgue) Seien p und v o-endliche Masse

auf (2, F). Dann ldsst sich v eindeutig zerlegen in
V="V,+ v, Vo < by Vsl

v, hat eine Dichte beziglich p und p(dv,/dp = 0o) = 0.
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Beweis. Es gibt eine wachsende Folge {€,,} von Mengen die gegen 2 konvergiert,
so dass p(€2,) < oo und v(£2,) < oco. Zeigen wir zuerst die Eindeutigkeit. Sei v =
Vo +vs =1, +1v,und A, A" € F mit p(A) = vs(A°) = u(A’) = vi(A°) = 0. Nach
Hilfssatz 1.42 gibt es Mengen Q' C Q,, und " = Q,, \ €, so dass v4(B) > v.(B) fiir
alle F 5 B C @ und vs(B) < Vi(B) fur alle F 3 B C Q”. Wir kénnen annehmen,
dass ' C AU A. Dann ist u(Q') = 0 und damit auch v,(Q) = v, (') = 0. Sei
F 3 B C (),. Dann erhalten wir

vo(B) —V(B) = v, (BNQ") — v, (BN
=v(BNQ")—v(BNQ") —v(BNQ")+ v (BNQ")
=v.(BNQ")—v(BNQ")>0.

Also ist v,(B) > v/ (B). Aus Symmetriegriinden ist auch v/ (B) > v,(B). Fiir ein
beliebiges B € F gilt

ve(B) = lim 1,(BNQ,) = lim v.(BNQ,) =v,(B).

n—oo n—oo
Also ist v, = v/, und damit ist die Zerlegung eindeutig.

Wir zeigen nun die Existenz. Nehmen wir zuerst an, dass p und v endlich sind.

Wir betrachten die Menge der Funktionen
H = {g : 0 — [0, 00] : g messbar, /Ag dp <v(A), VAG]:} :
Sei v = supyey J g dp. Esist klar, dass 0 € H. Sind f, g € H, so gilt fiir B = {f > g}
/f\/gdu:/ fdu+/ g di < V(AN B) +v(A\ B) = v(A) .
A ANB A\B

Wir nehmen nun eine Folge {g,} C H, so dass limn_mofgn dp = 7. Setzen wir
fn =V} ,g;und f = sup,, f,, so haben haben wir wegen der monotonen Konvergenz
Jfdu=~und [, fdp < v(A). Wir setzen nun v,(A) = [, f dp und v(A) =
v(A) — v,(A). Es ist klar, dass v, absolutstetig ist.

Es gibt eine Zerlegung (Hilfssatz 1.42) E! und E! fiir die Masse v und p/n. Sei
M =N, E!. Wir haben dann v4(M) < pu(M)/n fur alle n, also vs(M) = 0. Nehmen
wir nun p(M¢€) > 0 an. Also gibt es n, so dass p(E!) > 0. Sei € = n~'. Dann ist
vs(A) > ep(A) fiir alle A C E},. Wir setzen nun g = f + ellg, . Dann gilt fir B € F

/ gdu=v,(B)+eu(BNE)) <v,B)+vs(BNE))<v(B).
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Also ist g € H, aber [ g dp = v+ eu(E)). Dies ist ein Widerspruch und es folgt,
dass v 1 p.

Fiir beliebige 1 und v konstruieren wir die Masse v und v, so dass v(-N€Q,) =
v} + v!'. Die zugehorige Dichte f,, ist dann eine wachsende Folge und konvergiert
punktweise gegen eine Funktion f. Sei M, so dass v (M,) = pu(2, \ M,) = 0
und setzen wir M = N, M,,. Dann ist pu(M°) = 0. Wir definieren v; = lim,, v und
v, =V — Vs. Dann hat v, die Dichte f. Weiter gilt
v(M) = lim (M) =0

Also sind vs und p singuldr. Weiter haben wir
V(Qn)zyg(fn_oo)_/ fndu>oo-u(fn:oo).
fn=00
Somit ist p(f, = oo) = 0. Also gilt
p(f = o0) = lim p({fn = o0}) =0,
Korollar 1.44. (Satz von Radon—Nikodym) Seien v und p o-endliche Masse
auf (Q, F). Dann gilt
v <<= v hat eine Dichte beziiglich p.
Beweis. Hat v eine Dichte, dann ist v offensichtlich absolutstetig. Ist v absolut-

stetig, dann ist in der Zerlegung von Satz 1.43 v, = 0 und v = v,. Somit hat v eine
Dichte beziiglich pu. 0
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