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5. Irrfahrten

Seien {Xj} iid. mit Verteilungsfunktion F(x). Wir setzen S, = Y ,_, Xj. Dieser
Prozess heisst Irrfahrt. Bei einer klassischen Irrfahrt haben wir IP[X;, = 1] =
P[X), = —1] = 3.

Wir kennen in ein paar Spezialfillen bereits das asymptotische Verhalten von
{Sn}. Ist ndmlich IE[X] > 0 (bzw. IE[X] < 0), so besagt das Gesetz der grossen Zahl,
dass n~1S,, — IE[X]. Somit konvergiert {S,} nach Unendlich (—o0). Ist IE[X] =0
und Var[X] < oo, dann oszilliert S,,, da aus dem Gesetz des iterierten Logarithmus
folgt, dass lim, S, = —lim, S, = oo. Wir werden hier dieses Resultat mit anderen
Methoden beweisen.

Das Studium der Irrfahrt wird vor allem auf den Leiterhohen und Leiterepochen

basieren, das sind neue Rekorde. Wir machen die folgenden Definitionen.
t=inf{n >1:8, >0}, HJF:STIJF.

Die Variable H; ist nur definiert, falls 7,7 < co. Diese Grossen heissen stark auf-
steigende Leiterepoche und stark aufsteigende Leiterh6he. Wir bezeichnen

die gemeinsame Verteilung mit
Hi(x) =Pl =nHi <a],  Hi(e) =Pl <oo,Hf <a]=) Hi(z).
n=1

Wir haben dann 1 — H, (c0) = P[r}" = oo].
Da die Irrfahrt sich nach der Zeit ;" gleich verhilt, wie nach der Anfangszeit,
konnen wir weitere Leiterzeitpunkte und Leiterhohen definieren. Wir setzen, falls

+
T, < 00,

T =inf{m > 775, >S5}, H,J{+1=S+1—ST$;

n Tn+

letzteres falls 7,7, < oo.

Falls H, (00) = 1, gibt es unendlich viele Leiterepochen. Ist H,(c0) < 1, so hat
die Anzahl Leiterepochen eine geometrische Verteilung (1 — H (c0))H(c0)". Die
Variable S_+ hat die Verteilung H3"(z). Der Prozess der Leiterhdhen ist ein Erneue-
rungsprozess und wir bezeichnen das Erneuerungsmass mit ¢(x) = > - Hi"(x).

Analog konnen wir absteigende Leiterhohen definieren. Es erweist sich als vor-
teilhaft, eine Leiterhohe der Hohe Null zuzulassen. Wir definieren die schwach ab-

steigenden Leiterepochen und Leiterh6hen

r, =inf{n >1:5, <0}, Hy =5,
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Analog haben wir die Verteilungen H, (z) = P[r;, = n,H] < z] und H_(z) =
Plr < oo, Hy <z

Fiir festes n konnen wir die Variablen X} = X,_;4+; und die dazugehorende
duale Irrfahrt S} = Z?Zl X7 = S, — Sn_k betrachten. Zum Beispiel erhalten wir

daraus
P[ST <0,...,8, ,<0,5 =0 =IP[S,-; >0,...,5 >0,5,=0].

Somit ist die Wahrscheinlichkeit einer schwach absteigenden Leiterepoche mit Lei-
terhohe 0 gleich gross wie die Wahrscheinlichkeit einer schwach aufsteigenden Lei-
terepoche mit Leiterhohe 0. Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit (.

Wir wenden die duale Irrfahrt auf die stark aufsteigenden Leiterzeitpunkte an.
Wir haben

P[S: > S*

n—1y- -

L8> ST S el =[S >0,...,5,.1>0,5,€1].

Das Erneuerungsmass ) hat daher zwei Interpretationen. Fiir endliches I ist ¢(I) —
1;(0)

e die erwartete Anzahl Leiterpunkte in /.

e die erwartete Anzahl Besuche in I, bevor die Irrfahrt die negativen Werte be-

sucht.

Betrachten wir zum Beispiel die klassische Irrfahrt, so ist IP[S,, = k fiir ein n] = 1 =

E[>7, Ig,_;]. Summicren wir iiber k, erhalten wir, dass IE[r; ] = oc.
Hilfssatz 5.1. FEs gibt nur zwei Typen von Irrfahrten.

i) Oszillierender Typ Es gibt sowohl unendlich viele aufsteigende Leiterhihen
wie auch unendlich viele absteigende Leiterhohen. Das heisst, es gilt der Grenz-

wert lim,, S, = —lim,, S,, = co. Weiter gilt IE[r;"] = E[r] | = oc.

ii) Transiente Irrfahrt {S,} konvergiert nach oo oder nach —oo. Konvergiert
{Sn} nach —oo, so hat {S,} ein endliches Maximum M > 0. Es gilt

1

El[r, ]| = ¢(o0) = 1=, ()

FEsist H,(00) < 1 und es gilt

PIM < z] = (1 — Hy(00))(x) -
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Beweis. Wegen der Dualitdat haben wir
P[S, > Sk, 0<k<n|=1IP[S, >0,0<k <n]=P[r, >n].

Addieren wir Gleichung von n = 0 bis oo, erhalten wir auf der linken Seite die
erwartete Anzahl Leiterepochen plus eins, auf der rechten den Erwartungswet von
7, . Also haben wir E[r; ] = ¥(c0) = (1 — Hy(00))™!. Ist also H,(c0) < 1, so
erhalten wir, dass der aufsteigende Leiterprozess abbrechend ist und der absteigende
Leiterprozess nicht abbricht. In diesem Fall konvergiert der Prozess gegen —oo. Wir

erhalten dann
P[M < 2] = (1 - Hy (o0 ZH*“ (1— Hy(00))dh() -

Insbesondere haben wir gezeigt, dass mindestens ein Leiterprozess nicht abbrechend
ist. 0

Wir haben nun folgende Spezialfille.

Korollar 5.2.
o Ist IE[X] =0, dann ist die Irrfahrt oszillierend und IE[r]"] = IE[r] | = .

e IstIE[X]| >0 (IE[X] < 0), so konvergiert die Irrfahrt nach oo (—o0). Wir haben
dann EB[H]] = B[ E[X] (E[H]] = E[r|E[X]) und die Erwartungswerte
sind endlich.

o [st IE[X] = oo (E[X] = —00), dann konvergiert die Irrfahrt nach oo (—oo) und
E[H[] = oo, (E[H;] = —o0).

Beweis. Bricht der aufsteigende Leiterprozess nicht ab, so erhalten wir, dass

M+t M (- H)/k | EH]
U 7 [k E[r]
Ist IE[X] wohldefiniert, so konvergiert die linke Seite nach IE[X].

Ist nun IE[X] = 0, so konvergiert die linke Seite nach Null. Also muss [E[r;'] = oo
gelten. Insbesondere ist H_(o0) = 1. Weiter ist der absteigende Leiterprozess nie
abbrechend. Betrachten wir die Irrfahrt {—S5,,}, so folgt auch H, (c0) = 1 und der
aufsteigende Leiterprozess ist nie abbrechend.

Ist IE[X] > 0, so konvergiert wegen dem starken Gesetz der grossen Zahl {S,,}
nach Unendlich. Insbesondere ist der absteigende Leiterprozess abbrechend. Es folgt,
dass IE[r;] < co. Die Aussage fiir IE[X] = oo folgt analog. O
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Abbildung 5.1: Der Prozess {Y,} fir # =1.9

Beispiel 5.3. Die Variable Y| sei standard-normalverteilt. Gegeben F,,, definiert
als F,, = o0(Yp,Y1,...,Y,), sei Y, 11 normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz
(%Y 2, wobei 8 > 0. Wir konnen den Prozess {Y,} folgendermassen konstruieren.
Seien {Z,} iid standard-normalverteilte Zufallsvariablen. Wir setzen Yy = Z; und
Y1 = BY,Zui1. Wir wollen nun das Verhalten von {Y,,} untersuchen. Dazu be-

trachten wir die Variablen S,, = log ;2. Wir erhalten dann

S, =log % +1logY? | +log Z2 = Zlog 77 +nlog B*.
k=0
{S,} ist dann also eine Irrfahrt. Setzen wir 8y = exp{—IE[log Z2]/2} ~ 1.88736.
Wir nennen [y den kritischen Wert. Ist 8 < f3y, dann driftet {S,} nach —oo. Das
bedeutet, dass {Y2} gegen Null konvergiert. Der Prozess {Y,} wird dann immer
kleiner werden. Ist § > [y, dann konvergiert {S,} gegen Unendlich, das heisst
{Y2} konvergiert gegen Unendlich. Das heisst, {Y,} explodiert. Nimmt 3 = 3, den
kritischen Wert an, dann oszilliert {S,}. Das heisst, es gibt Perioden, wo Y,? sehr
gross wird, es also aussieht, als ob Y, explodiert, und Perioden, wo Y;? sehr klein

wird, es also aussieht, als ob Y,, verschwinden wiirde. [

Wir machen nun folgende Definitionen.

Yo(I) =1P[S; >0,...,5, >0,8, €],
pn(I) =1P[S; >0,...5,1>0,5,<0,5,€1].

Wir haben dann ¢(I) = >">° 4, (1) und H_(1) = > ", pa(I).
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Proposition 5.4. Es gilt die Formel H_+1 = o+ * F. Dies ist dquivalent zur
Wiener—Hopf-Zerlegung

F=H,+H —H xH_ .

Bemerkung. Ist F' absolutstetig, so sind auch die Leiterhohenverteilungen abso-

lutstetig und damit gilt fiir die Dichten

f:h++h7_h+*h,.

Beweis. Ist I C (—o0,0], so erhalten wir aus der Definition
prir(l) = /io F(I —y) din(y) -

Ist I C (0,00), so gilt
bl = [ U= 9) i)

Es folgt mittels Induktion, dass 1, (I) und p,(I) endlich sind. Addieren wir die

obigen Formeln von n = 0 bis oo, erhalten wir fiir I C (—o0, 0]
HAD= [ Py doty), 5.1)
und fiir I € (0, 00)
vy = [FU-y o).
Ist nun I C (—00,0), so ist ¥(I) = ¥(I) = 0 und somit gilt
H(I)+6(1) = H(1) = (1) + ¥ % F(1).
Weiter gilt
H(0)) +9({0}) = H-({0) + 1 = 6o({0}) + 6+ F({0})
Und fiir I C (0, 00) erhalten wir aus H_(I) = ¢o(I) = 0
H(1) +6(1) = 01) = () + 05 (1)

Somit gilt die erste Formel.
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Wir bemerken nun, dass ¢ die Erneuerungsgleichung (1) = to(I) + ¢ x Hy

erfiillt. Somit erhalten wir
V—tpo+H «H =¢«xH+H «H,=W+H )xH, =H, +¢Y+«H, *«F
=H, +yY«F—-—F=H, —F+¢y+H_—1y.
Dies ist dquivalent zur Wiener—Hopf-Zerlegung. Gilt umgekehrt die Wiener—-Hopf-

Zerlegung, erhalten wir
V¥ =y« H, +YxH —YxH xH =v¢y—Yo+H_+YxH xH —yYxH «H_

Also sind die beiden Ausdriicke dquivalent. O

Beispiel 5.5. Nehmen wir an, dass F(z) = 1 — e **(1 — F(0)) fur > 0. Also,
bedingt auf X, > 0 ist X, exponential verteilt mit Parameter a. Wir schliessen
daraus (bedingen auf S +_,), dass H(z) = H(c0)(1 —e**). Wir erhalten dann
firxz >0

—1
a” k

Hi"(z) = HY(o0) /Ox (n— 1)!@/”71@7&?” dy = Hﬁ(OO)(l — Z i—x%"”)

Betrachten wir zuerst den Fall H, (00) = 1, das heisst IE[X] > 0. Dann ist

ZO kz —xke’w = kz_o(k +1) k]: e ™ =14 ax

fiir x > 0. Dieses Resultat héitten wir auch aus den Eigenschaften des Poisson-

Prozesses erhalten kénnen. Es gilt somit fiir x < 0

H(x):F(x)—i—oz/oooF(x—y)dy:F(a:)—{—a/x F(y) dy ,

siehe (5.1). Insbesondere haben wir
0 1-F(0
H_(0) = F(0) + a/ Fly)dy=1— oé(4

—00

. —ij>:1—amwy

Ist H(00) < 1, das heisst ]E[X] < 0, dann erhalten wir

- - k k Hi—i_l( )
x):E HY (00) —a:e E k:‘ 1—H+( )
n=0 k=n
B 1 — H+(oo)e_a(1 Hy(0))z

1 — H,(o0)
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Also erhalten wir aus (5.1) fiir x <0
H (x) = F(x)+ / F(x — y)aH, (co)e @0 H+(=)y gy
0

= F(x) +/ F(y)oH ; (00)e® 1 H+(2)y gy g=a1-Hi(o0)z

—00

1 H+<Oo>e—a(1—H+(oo))$ /a:

. PF(a) - «(1=H (DY qF (1) .
—H ) T T I () ‘ )

Setzen wir x = 0, ergibt sich

F(0) Hio0)  [° oo
= T ).

Wir wissen, dass

1— F(0)

Oo a(l—H, (c0))y _ = a(1—Hy (00))y —oy =7
e dF —/ e 1— F(0))ae dy = .
/ = | (1= FO)oe™ dy = 7

Somit gilt die Gleichung

/‘QMPmemdF@):l.

[ee]

Betrachten wir die Funktion x(r) = [*_e™ dF(y), die fir 7 € [0,«) endlich ist.
Wir haben &”(r) = [7_y?e™ dF(y) > 0. Also ist x(r) eine konvexe Funktion. Da
k(0) =1, &'(r) = IE[X] < 0 und lim,, £(r) = 0o, muss es also eine eindeutige zweite
Losung R > 0 geben, so dass x(R) = 1. Wir erhalten dann H(c0) =1— R/a. B

Beispiel 5.6. (Assoziierte Irrfahrt) Nehmen wir an, es existiert eine Losung
R # 0 der Gleichung x(r) = E[e"*] = [7_e™ dF(y) = 1. Wir haben im Beispiel 5.5
gesehen, dass k(r) konvex ist. Dann ist {ef**} ein Martingal mit Mittelwert 1.
Andern wir das Mass IP[A] = E[e®"; A] auf F,, = 0(X1,...,X,), so ist unter IP

P[X} € Ay, 1 < k < n] = E[efXt+X). X € Ay 1 <k <n
= [[®le™*: X\ € 4] .
k=1
Somit ist {S,} eine Irrfahrt mit der zugehérigen Verteilung der Summanden F(z) =
[7_ef¥ dF(y). Da die Funktion x(r) konvex ist und E[X] = [*_yef¥ dF(y) =

#'(R), hat {S,} unter P verglichen mit IP die entgegengesetzte Drift. Die Irrfahrt

unter IP heisst assoziierte Irrfahrt. Aus

IP[Sn €Al = IE[eRS”;Sn € Al = / e dF*"(x)
A
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ist auch dE*(x) = e dF**(z) assoziiert. Weiter gilt

- RS 4

o) = PIS,; <o B35 <ol = [ et (),

also ist H. auch assoziiert. Analog erhalten Wir dass H_ assoziert ist. Insbesondere,
ist IE[X] < 0, dann ist R > 0 und 1 = H,(00) = [;7ef™ dH. (y). Ist E[X] > 0, so
ist R < 0 und H, (oo = [ e dH, (y) < 1.

Betrachten wir das Erneuerungsmass (), so erhalten wir
Un(z) =TP[S; >0,...,8,1>0,0< 8, <z
Efe” Sn: 81 >0,...,8,.1>0,0< S, < z] :/ ™ dy, (y)
0

Also ist ¥, (z) und damit auch das Erneuerungsmass t(z) assoziiert. |

Hilfssatz 5.7. FEs gibt genau ein Paar (Hy, H_) von Verteilungsfunktionen mit
H.((—00,0]) = H_((0,00)) = 0, das die Wiener—Hopf-Gleichung ldst.

Beweis. Seien ¢ > 1y und p’ zwei Masse, die p’ + ¢’ = g + ¢’ x F erfiillen,
wobei p'(IR) = p'((—=00,0]) < 1 und ¢'((—00,0)) = 0. Fir I C (0, 00) folgt mittels
Induktion

n+1

n=[wi-yary /Zwu 0) 4P ) = 3 ()

also ¢ > > b, = . Somit ist ¢” = ¢/ — 1) ein Mass auf [0, c0). Damit folgt
auch fiir I C (—o00,0)

P = [ (1= ar) = [~y dF) = H(1).

Also ist auch p” = p — H_ ein Mass auf (—o0,0). Wir haben dann ¢ + p” =
Y" % F. Nehmen wir zuerst an, dass H_(0) < 1. Dann konvergiert die Irrfahrt nach

Unendlich. Wir haben dann fiir ein endliches Intervall 1
WD <D+ = [0 =) dP) < [0 -y dP)

Lassen wir n — oo, dann konvergiert das Mass F*" zu einem Punktmass in Unend-
lich. Somit konvergiert die rechte Seite nach Null und ¢”(I) = 0. Insbesondere ist

dann auch p” = 0.
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Nehmen wir an, dass H_(0) = 1. Also ist p” =0,da 1 = H_(0) < p/(0) < 1. Wir
haben
W)= [Tty dF ).

Ist ¢ so gewahlt, dass I +t C (—o0,0), so folgt, dass (I +t —y) = 0, falls y ein
Punkt ist, an dem F*"(y) fiir ein n wéchst. Das ist nur moglich, falls ¢” = 0, da es
ein yp < 0 mit der obigen Eigenschaft gibt und die Aussage dann auch fiir ¢ ersetzt
durch t +yo gilt. Da ¢ = o+ x Hy, gilt ¢+ (Hy — H', ) = 0. Damit muss Hy = H,

sein, da ¢ an allen Wachstumsstellen von H beziehungsweise H’, wichst. U

Nehmen wir nun IE[X] < 0 an. Betrachten wir die Variable M = sup,,», .5, und

bezeichnen wir die Verteilung von M mit Fy; (). Wir erhalten dann die Uberlebens-

wahrscheinlichkeit
P <] = 30 B o)1 - Ha(o0) = S8

Falls man H, kennt, kann man also die Verteilung von M berechnen. Falls die eine
Flanke eine Exponentialfunktion ist, haben wir im Beispiel 5.5 gezeigt, wie man
H(z) berechnet.

Beispiel 5.6 (Fortsetzung). Betrachten wir die assoziierte Irrfahrt mit IE[X] < 0.

Wir kénnen dann die Verteilung von M schreiben als
A () = (1— Hy(00)) dub(@) = (1 = Hy (00))e™" dil(a)

Aus dem Blackwell’schen Erneuerungssatz wissen wir, dass d@[}(x) ~ 3 dx, wobei
Bt= [Ty dH, (y) = Iy 7 ye™ dH  (y). Also erhalten wir

P >0l = (1= (o) [ dul) ~ (1= Hy(oc)) [ e B ay

T

B(1— H+(OO))8—R;¢
= )

Dies ist unter der Voraussetzung, dass 5 > 0. Sonst haben wir nur P[M > z] =
o(e 7). u

Beschéftigen wir uns nun mit den Leiterepochen. Sei nun h,, = IP[r;" = n]. Die
Erzeugendenfunktion von 77" ist dann h(x) = > °7 | h,z". Bevor wir h(z) bestim-

men, bendtigen wir den folgenden kombinatorischen Hilfssatz.
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Hilfssatz 5.8. Seien x,...,x, Zahlen und permutieren wir die Folge zyklisch
(Tpaty e ooy Tpy T1y ey ) = (ng), - ,x%k)). Wir setzen sék) = an 1 2% und neh-

men an, dass s > 0. Sei r die Anzahl der Irrfahrten sék), bei denen n ein Leiter-

punkt ist. Dann ist r > 1 und jede der Irrfahrten mit n als Leiterpunkt hat genau r
Leiterpunkte.

Beweis. Sei s, = sk Wir haben dann, dass sﬁ,’i) = Smak — Sk, falls m < n —k

und sgﬁ) = Sy, — Sk + Smak—n sonst. Wahlen wir k, so dass s, maximal wird. Falls
k nicht eindeutig ist, wéhlen wir den kleinsten Index k. Wir haben dann s&%’ < 0

fiir m < n — k, und sgf)

< 8, = sn ) fir m > n — k. Also ist r > 1. Wir konnen
jetzt also annehmen, dass n ein Leiterpunkt in {s,,} ist. Also ist s,, > s, fiir alle m
und k& = n. Die /-te Permutation hat genau dann n als Leiterpunkt, falls s, > 0 und
Smat—n < 8¢ fir m > n — £. Also genau dann, falls ¢ ein Leiterpunkt ist. Also hat s,
genau r Leiterpunkte. Dieses Argument gilt fiir alle Permutationen, bei denen n ein

Leiterpunkt ist. Somit hat jede solche Permutation genau r Leiterpunkte. 0
Wir haben dann folgendes Resultat.

Satz 5.9. (Sparre Andersen) FEs gilt fir x € [0,1)

o0

log(1—h Z S>0

Bemerkung. Wie wir im Beweis sehen konnen, gilt die analoge Aussage auch fiir
schwach aufsteigende Leiterepochen, wobei man h,, und h(z) durch die entsprechen-
den schwachen Grossen und IP[S,, > 0] durch IP[S,, > 0] ersetzen muss. |

Beweis. Permutieren wir die Irrfahrt zyklisch, das heisst, betrachten wir die Irr-
fahrt mit {Sék)}. Falls n ein Leiterzeitpunkt ist, dann ist S, > 0. Sei r € IN\ {0}.
Die Variable Y® soll 1 sein, falls 7,7 ) — n, also n der r-te Leiterzeitpunkt fiir die
k-te Permutation ist; sonst Null. Wir haben dann, dass IP[Y® = 1] = h¥". Wir

haben dann also )

p =B O] =0 Y v

k=0

Aus Lemma 5.8 schliessen wir, dass Zz;é Y® € {0,r} und

—_

n—

1 1
Spr = —]P[ y® — r} .
.

n
0

B
Il
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Wir erhalten dann also

io:h,*f _ip[nziy(k):r}_]f)[s > 0]
— =1 k=0 "

Korollar 5.10. Sei F'(x) stetig und symmetrisch beziiglich des Nullpunktes. Dann

ist h(r) =1—+/1—x.

Beweis. Wir haben IP[S, > 0] = 1 und damit —log(1 — h(z)) = —1 log(1 — x).
U

Korollar 5.11.  Die Irrfahrt driftet genau dann nach —oo, falls Y - n~'IP[S, >
0] < 0.

Beweis. Die Irrfahrt driftet genau dann gegen —oo, falls h(1) = H,(c0) < 1, also
wenn — log(1 — h(1)) < co. Das heisst, genau dann, wenn die Summe konvergiert.
0

Korollar 5.12. Nehmen wir an, die Irrfahrt konvergiert nach Unendlich. Dann

qilt
= P[S, <0
log IE[7;"] Z
n=1
Beweis. Wir haben
l—h() Ooa:" g e
log ———= — —IP[S, > 0] = —IP[S, <0].

Die Regel von Bernoulli-Hopital besagt, dass die linke Seite nach log k(1) konver-
giert, falls x — 1. Die Aussage folgt nun, da //(1) = [E[r;"]. O
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