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1. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈M und U eine normale Umge-
bung von p in M sowie V eine offene Umgebung von 0p in TpN , so dass expp |V ein
Diffeomorphismus aufs Bild expp(V ) = U ist. Sei weiter F : (TpM, gp)→ (Rn, 〈·, ·〉)
eine lineare Isometrie. Wir definieren eine Karte (U,ϕ) (

”
riemannsche Normalkoor-

dinaten“) von M um p mit Kartenabbildung ϕ := F ◦ (expp |V )−1, ϕ = (x1, . . . , xn).
Zeigen Sie, dass bezüglich dieser Karte

gij(p) = δij, Γk
ij(p) = 0,

∂gij
∂xk

(p) = 0

für alle i, j, k = 1, . . . , n gilt.

Hinweis : Betrachten Sie zum Beweis der zweiten Gleichung die Geodätischenglei-
chung für t 7→ expp(tv) in riemannschen Normalkoordinaten.

2. Es seien (M, g) und (N, h) zusammenhängende pseudo-riemannsche Mannigfaltig-
keiten. Zeigen Sie:

(a) Sind f, g : M → N zwei Isometrien von (M, g) nach (N, h) und existiert ein
Punkt p ∈M mit f(p) = g(p) und dfp = dgp, so ist bereits f = g.

Hinweis : Betrachten Sie die Menge aller Punkte q ∈ M mit f(q) = g(q) und
dfq = dgq und verwenden Sie Blatt 9, Aufgabe 2 (c).

(b) Ist Γ eine diskrete Lie-Gruppe von Isometrien von (M, g), die auf M frei und
eigentlich wirkt, so gibt es auf der Mannigfaltigkeit M/Γ genau eine pseudo-
riemannsche Metrik g̃, so dass die natürliche Projektion π : (M, g)→ (M/Γ, g̃)
eine pseudo-riemannsche Überlagerung ist, d.h. π ist eine Überlagerung, diffe-
renzierbar und g = π∗g̃.

3. Es sei M := R2 \ {(0, 0)} versehen mit der Lorentz-Metrik

g(x,y)((v1, v2), (w1, w2)) := 2(v1w2+v2w1)
x2+y2

für (x, y) ∈M , (v1, v2), (w1, w2) ∈ T(x,y)M = R2.

Zeigen Sie, dass f : M → M , f(x, y) = 2(x, y) eine Isometrie von (M, g) ist, dass
Γ := {fn|n ∈ Z} auf M eigentlich und frei agiert und dass M/Γ diffeomorph zu
T 2 ist. Versehen sie dann M/Γ mit der eindeutigen pseudo-riemannschen Metrik g̃,
die die natürliche Projektion π : M → M/Γ zu einer pseudo-riemannschen Überla-
gerung macht und zeigen Sie, dass (M/Γ, g̃) = (T 2, g̃) (

”
Clifton-Pohl-Torus“) eine

Geodätische besitzt, deren maximales Existenzintervall nicht ganz R ist.

4. Es sei (M, g) eine geodätisch vollständige riemannsche Mannigfaltigkeit und (N, h)
eine zusammenhängende riemannsche Mannigfaltigkeit.

Zeigen Sie, dass es keine echte offene Teilmenge U von N gibt, so dass (M, g) iso-
metrisch zu (U, h|U) ist.

Bemerkung : Zusammenhängende geodätische vollständige riemannsche Mannigfal-
tigkeiten können also nicht

”
zusammenhängend erweitert“ werden.


