Differentialgeometrie

Marco Freibert

18. Juli 2018



Inhaltsverzeichnis

1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

Topologische Grundbegriffe . . . . ... ... ... ..
Der Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit . .
Differenzierbare Abbildungen . . . . . ... ... ...
Der Tangentialraum . . . . . ... ... ... .....
Das Differential einer differenzierbaren Abbildung . . .
Sétze aus der Analysis und Untermannigfaltigkeiten .
Das Tangentialbtindel . . . . ... ... ... .....
Vektorfelder und Integralkurven von Vektorfeldern . .

2 Grundbegriffe der (pseudo-)riemannschen Geometrie

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

Pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten . . . . .. ..
Zusammenhinge . . . .. .. ... oL
Paralleltransport . . . . . . ... ... ... ...,
Geoditische und Exponentialabbildung . . . . . . ..
Riemannsche Mannigfaltigkeiten als metrische Radume
Krimmungsgroflen . . . . ... ... L L.

Jacobifelder . . . . . . . ...,

3 Globale riemannsche Geometrie

3.1
3.2

3.3 Klassifikation riemannscher Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung .

Der Satz von Hadamard . . . .. .. .. ... ... ..
Der Satz von Bonnet-Myers . . . . ... ... ... ..

13
15
19
22
27
30

39
39
42
50
o7
61
74
83

93
93
101

. 111



Vorbemerkung:

Diese Skript folgt vor allem am Anfang stark dem ,Differentialgeometrie“-Skript von
Prof. Dr. Oliver Goertsches (Philipps-Universitdt Marburg), dessen Skript auf der von
ihm besuchten Vorlesung von Prof. Dr. Gudlaugur Thorbergsson an der Universitit zu
Koln aufbaut. Desweiteren werde ich in spateren Kapitel teilweise auch dem ,,Differential-
geometrie“- bzw. dem ,differenzierbare Mannigfaltigkeiten“-Skript von Prof. Dr. Hart-
mut Weifl (Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel) folgen. Prof. Dr. Oliver Goertsches
und Prof. Dr. Hartmut Weif3 danke ich fiir die Bereitstellung ihrer Skripte.



Kapitel 1

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

1.1 Topologische Grundbegriffe

Zur Definition einer (differenzierbaren) Mannigfaltigkeit als auch zur Behandlung einiger
einfacher Eigenschaften benotigen wir zunachst einige wenige topologische Grundbegriffe
wie sie in jeder (mengentheoretischen) Topologie in den ersten paar Vorlesungsstunden
oder eventuell auch schon im Rahmen der Analysis-Grundvorlesung behandelt wurden.
Da wohl nicht alle Studierenden diese Voraussetzungen haben, fassen wir diese in diesem
Abschnitt kurz zusammen werden sie aber nicht in der Vorlesung besprechen.

Eine Mannigfaltigkeit wird ein topologischen Raum sein (mit weiteren Zusatzeigenschaf-
ten), der ,lokal wie der R™ aussieht®.

Definition. Es sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist eine Menge von Teilmengen
von X, d.h. O C P(X), fur die die folgenden drei Eigenschaften gelten:

(i)eO, X €0.
(ii) Ist U; € O fiir alle i € I, I beliebige Indexmenge, so auch (J;c; U; € O.
(iii) Sind Uy, Us € O, so auch Uy NU, € O.

In diesem Fall nennen wir das Paar (X, Q) einen topologischen Raum und die Mengen
U € O offen. Weiter nennen wir eine Teilmenge A C X von X abgeschlossen, falls X A
offen ist. Wir werden im Folgenden oft, vor allem bei Mannigfaltigkeiten, bei einem
topologischen Raum die Topologie nicht mitnotieren.

Ist O eine weitere Topologie auf X, so nennen wir O’ feiner als O und O gréber als O,
falls O C O’ ist, d.h. jede beziiglich O offene Menge ist auch offen beziiglich O'.

Die Relation ,feiner®(,,grober”) definiert auf der Menge aller Topologien auf einer Menge
X eine Halbordnung die im Allgemeinen jedoch keine Totalordnung ist. Trotzdem gibt
es immer ein eindeutiges grofites und kleinstes Element, also eine feinste und grobste



Topologie auf X die sogenannte diskrete Topologie O = P(X) (d.h. alle Teilmengen von
X sind offen) und die sogenannte indiskrete Topologie O = {(), X} (d.h. nur die leere
Menge () und der gesamte Raum X sind offen).

Fine fiir unsere Zwecke wichtigere Klasse von topologischen Rdumen werden von metri-
schen Raumen induziert:

Definition. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann induziert d auf X wie folgt ei-
ne Topologie Og: Es ist U € Oy genau dann, wenn gilt: Vo € U3Je > 0 : Bd(z) :=
{y € X|d(z,y) <€} C U (die offenen Mengen hier sind also genau die Mengen eines
metrischen Raumes die man im Rahmen einer Analysis-Vorlesung ,offen* genannt hat).
Allgemein nennen wir einen topologischen Raum (Y, V) metrisierbar, falls er wie oben
von einer Metrik auf Y induziert wird.

Beispiel. e Wir statten im Folgenden R™ immer mit der Topologie aus, die durch
den euklidischen Abstand d(z,y) := ||z — y|| induziert wird.

e Die diskrete Topologie auf einer Menge X ist immer metrisierbar durch die Metrik

1, fall
d(z,y) = { , falls e 7 v Hingegen ist die indiskete Topologie auf X (aufler fiir

0, fallsxz=y
|X| < 1) nie metrisierbar.

Wir werden spéter zeigen, dass jede Mannigfaltigkeit metrisierbar ist. Um dies zeigen zu
koénnen, muss sie die folgende wichtige Eigenschaft metrischer Rdume besitzen:

Definition. Es sei (X, O) ein topologischer Raum. Eine (offene) Umgebung von x € X
ist eine offene Menge U € O mit x € U. Wir sagen, dass (X, Q) ein Hausdor{f-Raum
ist, falls es zu je zwei verschiedenen Punkten z,y € X, z # y Umgebungen U von z
und V von y mit U NV = () gibt (,Man kann je zwei verschiedene Punkte durch offene
disjunkte Umgebungen trennen*).

Wie schon erwéhnt ist offensichtlich jeder metrische Raum (X, d) (mit der induzierten To-
pologie) ein Hausdorff-Raum, denn fiir je zwei Punkte x,y € X mit x # y sind offensicht-
lich B, ,, (z) und B%,  (y) Umgebungen von z und y mit B, , (z) N B%, , (y) = 0.

2 2 2 2
Eine weitere Eigenschaft die wir fiir unsere Mannigfaltigkeiten fordern wollen, ist, dass
diese das sogenannte zweite Abzdihlbarkeitsaxiom erfiillen:

Definition. Es sei (X, Q) ein topologischer Raum.

e Eine Teilmenge B C O heifit Basis von O, falls jede offene Menge U € O in X eine
Vereinigung von Elementen aus B ist.

o (X,0) erfillt das zweite Abzihlsaziom, falls (X, Q) eine abzdhlbare Basis besitzt.

Bemerkung. In einem metrischen Raum (X, d) ist {Bg(x)\m €eX, qe Q} eine Basis der
induzierten Topologie O 4. Gibt es nun eine dichte abzéhlbare Teilmenge Y in (X, d), d.h.
(X, d) is separabel, so ist offensichtlich {Bg(y)|y €Y, qge Q} eine abzahlbare Basis der



Topologie Oy, d.h. separable metrische Rdume erfiillen das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom.
Die ist z.B. fir R” (und damit auch fiir alle offenen Teilmengen von R™) mit dem
euklidischen Abstand der Fall, da Q" eine solche dichte abzdhlbare Teilmenge ist.

Man kann zeigen, dass metrische Rdume genau dann das zweite Abzahlbarkeitsaxiom
erfillen, wenn sie separabel sind. Sie erfiillen jedoch immer das erste Abzdahlbarkeitsaxiom:
Jeder Punkt x € X hat eine abzdhlbare Umgebungsbasis, wobei eine Menge B, von
Umgebungen von x € X eine Umgebungsbasis ist, wenn fiir jede Umgebung U von =z
eine Umgebung V' € B, von z existiert mit V C U.

Man bemerke, dass fiir einen beliebigen topologischen Raum (X, O) die Giiltigkeit des
zweiten Abzéhlbarkeitsaxioms die Giiltigkeit des ersten Abzéhlbarkeitsaxioms impliziert.

Als néchstes betrachten wir stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen:

Definition. Es seien (X, Ox), (Y, Oy) topologische Rdume und f: X — Y eine Abbil-
dung. f heifit stetig, falls das Urbild jeder offenen Menge in Y unter f auch offen in X
ist, d.h. VU € Oy : f~1(U) € Ox. f heiBt Homéomorphismus, falls f stetig und bijektiv
ist und die Umkehrabbildung f~!:Y — X ebenfalls stetig ist.

Bemerkung. e f wie in der vorherigen Definition ist stetig genau dann, wenn das
Urbild jeder abgeschlossenen Menge in Y unter f auch abgeschlossen in X ist.

e Man tiberlegt sich leicht, dass eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen (X, dx)
und (Y, dy) aufgefasst als topologische Rdume im obigen Sinne stetig ist genau
dann, wenn f im bekannten Sinne (e-0-Kriterium oder auch Folgenkriterium) als
Abbildung zwischen metrischen Rdumen stetig ist.

Als néchstes wollen wir aus gegebenen topologischen Rdumen neue basteln. Die erste
Moglichkeit ist eine Teilmenge eines topologischen Raumes zu nehmen:

Definition. Es sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge.
Die Teilraumtopologie auf Y besteht aus alldenjenigen Teilmengen U von Y die sich als
U =UNY mit einer in X offenen Menge U € O schreiben lassen.

Wir versehen im Folgenden Teilmengen eines topologischen Raumes immer mit der Teil-

raumtopologie. Z.B. sind dann fiir die Teilmenge [0, 1] in R die Mengen (0, 1), [0,1), (0, 1]
und [0, 1] alle offen in [0, 1] beziiglich der Teilraumtopologie.

Bemerkung. Es seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Rdume und f : X — Y eine
stetige Abbildung. Es sei weiter A C X eine beliebige Teilmenge von X und B C Y eine
Teilmenge von Y mit f(X) C B. Dann sieht man leicht ein, dass auch die Einschrankung
fla: A=Y stetig ist und dass auch f aufgefasst als Abbildung f : X — B stetig ist.

Als néchstes bilden wir Produkte von topologischen Rdumen:

Definition. Es seien (X,Ox), (Y, Oy) topologische Rdume. Dann wird auch X x Y
durch die Produkttopologie

Oxxy :i= {U U; x V[’I Menge, Viel:U; e Ox,VL' S Oy}
el

zu einem topologischen Raum.



Bemerkung. Die Produkttopologie auf X x Y ist also gerade die Topologie auf X x Y,
fiir die eine Basis durch die Produkte offener Mengen aus X und Y gegeben ist oder die
kleinste Topologie, die alle Produkte offener Mengen aus X und Y enthélt. Man bemerke,
dass es nicht langt, einfach nur diese Produkte zu nehmen, da beliebige Vereinigungen
solcher Produkte im Allgemeinen nicht mehr Produktgestalt haben.

Nun wenden wir uns Quotienten topologischer Rdume zu:

Definition. Es sei (X, O) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X.
Sei X/ ~:= {[z]|r € X} die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ auf X und 7 : X —
X/ ~ die kanonische Projektion, d.h. w(x) := [z] fir x € X. Dann sei die Quotientento-
pologie auf X/ ~ die feinste Topologie, fir die 7 : X — X/ ~ stetig ist, d.h. U C X/ ~
ist per Definition offen in X/ ~ genau dann, wenn 7~ 1(U) offen in X ist.

Stetige Abbildungen sind mit der Quotientenbildung in folgendem Sinne vertraglich:

Lemma. Es seien (X,Ox) und (Y, Oy) topologische Riume, ~ eine Aquivalenzrelation
auf X, X/ ~ mit der Quotiententopologie ausgestattet und m: X — X/ ~ die kanonische
Projektion. Dann ist eine Abbildung f : X/ ~—Y genau dann stetig, wenn for: X —Y
stetig ist.

Beweis. Ist f : X/ ~— Y stetig, so auch forw : X — Y als Verkniipfung stetiger
Funktionen.

Sei umgekehrt fom : X — Y stetig und sei U C Y offen. Dann ist (f o 7)1 (U) =
7Y f~YU)) offen in X und daher nach Definition der Quotiententopologie gerade
f~1(U) offen in X/ ~. Dies zeigt die Stetigkeit von f. O

Am Ende sammeln wir noch einige wichtige Eigenschaften die ein topologischer Raum
besitzen kann und die im Verlaufe der Vorlesung immer wieder auftauchen werden:

Definition. Es sei (X, Q) ein topologischer Raum. (X, Q) heif}t

o kompakt, falls jede offene Uberdeckung (U;)icr von X (d.h. X = U;c;Ui) eine
endliche Teiliberdeckung (U;y, ..., U, ) (d.h. Jig,...,ip €I : X =U;; U...UU;,)
besitzt,

e zusammenhdngend, falls aus X = U UV fiir offene Menge U,V € O mit UNV =)
stets U = X oder V = X folgt (,,X ldsst sich nicht in zwei echte disjunkte offene
Teilmengen zerlegen“) und

o wegzusammenhdngend, falls zu je zwei Punkten z,y € X eine stetige Abbildung
¢ :[0,1] — X mit ¢(0) = x und ¢(1) = y existiert (,,je zwei Punkte in X lassen
sich durch einen stetigen Weg verbinden®).

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jeder wegzusammenhingende topologische Raum
auch zusammenhéngend ist. Es gibt jedoch zusammenhédngende Raume, die nicht wegzu-
sammenhéngend sind. Wir werden jedoch spéter in den Ubungen sehen, dass die Begriffe
fir Mannigfaltigkeiten zusammenfallen.



Mithilfe der Teilraumtopologie kénnen wir dann auch von kompakten Teilmengen eines
topologischen Raumes sprechen. Man bemerke, dass eine solche Teilmenge Y beziig-
lich der Teilraumtopologie genau dann kompakt ist, wenn fiir jede Familie von offe-
nen Mengen (U;)ier in X mit Y C U;c; Us eine endliche Teilfamilie (Uj,,...,U;, ) mit
Y C U;, U...U;, existiert, d.h. wenn jede offene Uberdeckung von Y als Teilmenge von
X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Wir notieren nun noch einige einfache wichtige Eigenschaften:

Bemerkung. Es sei (X,Ox) ein topologischer Raum, A C X eine Teilmenge von X,
(Y, Oy) ein weiterer topologischer Raum und f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann
gilt:

e Ist A kompakt, so auch f(A): Denn sei (U;);es eine offene Uberdeckung von f(A),
so ist (f~1(U;))ier aufgrund der Stetigkeit von f eine offene Uberdeckung von A.
Da A kompakt ist, existieren i1, ...,ix € I mit A C f~4U;,)U... f~1(U;,). Damit
gilt dann f(A) C U;; U...UU;,, d.h. (U;)ier besitzt eine endliche Teiliiberdeckung
von f(A).

e Ist (X,0x) kompakt und A abgeschlossen, so ist auch A kompakt: Denn sei
{U;]i € I} eine offene Uberdeckung von A, so ist {U;]i € I} U {X \ A} eine offene
Uberdeckung von X aus der wir eine endliche Teiliiberdeckung aufgrund der Kom-
paktheit von X auswéhlen kénnen. Durch eventuelles Entfernen von X \ A aus
dieser Uberdeckung erhalten wir eine endliche Teiliiberdeckung von A.

e Ist (X,Ox) ein Hausdorff-Raum, A kompakt und = € X \ A, so existieren offene
disjunkte Mengen U,V in X mit A C U und z € V: Da (X, Ox) ein Hausdorff-
Raum ist, kdnnen wir zu jedem a € A offene disjunkte Umgebungen U, von a und
Vo von z wéahlen. Dann ist (Uy)qca eine offene Uberdeckung von A und aufgrund
der Kompaktheit von A existieren ay,...,ay € A mit A C Uy, U...UU,,. Setzen
wir U := Uy, U...UU,, und V =V, N...NV,,, so sind beide Mengen offen (V, da
man leicht sieht, dass allgemein endliche Schnitte offener Mengen in topologischen
Réumen offen sind) und erfiillen alle weiteren gewiinschten Eigenschaften.

o Ist (X,0Ox) ein Hausdorff-Raum und A kompakt, so ist A abgeschlossen: Nach
dem gerade gezeigtem existieren fiir jedes z € X ~ A offene disjunkte Mengen
Uy, und V, mit A C U, und = € V,. Insbesondere ist V, N A = (), so dass sich
X N A =U,exa Ve ergibt und somit, dass X \ A offen, also A abgeschlossen ist.

e Ist A zusammenhingend bzw. wegzusammenhéngend, so ist auch f(A) zusammen-
hingend bzw. wegzusammenhangend:

Sei zundchst A zusammenhéangend und seien U, V' offene disjunkte Mengen in f(A)
mit U UV = f(A). Dann sind f|'(U) und f|,*(V) offene und disjunkte Mengen
in A (da auch f|4 stetig ist) mit f|;*(U)U f|;'(V) = A. Da A zusammenhiingend
ist, ist 0.B.d.A. f|;'(U) = A und somit U = f(A), d.h. f(A) zusammenhingend.

Sei nun A wegzusammenhéngend und seien y1,y2 € f(A) gegeben. Wahle Urbilder
x1 € Aund z9 € A von y; und ys, d.h. f(x;) = y; fir i = 1,2. Dann existiert eine



stetiger Weg v von x1 nach x5 in A und f oy ist dann ein stetiger Weg von y;
nach yo in f(A). Daher ist f(A) wegzusammenhéngend.

Abschlielend kommen wir nochmal kurz zu Hom6éomorphismen zwischen topologischen
Réumen zuriick und bemerken, dass im Allgemeinen eine stetige bijektive Abbildung
zwischen topologischen Réumen kein Homdomorphismus ist: Z.B. ist f : [0,27) — S! :=
{(z,y) € R?*[a? +y? = 1}, f(p) := (cos(p),sin(¢p)) offensichtlich stetig und bijektiv, die
Umkehrabbildung f~! kann jedoch nicht stetig sein, da S kompakt ist aber [0,27) =
f71(SY) nicht. Ist jedoch der Ausgangsraum kompakt und der Zielraum ein Hausdorff-
Raum, dann gilt:

Lemma. Es sei (X, O) ein kompakter topologischer Raum, (Y, Oy) ein Hausdorff-Raum
und f: X =Y eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist f ein Homoomorphismus.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass f~! stetig ist. Dazu zeigen wir, dass fiir jede
abgeschlossene Menge A C X in X das Urbild (f~1)"1(A) = f(A4) von A unter f~1
abgeschlossen in Y ist:

Sei also A C X abgeschlossen in X. Dann ist A als abgeschlossene Menge eines kompak-
ten topologischen Raumes nach obiger Bemerkung selbst kompakt. Da f stetig ist, ist
dann auch f(A) C Y kompakt in Y. Da Y ein Hausdorff-Raum ist, ist nach dem oben
gezeigtem f(A) abgeschlossen in Y. Dies zeigt die Behauptung. O

1.2 Der Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt fiihren wir den Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ein.
Dazu beginnen wir mit dem Begriff einer topologischen Mannigfaltigkeit:

Definition 1.1. Es sei X ein topologischer Raum. Eine Karte (von X um z € X der
Dimension n € Np) ist ein Paar (U, ¢) bestehend aus einer (offenen) Umgebung U
von x € X und einem Homdéomorphismus ¢ : U — V von U auf eine offene Menge
V' C R™ Wir nennen dann U auch das Kartengebiet der Kartenabbildung p. X heifit
lokal euklidisch der Dimension n € Ny, falls flir jeden Punkt € X eine Karte von X
um z der Dimension n existiert.

Nun kénnen wir topologische Mannigfaltigkeiten definieren:

Definition 1.2. Eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n € Ny ist ein nicht-
leerer topologischer Hausdorff-Raum M der lokal euklidisch von der Dimension n € Ny
ist und der das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Bemerkunyg. e Man kann zeigen, dass eine offene Teilmenge U von R™ und eine offene
Teilmenge V von R™ nur dann homoéomorph zueinander sein kénnen, wenn n = m
ist. Die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit ist also wohldefiniert.

e Es gibt lokal euklidische topologische Rdume die keine Hausdorff-Rdume sind oder
das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom nicht erfiillen. Ein Beispiel fiir einen lokal euklidi-
schen topologischen Raum, der zwar das zweite Abzéahlbarkeitsaxiom erfillt aber



kein Hausdorff-Raum und damit auch keine topologische Mannigfaltigkeit ist, ist
die Linie mit zwei Urspriingen M:

Wir setzen M = (R x {0,1})/ ~ mit der Quotiententopologie, wobei ~ vollstandig
durch (0,0) ~ (0,0), (0,1) ~ (0,1) und (x1,01) ~ (x2,d2) fir alle z1,29 € R
{0} und alle 1,62 € {0,1} definiert ist. Man kann dann die beiden ,,Ursrpiinge*
[(0,0)] ={(0,0)} und [(0,1)] = {(0,1)} nicht mehr durch offene disjunkte Mengen
trennen.

Ein Beispiel eines topologischen Raum der lokal euklidisch der Dimension 0 ist,
jedoch das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom nicht erfiillt, ist einfach R ausgestattet mit
der diskreten Topologie. Es gibt auch solche zusammenhéangenden Beispiele, deren
Konstruktion hier aber zu weit fithren wiirde.

Notation. Im Folgenden meinen wir mit differenzierbar immer C'**° und nicht die iibliche
Definition von (einmal) differenzierbar. Zur Sicherheit werden wir vor allem am Anfang
an einigen Stellen trotzdem explizit schreiben, dass wir C'*°-Funktionen betrachten.

Wir wollen auf einer topologischen Mannigfaltigkeit Differentialrechnung betreiben. Da-
zu sollten wir einen Begriff der Differenzierbarkeit haben in der insbesondere die Kar-
tenabbildungen differenzierbar sind. Was wir an dieser Stelle aber nur fordern kénnen,
ist, dass die Kartenwechsel differenzierbar sind:

Definition 1.3. Es sei M eine topologische Mannigfaltigkeit der Dimension n. Ein
(differenzierbarer) Atlas ist eine Familie A = {(Uy, va)|a € A} von Karten (Uy, ¢q)
(der Dimension n) von M, so dass

(1) Uaca Ua = M (,Die Kartengebiete iiberdecken M*) gilt und

(ii) so dass alle Kartenwechsel g o g0;1|%(UamUﬁ) : 0a(Ua NUB) — Uy N Upg),
a, B € A, C*°-Abbildungen, und damit C*°-Diffeomorphismen, sind.

Eine differenzierbare Struktur ist ein Atlas A der maximal beziiglich der Teilmengenre-
lation C ist, d.h. ist B ein weiterer Atlas auf M mit A C B, so ist A = B.

Nun kénnen wir differenzierbare Mannigfaltigkeiten wie folgt definieren:

Definition 1.4. Eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit (der Dimension n) ist ein Paar
(M, A) bestehend aus einer topologischen Mannigfaltigkeit M und einer differenzierbaren
Struktur A auf M.

Bemerkung 1.5. e Es sei A ein differenzierbarer Atlas auf einer topologischen Man-
nigfaltigkeit M. Dann existiert genau eine differenzierbare Struktur A die A ent-
hélt. Und zwar ist eine Karte (U, ¢) ein Element von A genau dann, wenn fiir jede
Karte (V1) aus A die Kartenwechsel o 1~! und 9 o ¢~! C* sind.

Daher, und da man eine differenzierbare Struktur im Allgemeinen nicht explizit
angeben kann, nennen wir im Folgenden auch ein Paar (M, A) bestehend aus ei-
ner topologischen Mannigfaltigkeit M und einem Atlas A eine (differenzierbare
Mannigfaltigkeit). Oft schreiben wir statt dem Paar (M, A) nur M wenn die diffe-
renzierbare Struktur/der differenzierbare Atlas A auf M klar ist.



e Durch Ersetzen von C* durch C¥ in allen Definitionen oben kann man C*-Struk-
turen und damit C*-Mannigfaltigkeiten fiir jedes k € Ny definieren. Eine C°-
Mannigfaltigkeit ist dann nichts anderes als eine topologische Mannigfaltigkeit.
Weiter kann man auch C* durch ,reell analytisch“ in allen Definitionen oben
ersetzen und damit reell-analytische Strukturen und reell-analytische Mannigfal-
tigkeiten erhalten.

Fiir £ > 1 kann man zeigen, dass jede C*-Struktur A eine differenzierbare Struktur
enthélt. Im Allgemeinen gibt es verschiedene differenzierbare Strukturen in A, al-
lerdings sind die enstehenden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten diffeomorph(fir
eine Definition siehe weiter unten) zueinander. Man kann sogar zeigen, dass jede
C*-Struktur eine reell-analytische Struktur enthalt.

Fiir & = 0 gilt all dies nicht mehr. Es gibt topologische Mannigfaltigkeiten die keine
differenzierbare Struktur zulassen, siehe [K], als auch topologische Mannigfaltigkei-
ten (beispielsweise die 7-Sphire S”, siehe [M]), die verschiedene differenzierbare
Strukturen besitzen fiir die die entstehenden differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
nicht diffeomorph zueinander sind.

Beispiel 1.6. (i) R™ ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mit dem
Atlas {(R",idgn)}. Die durch diesen Atlas induzierte differenzierbare Struktur nen-
nen wir auch die Standardstruktur auf R™ und verwenden diese im Folgenden im-
mer.

(ii) Eine offene Teilmenge U einer differenzierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Einen Atlas von U erhédlt man durch
yEinschrénkung“eines Atlases von M auf U.

(iii) Die n-dimensionale Sphire S™ := {(21,...,2n41) € R Hai 4+ .. 422, , =1} C
R™*! ist eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit:
Dazu bemerken wir zunéchst, dass S™ als Teilraum des Hausdorff-Raumes R”t!
der das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, selbst ein Hausdorff-Raum ist, der das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt. Weiter ist ein Atlas durch {(S"~\ N, ¢n), (S~
S,s)} gegeben, wobei N := (0,...,0,1) der Nordpol, S := (0,...,0,—1) der
Sidpol und oy : S" NN — R" bzw. ¢g : S" . § — R" die stereographische
Projektion vom Nord- bzw. Stdpol ist:

(T1y.. .y xp)

1- Tn+1

(T1y.. ., xp)

T1ye.. & =
<PS( 1 n+1) 1+ 2n1

@N(lEl, e ,:Cn+1) =

Man sieht direkt, dass ¢on und @g als Einschréankung stetiger Abbildungen einer
offenen Teilmengen von R™*! nach R” stetig sind. Die stetigen Umkehrabbildungen
sind durch

B 2¢ |zl =1 B 20 1—|z|?

1 1

oy () = ( 2 2 | ey (@) = 2 2
L+ [J2)|” 1+ [z L+ [J2)|” 1+ [z
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(iv)

gegeben. Daher sind ¢y, g Homéomorphismen. Weiter sieht man durch Einsetzen
direkt, dass der Kartenwechsel ox o pg’ : R" \ {0} — R™ \ {0} ein Diffeomor-
phismus ist und somit ist {(S™ ~ N, ¢n), (S™ N\ S, ¢g)} tatsdchlich ein Atlas von
Sm.

Der n-dimensionale reell projektive Raum RP™ ist definiert als der topologische
Raum R \ {0}/ ~ ausgestattet mit der Quotiententopologie, wobei z ~ y fiir
z,y € R"! genau dann gilt, wenn ein A € R ~ {0} existiert mit y = Az (,Raum
aller Ursprungsgeraden in R"*1“), Man bemerke, dass man RP™ auch als S"/ ~
definieren kann, wobei wir ~ einfach auf S™ einschranken. Dadurch ist x ~ y fiir
x,y € S™ genau dann, wenn x = y oder z = —y (,,~ identifiziert also antipodale
Punkte auf S™¢). Dadurch sehen wir auch, dass RP™ als stetiges Bild unter der
kanonischen Projektion der kompakten Menge S™ selbst kompakt ist.

Wir schreiben die Aquivalenzklassen [(xo,...,7,)] € RP™ als [zg : ... : z,] und
setzen U; := {[zo : ... xp] € RP"|z; # 0} sowie ; : U; = R™, i([xo 1 ... 1 xy)) =
(fc—?,...,z;’il,gﬁétl,...,%) fir [zg :...:x,] € Ujund alle i = 0,...,n. Dann ist ¢;

stetig da ¢; o, eingeschrénkt auf eine geeignete offene Teilmenge von S™, stetig ist.
Auflerdem ist ¢; offensichtlich bijektiv und die stetige Umkehrfunktion ist durch

go;l(yl,...,yn):[yl:...:yizlzyiﬂz...yn]

gegeben. Weiter ist fiir 0 < i < j < n gerade

(ioer W, um) =¢i(lyr: - iyt L yiga t ... yn))
— (Ll vi 1 Yit1 Yi-1 Yjt1 Ln)
yi,...7yj’yj7 y] PR ] y] ) y] 7"'7yj

ein Diffeomorphismus von ¢;(U; NU;) = {(y1,...,yn) € R"|y; # 0} nach ¢;(U; N
Uj) ={(y1,...,yn) € R" yiy1 # 0}. Damit ist {(U;, ;)| =0,...,n} ein Atlas von
RP™.

Es verbleibt zu zeigen, dass RP" das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt und ein
Hausdorff-Raum ist. Das ist etwas technisch, soll hier im Skript aber der Vollstéan-
digkeit halber ausgefiihrt werden. Wir werden spéter sehen, dass die Tatsache, dass
RP™ = S™/ ~ eine Mannigfaltigkeit ist, aus der Tatsache folgt, dass S™ eine Man-
nigfaltigkeit ist und die Aquivalenzrelation ~ hier durch die differenzierbare freie
und eigentliche Gruppenoperation der Lie-Gruppe Zs induziert wird.

Um die Giltigkeit des zweiten Abzéhlbarkeitsaxioms zu zeigen, bemerken wir, dass
die kanonische Projektion 7 : S — RP™ offen ist, d.h. offene Mengen auf offene
Mengen abbildet. Denn ist U eine offene Menge in S™, so ist auch —U offen und
damit 7(U) offen in RP", denn 7~ (7(U)) = U U (=U) ist als Vereinigung offener
Mengen offen. Damit erfiillt nun aber RP" das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom, da
R+ {0} dieses erfiillt und aufgrund der Offenheit von 7 : R**! < {0} — RP"
sind die Bilder einer Basis der Topologie von R"™! \ {0} unter 7 eine Basis der
Topologie von RP".
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Weiter seien [z], [y] € R"P gegeben mit x,y € S™. Sei € := min{w, w}
und U := B(x) N S™ sowie V := B.(y) N S™. Dann ist U eine Umgebung von x
in S™ und V eine Umgebung von y in S™. Daher ist 7(U) eine Umgebung von
[z] in RP™ und V eine Umgebung von [y] in RP™. Es ist 7(U) N 7(V) = (), denn
wire [z] € m(U) Nw(V) fir ein z € S™, so wire 0.B.d.A. z € U (man ersetze z
durch —z falls notig) und z € V oder z € —V. Im ersten Fall ist dann ||z — y|| <
|z —z|| + ||z — y|| < 2e < ||z —y||, ein Widerspruch. Im zweiten Fall ergibt sich
analog ein Widerspruch. Also sind 7(U) und 7(V) disjunkt und damit RP™ ein
Hausdorff-Raum.

(v) Ist M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n und N eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m, so ist das Produkt M x N ausgestattet
mit der Produkttopologie auf natiirliche Weise eine differenzierbare Mannigfaltig-
keit der Dimension n + m: Denn ist A = {(Uq, ¢a)|a € A} ein Atlas von M und
B = {(V3,v3)|3 € B} ein Atlas von N, so ist

A X B :={(Ua % V3,0a x Yg|(a, B) € A x B}
ein Atlas auf M x N.

Das n-fache Produkt 7" := St x ... S von S! wird so zu einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit, dem n-dimensionalen Torus.

Wahrscheinlich ist aus der Analysis-Vorlesung der Begriff der Untermannigfaltigkeit des
R"™ bekannt. Wir wollen ihn hier kurz wiederholen und in unseren Kontext einordnen.
Dazu fithren wir hier allgemeiner Untermannigfaltigkeiten von differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten M ein:

Definition 1.7. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C M
heifit (m-dimensionale) Untermannigfaltigkeit von M, falls es zu jedem Punkt p € N eine
Karte (U, ) von M (d.h. ein Element der differenzierbaren Struktur von M) existiert
mit p € U und o(UNN) = o(U) N (R™ x {0}"~™). Eine solche Karte (U, ¢) nennen wir
dann auch Untermannigfaltigkeitskarte von N um p.

Bemerkung. e Jede m-dimensionale Untermannigfaltigkeit IV einer n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M ist eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit beziliglich der Teil-
raumtopologie: FEinen Atlas erhélt man dadurch, dass man um jeden Punkt eine
Untermannigfaltigkeitskarte (U, ¢) nimmt, ¢ auf die in IV offene Menge U N N ein-
schrankt und anschliefen die Einschriankung auf die ersten m Komponenten von
R™ projiziert.

e Nach dem Einbettungssatz von Whitney ist jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit
M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?>". Genauer: Es gibt eine Ein-
bettung (fiir die Definition siehe unten) von M nach R?". Man kénnte also theo-
retisch nur mit Untermannigfaltigkeiten des RY arbeiten. Dies hat jedoch viele
praktische Nachteile, z.B. ist die Einbettung nicht explizit und auch Quotientenkon-
struktionen wie oben bei RP™ sind so nicht moéglich. Daher arbeiten wir weiterhin
mit ,abstrakten“ Mannigfaltigkeiten
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Im Allgemeinen ist die direkte Konstruktion von Untermannigfaltigkeitskarten schwie-
rig. Wir werden weiter unten ein einfacheres Kriterium diskutieren, wann eine Teilmenge
einer Mannigfaltigkeit eine Untermannigfaltigkeit ist. Ein Beispiel bei dem die direkte

—_——

Konstruktion moglich ist, ist die (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit RP"—1 :=
{lxo:... i xp—1:0] € RP"|(z0,...,2p—1) € R"{0}} von RP". Denn in diesem Fall
konnen wir als Untermannigfaltigkeitskarten direkt die Karten (Up, o), ... (Un—1,¥n—1)

nehmen. Wir bemerken, dass RP"~1 so “aussieht®, wie die (n — 1)-dimensionale Mannig-

faltigkeit RP™ 1. Tatséchlich sind RP?~1 und RP"~! im Sinne des niichsten Abschnittes
diffeomorph.

1.3 Differenzierbare Abbildungen

Wir wollen differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten M und N defi-
nieren. Fiir allgemeine topologische Rdume macht die Definition von differenzierbaren
Abbildungen zwischen ihnen keinen Sinn. Unsere topologischen Rdume M und N sehen
aber mittels Kartenabbildungen lokal wie der R™ bzw. R™ aus und dort ist klar, was
differenzierbar heiflen soll. Daher bietet sich folgende Definition an:

Definition 1.8. Es sei M eine n-dimensionale, N eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit
und f : M — N eine Abbildung von M nach N.

o Ist f stetig, so heiit f differenzierbar, wenn es fiir jedes p € M eine Karte (U, ¢)
von M um p und eine Karte (V,%) von N um f(p) gibt, so dass

Yo fop lip(f(V)NU) CR" —R™

differenzierbar ist. Die Menge aller differenzierbarer Abbildungen zwischen M und
N notieren wir mit C*°(M, N) und fiir N = R auch kurz mit C*°(M).

e f heifit Diffeomorphismus, und M und N dann diffeomorph, wenn f differenzierbar
und bijektiv ist und auch die Umkehrabbildung f~' : N — M differenzierbar ist.
Die Menge aller Diffeomorphismen von M nach N bezeichen wir mit Diff (M, N)
und fir N = M auch kurz mit Diff(M).

e Sei nun f : M — N differenzierbar. f heifit Einbettung von M in N, falls f(M)
eine Untermannigfaltigkeit von N ist und f, aufgefasst als Abbildung nach f(M),
d.h. f: M — f(M), ein Diffeomorphismus ist.

Bemerkung 1.9. e Im Gegensatz zum Fall von differenzierbaren Abbildungen von R"
nach R™ setzen wir f : M — N bereits als stetig voraus. Dies hat den Hintergrund,
dass so f~1(V) offen ist und somit auch o(f~1(V)NU) € R™. Man kann stattdessen
auch fordern, dass f(U) C V ist.

e Eine Funktion f : U — V zwischen einer offenen Menge U in R™ und einer offenen
Menge V in R™ ist im obigen Sinne differenzierbar genau dann, wenn sie im Sinne
einer Analysis II-Vorlesung differenzierbar ist (denn die Identitat auf U und die
Identitdt auf V' sind jeweils Karten beziiglich der Standardstruktur auf U bzw. V).
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e Da die Kartenwechsel nach Voraussetzung differenzierbar sind, sind alle Kartenab-
bildungen differenzierbar.

o Ist f: M — N differenzierbar, so gilt fiir alle Karten ((7 ,®) von M und (‘7,@;)
von M, dass die Verkniipfung ’LZ o fo@~! differenzierbar ist: Denn um jeden Punkt
p in U und seinen Bildpunkt f(p) in V finden wir Karten (U, ) von M um p und
(V, 1) von N um f(p), so dass ¢o foe~! differenzierbar ist. Dann ist o fop™! =
(Yop o (o fop ) o(po@ 1) und somit 9o fo@ ! lokal um p differenzierbar
(man schréanke iiberall geeignet ein).

e Durch ,,Zwischenschalten® geeigneter Kartenabbildungen sieht man leicht ein, dass
die Verkniipfung go f : M — P zweier differenzierbarer Abbildung f : M — N
und g : N — P zwischen Mannigfaltigkeiten M, N und P wieder differenzierbar
ist.

e Wir bemerken, dass es auf R (und auch hoher-dimensionalen R™) verschiedene
differenzierbare Strukturen gibt, die zueinander diffeomorph sind: Dazu betrachten
die durch (R, f) mit f : R — R, f(z) = 2? induzierte differenzierbare Struktur
B. Wir bemerken, dass f ein Homdomorphismus von R nach R ist und somit
tatsdchlich eine (globale) Karte von R definiert. Jedoch ist (R, f) nicht in der
Standardstruktur A4 enthalten und somit B # A, da der Kartenwechsel idg of ! =
1R = R, f~}(z) = ¢z in 0 nicht differenzierbar ist. Jedoch sind (R,.A) und
(R, B) mittels des Diffeomorphismus f~! diffeomorph.

e Man kann zeigen, dass fiir n # 4, R™ mit einer beliebigen differenzierbaren Struk-
tur ausgestattet immer diffeomorph zu R™ ausgestattet mit der Standardstruktur
ist, siche [S]. Erstaunlicherweise gilt dies nicht mehr fiir n = 4 und es gibt so-
gar iiberabzihlbar viele differenzierbare Strukturen auf R*, die nicht zueinander
diffeomorph sind, siehe [T].

Fine wichtige Klasse von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist durch sogenannte Lie-
Gruppen gegeben.

Definition 1.10. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G heifit Lie-Gruppe, wenn G
eine Gruppenstruktur trégt, so dass die Gruppenmultiplikation u : GXG — G, u(g, h) :=
g - h, und die Gruppeninversion ¢ : G — G, 1(g) := g~ ! differenzierbar sind.

Beispiel 1.11. Die (reelle) allgemeine lineare Gruppe GL(n,R) ist eine n?-dimensionale
Lie-Gruppe:

Zuniichst ist GL(n,R) = det (R ~ {0}) aufgrund der Stetigkeit von det : R®*" — R
eine offene Teilmenge des n?-dimensionalen Vektorraumes R™ " und damit eine n’-
dimensionale Mannigfaltigkeit. Weiter sind die Gruppenmultiplikation und die Grup-
peninversion als polynomiale bzw. rationale Funktionen ihrer Eintrége offensichtlich dif-
ferenzierbar und somit GL(n,R) eine Lie-Gruppe.

Genauso zeigt man, dass die komplexe allgemeine lineare Gruppe GL(n,C) eine 2n%-
dimensionale Lie-Gruppe ist (man beachte, dass dimg(C™"*") = 2n? ist).
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Man kann zeigen, dass jede abgeschlossene Untergruppe von GL(n,R) eine Unterman-
nigfaltigkeit von GL(n,R) ist. Da die Einschriankung differenzierbarer Abbildungen auf
eine Untermannigfaltigkeit ebenfalls differenzierbar sind (Ubung!), sind abgeschlossene
Untergruppen von GL(n,R) Lie-Gruppen. Dies gilt dann beispielsweise fiir die Gruppen
O(n), SO(n), U(n), SU(n), SL(n,R) und SL(n,C). Wir werden die Aussage iiber abge-
schlossene Untergruppen von GL(n, R) hier nicht beweisen, sondern in den Ubungen mit
Hilfe des Satzes vom reguliaren Wert (siehe weiter unten) direkt zeigen, dass einige dieser
Gruppen Untermannigfaltigkeiten von GL(n,R) und damit Lie-Gruppen sind.

1.4 Der Tangentialraum

In diesem Abschnitt definieren wir auf zwei verschiedene Arten und Weisen den Tan-
gentialraum einer Mannigfaltigkeit M. Dazu erinnern wir zunéchst daran, dass fiir eine
Untermannigfaltigkeit M des RY der Tangentialraum T,M C RN an einem Punkt p € M
definiert war als die Menge aller Richtungen von Kurven + in M durch p, d.h. als

TyM = {fy’(())]fy . (—e,€) = M CRY differenzierbar, v(0) = p, € > 0}.

Anschaulich ist also T,M die Menge aller Richtungen von differenzierbaren Kurven in
M durch p. Wollen wir dies analog fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten M definieren, so
konnen wir dort zwar nun von differenzierbaren Kurven ~ : (—e,¢) — M reden, diese
aber nicht zu ableiten und so iiber die Richtung der Kurve in einem Punkt p € M
reden. Die Idee ist, diese Kurven wiederum durch Nachschalten einer Karte (U, ¢) um
p zu einer Kurve ¢ oy nach R™ zu machen und dann diese Kurve in 0 abzuleiten. Ist
diese Ableitung fiir zwei Kurven durch p gleich, sollten diese die gleiche Richtung in p
reprasentieren. Wir definieren daher:

Definition 1.12 (Geometrische Definition des Tangentialraumes). Es sei M eine n-
dimensionale Mannigfaltigkeit und p € M gegeben. Wir nennen zwei differenzierbare
Kurven 7 : (—€1,€1) — M und 79 : (—€2,€2) — M mit €1,€e2 > 0 und 71(0) = 12(0) =p
dquivalent in p, falls fur eine (und dann jede) Karte (U, ¢) von M um p gerade (¢ o
1) (0) = (¢ o v2)'(0) gilt. Eine Aquivalenzklasse von solchen Kurven bezeichnen wir
mit [y], und nennen sie einen Tangentialvektor (von M in p). Die Menge T,M aller
Tangentialvektoren von M in p nennen wir den Tangentialraum von M in p, d.h. T,M
ist definiert als

TpM = {[y]p| 7 : (—€¢,€) = M differenzierbar, v(0) = p, e > 0} .
T,M ist auf natiirliche Weise ein n-dimensionaler (reeller) Vektorraum:

Lemma 1.13. FEs sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Fir eine Karte (U, ) von
M um p set

Op : T,M =R, 0,([7]p) = (¢ ©7)'(0).
Dann ist 0, eine Bijektion und fir eine weitere Karte (V,v) von M wm p ist 6y o 0;1 :
R™ — R™ ein Vektorraumisomorphismus. Daher kénnen wir auf T,M eine eindeutige
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Vektorraumstruktur so definieren, dass T,M ein n-dimensionaler Vektorraum und die
Abbildung 0, : T,M — R™ fir jede Karte (U, ) ein Vektorraumisomorphismus wird.

Beweis. Nach Definition der Aquivalenzklasse ist 6., wohldefiniert und injektiv. Sei nun
v € R™ gegeben. Fiir |t| klein genug ist die Kurve t — 7, (t) := ¢~ *(¢(p) + tv) wohldefi-
niert und es gilt 7, (0) = p sowie 6, ([1v]p) = (¢ ©7)'(0) = v. Daher ist 6, auch surjektiv.
Nun ist (107,)(8) = (10 1) (p(p) + tv), daher (107,)'(0) = D(t o9~ )((p))(v) und

somit
(6 0 0,) () = Oy ([vlp) = (¥ 01)'(0) = D(¥ 0 ™) (p(p)) (v),

d.h. 0y 00, L= Do) (p(p)) und folglich ist 6, o 0, L ein Vektorraumisomorphismus
von R™ nach R". O

Bemerkung 1.14. Fiir eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M des RY kénnen wir
fiir jedes p € M den oben definierten Tangentialraum 7, M kanonisch mit dem vorher
bekannten Tangentialraum einer Untermannigfaltigkeit als konkreten Untervektorraum
von R¥ mittels der Abbildung T,M > [v], — 7'(0) € RY.

Fiir U offene Teilmenge in R¥ ist diese Abbildung surjektiv und entspricht gerade 4, .
Wir kénnen und werden in diesem Fall also im Folgenden immer 7},U mit RY identifizie-
ren. Diese Identifikation ldsst sich auf beliebige offene Teilmenge U eines (abstrakten)
endlich-dimensionalen Vektorraumes V' fortsetzen, wir haben dann also T,,U = V..

Bei unserer ersten Definition von Tangentialvektoren in p € M hatten wir diese geome-
trisch als Richtungen von differenzierbaren Kurven in p definiert. Die zweite Definition
betrachtet Tangentialvektoren in p als Richtungsableitungen von differenzierbaren Funk-
tionen auf M im Punkt p, sogenannten Derivationen in p. Offensichtlich lang es dazu,
lokal um p € M definierte differenzierbare Funktionen auf M zu betrachten:

Definition 1.15. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt in M. Zwei
differenzierbare Funktionen f; : Uy — R und fo : Us — R die auf Umgebungen U
und Us von p definiert sind, nennen wir dquivalent in p, wenn es eine Umgebung U von
p mit U C U; N Uy gibt, so dass fily = fo|v gilt. Eine Aquivalenzklasse von solchen
Funktionen f nennen wir einen (differenzierbaren) Funktionskeim in p und schreiben [f],,.
Die R-Algebra aller differenzierbaren Funktionskeime in p bezeichnen wir mit Cp°(M).

Damit kénnen wir nun wie folgt Derivationen in p definieren:

Definition 1.16. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und p € M ein Punkt
in M. Eine Derivation in p ist eine R-lineare Abbildung

§:C (M) — R,
die die Leibnizregel erfillt, d.h. fiir f,g € C*°(M) soll

5([f1p - l9lp) = 0([f1p) - 9(p) + F(p) - 6([glp)

gelten.
Fiir den Raum aller Derivationen in p schreiben wir Der,(M).
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Bemerkung. Man kann &quivalent dazu auch Derivationen in p € M auf C*°(M) be-

trachten. Dies ist sicherlich vom Verstdndis her einfacher als mit Funktionskeimen zu

arbeiten, fithrt aber weiter unten zu einem deutlich technischeren Beweis, dass Der, (M)

isomorph zu T),M ist.

Man sieht direkt dass der Raum aller Derivationen ein reeller Vektorraum ist. Tatséchlich

wird dieser isomorph zu T, M sein mittels der Abbildung > T,M € [y], — 0, € Der,(M),

wobei 0, wie im folgenden Beispiel definiert ist:

Beispiel 1.17. (i) Es sei 7y : (—¢,€) — M eine differenzierbare Kurve in M mit v(0) =
p. Wir definieren eine Derivation 0, : Cp;°(M) — R iiber 0, ([f],) := (f 07)"(0) fiir
[f]p € C;°(M). Die Leibnizformel ergibt sich dabei direkt aus der Produktregel.

(ii) Es sei (U, ) eine Karte um p, ¢ = (z1,...,2,). Dann ist 3%1

definiert durch

LG (M) = R,

A(fop~1
o |, (1) = 25— (o)
fir [f], € C;O(M), fiir jedes ¢ = 1, ..., n eine Derivation in p, da gerade %‘ =0,
ilp

fiir die Kurve 7; : (—€;, €;) = M, () :== ¢ 1 (¢(p) + te;) gilt.
Wir betrachten nun die Abbildung

¢ : T,M — Der,(M), @([v]p) := 05.

Zunéchst ist ® wohldefiniert, also unabhéngig vom Représentanten v von [v],:
Sei dazu [f], € C;°(M) gegeben. Wihle nun eine Karte (U, ») um p. Dann kann man
(durch geeignetes Einschrinken) f o~y = (f op~1) o (¢ o) schreiben und erhilt folglich

0,([f1p) = (F27)'(0) = D(f 0 ™) (2(@)(( 07) (0)) = (D(f o ™) () © b:) ([7]p):

Da D(fop~1)(¢(p)) und 6, linear sind, zeigt diese Darstellung zeigt auch, dass ® linear
ist.

Daneben ist F' injektiv:

Sei dazu [7], mit ®([v],) = 0 gegeben. Sei weiter (U, ¢) eine Karte um p, ¢ = (z1,...,2y).
Dann folgt

0= @([y]p)([ilp) = Oy([zilp) = (i 07)'(0) = (p ©7);(0)

fur alle ¢ = 1...,n. Daher ist (¢ o)’ (0) = 0 und somit [y], = 0.
® ist sogar ein Vektorraumisomorphismus:

Proposition 1.18. Es sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M ein Punkt in M wund
¢ : T,M — Der,(M) wie oben. Dann ist ® ein Vektorraumisomorphismus. Weiter

; 9
18t (811 »

Der,(M).

s 8% ) fir jede Karte (U,@) um p, ¢ = (x1,...,2,), eine Basis von
nlp
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Bewets. Wir miissen noch zeigen, dass ® surjektiv ist und (ail e a%‘ ) eine Basis
P nlp
von Dery,(M) ist.

0
T Ozp

Dazu bemerken wir zunachst, dass ((9‘; ) ) linear unabhéingig ist:
P P

Denn ist 0 = >>1*; a; 8%1_ » % ist wegen %‘p = ®([vi]p) mit ; wie in Beispiel 1.17
(ii) und der Linearitdt und Injektivitit von @ gerade 0 = YiL;a; - [vi], und damit
0="0,00"11 ai-[vlp) = i ai-ei, also a; = ... = a, = 0. Daher ist (821 R % p)

linear unabhéngig.
Sei nun eine Derivation § in p gegeben. Wir zeigen, dass

n

5= d(lxilp) - 52

=1

p

gilt. Dies zeigt nicht nur, dass ((921

Yo 8@ > ein Erzeugendensystem, und damit
p Tnlp

eine Basis, von Der, (M) ist, sondern auch die Surjektivitdt von ®, da ® linear ist und
0

81177;

p
Sei dazu [f], € Cp°(M) gegeben. Wir wéhlen € > 0 so klein, dass Be(¢(p)) € p(U) € R"
ist und f auf U := ¢~ 1(B.(¢(p))) definiert ist. Wir zeigen nun, dass auf U gerade

im Bild von & fiir jedes i = 1,...,n liegt.

F=1)+> (zi—zip) - fi
=1

fiir differenzierbare Funktionen f; : U — R mit f;(p) = % ([flp) gilt.
ilp

Sei dazu g € U, ¢ # p gegeben. Wir setzen 7 : [0,1] — Be((p)), 7(t) := ¢(p) +t(¢(q) —
©(p)) sowie g : [0,1] = R, g(t) := f(¢~1(7(t))), und erhalten mit der Kettenregel

und damit

= (zi(q) — i(p)) - filq)
i=1
mit f; : U = R, fi(q) := 018({;7;71)@(1)) +t(p(q) — ¢(p))) dt. f; ist offensichtlich C*°,
definiert also einen Funktionskeim [f;], in p und es gilt wegen oben f = f(p)+> i (i —
x;(p)) - fi auf U. Weiter ist

ot o1
) = [ AL gy = AL o = 2
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fir jedes i = 1,...,n wie gewiinscht.

Bevor wir nun diese lokale Beschreibung von f benutzen um mittels der R-Linearitét
und der Leibnizregel fiir 6 obige Formel fiir 6([f],) beweisen, bemerken wir, dass die
Leibnizregel fur ¢ uns gerade §(1) =0(1-1) =46(1) -1+ 1-6(1) = 2§(1), also §(1) =0
gibt. Mittels der R-Linearitdt von ¢ ergibt sich daraus dann §(c) = ¢- (1) = 0 fiir jedes
¢ € R und somit

511 = @) + 3 8- i) = 33l 1)
= 3 (8lsd) - £9) + 0) - 8141 ~ ) - a5
=3 8o ], (U,
was § = 31y 0([wilp) - 52  7eigt. O

Im Folgenden werden wir wegen Proposition 1.18 auch Der, (M) als den Tangentialraum
von M in p betrachten. Das ist dann die algebraische Definition von T,,M.

1.5 Das Differential einer differenzierbaren Abbildung

In diesem Abschnitt behandeln wir das Differential in einem Punkt p € M einer diffe-
renzierbaren Abbildung F': M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N:

Definition 1.19. Es seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten, F' : M — N eine differen-
zierbare Abbildung sowie p € M. Dann ist das Differential von F in p definiert als die
Abbildung

de : TpM — TF(p)N, de([’y]p) = [F ] ’Y]F(p)'

Lemma 1.20. FEs seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten, F : M — N eine differen-
zierbare Abbildung sowie p € M. Dann ist das Differential dF},, von F in p linear.

Beweis. Es seien Karten (U, ¢) von M um p und (V, ) von N um F(p) gegeben. Wegen
0,1 (v) = [t = ¢~ (p(p) + tv)], ist
(0y0dF,00,)(v) = &| _ (t= (0o Fow™)(p(p) +t)) = D(W o Fow™)(p(p))(v)

fiir v € R, also By 0 dF, 00, = D(¢ o F o o™ '). Daher ist 6 o dF}, o 6, linear. Da 6,
und 6, Vektorraumisomorphismen sind, ist dann auch dF}, linear. O

Bemerkung 1.21. (i) Ist M =U CR" offen und N =V CR™ offen und F : U — V
differenzierbar, so ist mit der in Bemerkung 1.14 beschriebenen Identifikation von
Tp,M mit R™ und Ty N mit R™ gerade dF), = DF(p):
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(i)

(iii)

Sei dazu v € T,U = R" gegeben. Dann erfiillt die differenzierbare Kurve v :
(—e,€) = U, ~(t) := p+tv, gerade 7/(0) = v und wir erhalten dF,(v) = (Foy)'(0) =

fi|,_ Fp+tw) = DE(p)(v).

Sei nun F' : M — N wieder eine differenzierbare Abbildung zwischen beliebigen
Mannigfaltigkeiten M und N und sei p € M. Die Beschreibung von dF), beziiglich
der Identifikation von T, M mit Dery,(M) aus Proposition 1.18 ist wie folgt:

Sei eine Derivation § in p gegeben. Dann ist nach dem Beweis von Proposition
1.18 gerade § = Y i~ 0(x;) - %‘ und entspricht daher dem Element >"7 | 6(x;) -

ilp

Vilp = 301 8(zs) - [t = o (o(p) + tei)]p. Nun ist, fiir jedes i = 1,...,n, gerade
dE,([t = ¢ Hp(p) + tei)lp) = [t = (F o e )(p(p) + te;)], und dieses Element
enspricht der Derivation ¢; € Derp(,) N mit

I(goF)op™)

3l6r ) = |, (6 (90 F 007 )(op) +te1) = =5 =5 (o))
= ai p([gOF]p)

fiir [g]p(p) € Crip) (N) und somit

n n

dFp(8)([9rp) = D 0(xi) - i[9l rpy) = D_ (i) - a%’p (lg o Flp) = 6(lg © Flp),

i=1 i=1

wobei der letzte Schritt wiederum die Formel aus dem Beweis von Proposition 1.18
benutzt.

Es sei nun (U, ¢) eine Karte einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltig-
keit M, ¢ = (z1,...,2,). Weiter sei ¢ € {1,...,n}. Unter der Identifikation von

Der, (M) mit T,M entspricht 8%‘ dem Element [v;], = [t = ¢ (p(p) + tei)]p
ilp

und damit ist

)
dep (8:22-

p) = dy([t = o™ (p(p) +teilp) = [o(p) + teidp) = €,
wobei wir im letzten Schritt gerade die kanonische Identifikation von T, ¢(U)
mit R™ benutzt haben. Daher ist

2]
61171'

- d((P_l)cp(p) (ei)a

P
was wir im Folgenden 6fters benutzen werden.

Es sei F': M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten M und N. Weiter sei p € M.
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Wir wéhlen nun Karten (U,¢) um p und (V,¢) um F(p) und schreiben ¢ =
(x1,...,2p) und ¥ = (y1,...,Ym). Dann ist

o o -1
a8y (&),) Ul = | o Fly) = 29222 Do)
o -1 o ) o -1

= Hgew Jelvoloe D)

- ot oFop!

=5 280 (i) - 0 2 )

j=1 J 7

=2 D0 F o ilol®) - s, (i)

d.h. dF, (a‘zi ‘p) =37 D(oFop™1)i(e(p))- % . Somit ist die darstellende

Matrix von dF), beziiglich der Basis (8
o)

ox1
T
Wilp@p)’ " mlF(p)
ist Rang(dF},) = Rang (D(w oFo <p71>(90<]9)))-

Fiir die Differentiale differenzierbarer Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten gilt die
Kettenregel:

p

) von T, M und der Basis
P

) von Tp N gerade D(p o F o ¢ 1 (¢(p)). Insbesondere

Proposition 1.22 (Kettenregel). Es seien M, N und P differenzierbare Mannigfaltig-
keiten und F' : M — N sowie G : N — P differenzierbare Abbildungen. Dann gilt
d(G o F)y = dG g o dF), fiir jeden Punkt p € M.

Beweis. Es ist d(G o F)y([y]p) =[G o Fo ’Y](GoF)(p) =[Go(Fo 7)]G(F(p)) = dGF(p)([F o
YNr@)) = dG ) (dEFp([7]p)) fiir alle [y], € M und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.23. Es sei ¢ : (a,b) — M eine differenzierbare Kurve in einer Mannigfaltig-
keit M. Unter Benutzung der kanonischen Identifikation von T}, (a,b) mit R setzen wir
¢(tg) := (to) := deyy (1) fur jedes tog € (a,b). Wir bemerken, dass 1 € Ty (a,b) gerade
der Aquivalenzklasse [t — ¢ + t(];, entspricht und somit

¢(to) = dety (1) = [t = clto + )] eqro) = Z pseto+t) [Tilerro)) - B%i

i—1 o(to)

n

=3 ] et + ) - ] =D dlto) - ok
i=1 1=1

c(to)

fir ¢; ;== z;0c¢: (a,b) — R gilt.

Sei nun F': M — N eine Abbildung von M in eine andere Mannigfaltigkeit N. Dann gilt
aufgrund der Kettenregel (F o c)'(to) = d(F o ¢)t,(1) = dFy)(dety (1)) = dFy ) (¢ (to))-
Damit konnen und werden wir oft den Wert dF,(v) fir p € M, v € T,M wie folgt
bestimmen:
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Wir wihlen eine Kurve 7 : (—¢, €) mit v(0) = p und 7/(0) = [7], = (dlese existiert nach
Definition des Tangentialraumes). Dann gilt gerade (F o) (0) = dF,(7/(0)) = dF,(v).

1.6 Satze aus der Analysis und Untermannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst verschiedene Sétze aus der Analysis-Vorlesung
iiber differenzierbare Abbildungen zwischen R” und R™ auf Mannigfaltigkeiten {ibertra-
gen. Diese Sétze benutzen wir dann, um Kriterien anzugeben, wann eine differenzierbare
Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten eine Einbettung ist und wann bestimmte Teil-
mengen von Mannigfaltigkeiten Untermannigfaltigkeiten sind.

Zunéchst erinnern wir an den folgenden Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit von diffe-
renzierbaren Abbildungen:

Satz 1.24. FEs sei U eine offene Menge in R™, f: U — R™ differenzierbar sowie p € U.
Dann ist Df(p) : R™ — R™ invertierbar genau dann, wenn es eine offene Umgebung U
von p mit U C U gibt, so dass f\ﬁ ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung 1%
von f(p) ist.

Damit folgt direkt:

Satz 1.25 (Umkehrsatz). Es sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen
Mannigfaltigkeiten M und N sowie p € M. Dann ist dfy : T,M — Tpy,) N invertierbar
genau dann, wenn es eine eine offene Umgebung U von p in M gibt, so dass f|y ein

Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V' von f(p) ist. Ist dies der Fall, so gilt
dim(M) = dim(N) und

()N = (dfy-19)
fir alle g € V.

Beweis. Die Richtung ,,<=“ und der Zusatz sind wegen der Kettenregel klar.

Fiir die Richtung ,=“, bemerken wir, dass aufgrund der Invertierbarkeit von df, :
TyM — Tp)N gerade dim(M) = dim(T,M) = dim(Ty,)N) = dim(N) gilt. Wéhle
Karten (U,¢) um p und (V,4) um f(p) mit f(U) C V. Da die Kartenabbildungen
Diffeomorphismen sind, ist mit df, auch d(¢ o f o ™), = dyy o dfp 0 d(e™ )y
invertierbar. Daher kénnen wir Satz 1.24 auf ¢ o f o ¢~ anwenden. Da 1 und ¢~
Diffeomorphismen sind, erhalten wir daraus das gewiinschte Resultat fiir f. O

Als nachstes widmen wir uns den lokalen Normalformen von Immersionen bzw. Submer-
stonen in einem Punkt p € M zu. Dazu benétigen wir zundchst einige Bezeichnungen:

Definition 1.26. Es sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei
Mannigfaltigkeiten M und N.

o [ heilit Immersion in p € M, falls dfy, : T,M — Tp@)N injektiv ist. f heifit
Immersion, falls f Immersion in jedem Punkt p € M ist.

22



e [ heiit Submersion in p € M, falls df, : T,M — Try,) N surjektiv ist. f heifit
Submersion, falls f Submersion in jedem Punkt p € M ist.

e Ein p € M heifit reguldrer Punkt (von f), falls f eine Submersion in p ist, sonst
kritischer Punkt (von f). Ein ¢ € N heifit regularer Wert (von f), falls jedes
p € f~1(q) ein reguldrer Punkt ist.

Aus der Analysis ist folgender Satz bekannt:

Satz 1.27. Es sei U eine offene Umgebung von 0 in R™ sowie f : U — R™ differenzierbar
mit f(0) = 0. Dann gilt:

(a) Ist Df(0) injektiv (d.h. f eine Immersion in 0), so ist n < m und es existiert ein
Diffeomorphismus v zwischen offenen Umgebungen von 0 in R™ (d.h. eine Karte
von R™ um 0) der 0 fiziert, so dass

(Yo f)xy,...,zn) = (x1,...,2pn,0,...,0)
fir alle (x1,...,xy,) in einer offenen Umgebung von O gilt.

(b) Ist Df(0) surjektiv (d.h. f eine Submersion in 0), so ist n > m und es existiert ein
Diffeomorphismus ¢ zwischen offenen Umgebungen von 0 in R™ (d.h. eine Karte
von R™ um 0) der 0 fiziert, so dass

(foo ™ )(x1,...,2n) = (T1,...,Tm)
fir alle (x1,...,xy,) in einer offenen Umgebung von O gilt.
Auf Mannigfaltigkeiten gilt entsprechend:

Satz 1.28. Es sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen Mannigfaltigkei-
ten M und N, n:=dim(M) und m := dim(N) sowie p € M. Dann gilt:

(a) Ist f eine Immersion in p € M, so ist n < m und es existieren Karten (U, ) um

p und (V) um f(p), so dass p(p) =0 € R", ¥(f(p)) =0 € R™, f(U) CV und
(Yofop ™ )ay,...,x,) = (x1,...,2,0,...,0)
fir alle (x1,...,2,) € p(U) gilt.

(b) Ist f eine Submersion in p € M, so ist n > m und es existieren Karten (U, p) um
p und (V,¢) um f(p) so dass ¢(p) =0 € R", (f(p)) =0€R™, f(U) CV und

(1b0f0¢_1)(x1,...7xn) = (T1,..., %)

fir alle (z1,...,2,) € p(U) gilt.
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Beweis. Wihle in beiden Féllen Karten (U @) um pund (V, ) um f(p), so dass @(p) = 0
und J(f(p)) = 0 ist und so, dass f(U ) C V ist. Betrachte dann @bofogo_l U CR"— R™
und wende Satz 1.27 auf diese Funktion an.

Falls f eine Immersion in p ist, erhalten wir dann einen Diffeomorphismus 1Z zwischen
offenen Umgebungen von 0 in R™ der 0 fixiert, so dass fiir alle (z1, ..., x,) in einer offenen
Umgebung von 0 in R™ gerade (@Zo Yo fo o YV(w1,...,2n) = (z1,...,2,,0,...,0) gilt.
Durch Setzen von 1 := 12 ot und p == @ (und entsprechendes Einschrinken) folgt die
Behauptung.

Analog folgt die gewiinschte Aussage, falls f eine Submersion in p ist. O

Als néchstes wollen wir eine alternative Charakterisierung von Einbettungen geben. Da-
zu bemerken wir, dass fiir eine Untermannigfaltigkeit N einer Mannigfaltigkeit M der
Tangentialraum T, N von N in p € N auf natiirliche Weise ein Unterraum des Tan-
gentialraumes T, M von M in p ist, da ja jede differenzierbare Kurve in N durch p
auch eine differenzierbare Kurve in M durch p ist und dass zwei differenzierbare Kurven
7 : (—€1,€e1) — N und 72 : (—e€g,€2) — N mit 71(0) = 12(0) = p, die in p als diffe-
renzierbare Kurven nach N dquivalent sind, auch in p als differenzierbare Kurven nach
M &Aquivalent sind. (Genauer identifizieren wir T, N mit seinem Bild di,(T,N) in T,M
unter der differenzierbaren Inklusionsabbildung ¢ : N — M, «(p) :=p fiir p € M).

Nun kénnen wir Einbettungen wie folgt charakterisieren:

Proposition 1.29. Es sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen Man-
nigfaltigkeiten M und N. Dann ist f eine Finbettung und damit f(M) eine Unterman-
nigfaltigkeit von N genau dann, wenn f eine injektive Immersion ist, die einen Homdo-
morphismus aufs Bild f(M), ausgestattet mit der Teilraumtopologie, induziert.

Beweis. ,= “: Essei f: M — N eine Einbettung. Dann ist f(M) eine Untermannigfal-
tigkeit von N und f : M — f(M) ein Diffeomorphismus. Also ist f injektiv und fir jedes
p € M ist dfy : TyM — Ty, f(M) invertierbar, wenn wir f als Abbildung nach f(M)
betrachten und somit dfy, : Ty,M — Ty, N injektiv, wenn wir f als Abbildung nach N
betrachten. Daher ist f eine Immersion. Da f : M — f(M) ein Diffeomorphismus ist,
ist f insbesondere ein Homéomorphismus.

»< “: Sei nun f eine injektive Immersion, die einen Homéomorphismus aufs Bild f(M)
induziert. Wir zeigen zunéchst, dass f(M) eine Untermannigfaltigkeit ist. Sei dazu ¢ €
f(M) gegeben. Da f eine Immersion ist, existieren nach Satz 1.28 Karten (U, ¢) von M
um p := f~1(q) und (V,%) von N um ¢ mit p(p) =0 € R, ¢(q) =0 € R™, f(U) CV
und (Yo fop ) (z1,...,2n) = (21,...,2,,0,...,0) fiir alle (z1,...,2,) € p(U), n :=
dim(M) < dim(N) =: m.

Da f: M — f(M) ein Homéomorphismus ist, ist f(U) offen in f(M) und daher existiert
eine offene Menge Vin N mit VN f(M) = f(U). Wir setzen W := (V) N7, (p(U)) C
R™ sowie V := ¢ Y (W)NV = V Ny Yx,; (eU)) NV, wobei m, : R™ — R" die
Projektion auf die ersten n Komponententen ist. Dann ist V offen.

Weiter ist V N f(M) = f(U): Denn einerseits ist V N f(M) C V N f( )
Anderseits ist f(U) = ¢~ (0 f o ¢ )(@(U) = 6~ (in(p(U)) € 6 ("

S
=
S
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und somit f(U) € V N f(M), wobei 1, : R" — R™ die Inklusion von R™ in R™, d.h.
(T, .. ) = (xl,...,:nn,AO,.A. ., 0) fiir (x1,...,oy) € R™

Wir behaupten nun, dass (V,) mit ¢ := ¢|‘7 eine Untermannigfaltigkeitskarte von
f(M) um q ist: Einerseits ist

V) N (R x {0}™") = (V) N (R™ x {0}7") S W N (R x {0} ")
C m (p(U)) N (R™ x {0} ") = tn(p(U))
(Yo fop™ ) (e(U)) =4(f(U)) = (VN f(M))

und andererseits (V N f(M)) € ¢(V) und nach obiger Rechnung (V N f(M)) =
7 (1)) 1 (B x {0}™) € R x {0, also (V70 £ (M) € H(V) 1 (R X {0}™™).
Daher ist (VN f(M)) = (V)N (R™ x {0}™ ™), also (V, 1)) Untermannigfaltigkeitskarte
und somit ist f(M) eine Untermannigfaltigkeit.

Fassen wir f nun als Abbildung nach f(M) auf, so ist auch f : M — f(M) differenzierbar
und dfy : TyM — Ty, f(M) injektiv fiir jedes p € M. Da dim(M) = n = dim(f(M))
ist, ist df, sogar invertierbar fiir jedes p €M und nach dem Umkehrsatz daher auch
f~1: f(M) — M differenzierbar, also f : M — f(M) ein Diffeomorphismus. O

Bemerkung 1.30. Es gibt injektive Immersionen zwischen Mannigfaltigkeiten, die kei-
nen Homoéomorphismus aufs Bild liefern. Beispielsweise ist fiir jede irrationale Zahl «
die Abbildung f : R — T2 f(t) = (e*™, e2™) eine injektive Immersion, die keinen
Homoéomorphismus aufs Bild liefert, da das Bild von f dicht in 7?2 liegt (Ubung!).
Allgemein kann man zeigen, dass fiir jede injektive Immersion f : M — N das Bild f(M)
auf eine eindeutige Weise zu einer Mannigfaltigkeit gemacht werden kann, so dass f ein
Diffeomorphismus aufs Bild f(M) ist. Allerdings ist f(M) dann im Allgemeinen keine
Untermannigfaltigkeit von N mehr, sondern die Topologie auf f(M) ist im Allgemeinen
feiner als die Teilraumtopologie von f(M). Man nennt dann f(M) auch immersierte
Untermannigfaltigkeit (von N ).

Warnung: Manche Autoren nennen immersierte Untermannigfaltigkeiten in unserem Sin-
ne einfach nur Untermannigfaltigkeiten und ,,unsere* Untermannigfaltigkeiten dann ein-
gebettete Untermannigfaltigkeiten.

Beispiel 1.31. Die Abbildung f : RP2 — R*, f([z : y : 2]) = %%Qyz) ist eine
Einbettung von RP? nach R* (Ubung!). Zum Nachweis, dass f ein Homdomorphismus
ist, benutze man die Aussage am Ende von Abschnitt 1.1, dass jede stetige bijektive
Abbildung eines kompakten topologischen Raumes in einen Hausdorff-Raum ein Homé&o-

morphismus ist.

Nun wollen wir den Satz vom regularem Wert beweisen, den Sie eventuell auch schon
aus der Analysis-Vorlesung fiir Untermannigfaltigkeiten des RY kennen:

Satz 1.32 (Satz vom reguldren Wert). Es sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung
zwischen Mannigfaltigkeiten M und N und q € f(M) ein requldrer Wert. Dann ist f~'(q)
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eine Untermannigfaltigkeit der Dimension dim(M) — dim(N) und der Tangentialraum
von f~1(q) an der Stelle p € f~1(q) ist durch T,f~1(q) = ker df,, gegeben.

Beweis. Sei p € f~'(q) gegeben. Dann existieren nach Satz 1.28 Karten (U, ) von M
um p und (V,4) von N um g mit p(p) = 0 € R™, ¢(q) = 0 € R™, f(U) C V, so
dass (o foo N(wy,...,zn) = (21,...,7y) fir alle (z1,...,2,) € p(U) gilt, wobei
n = dim(M) und m := dim(N) ist. Dann ist (U, ) eine Untermannigfaltigkeitskarte
der Dimension n —m von f~1(¢) um p, denn es ist

()N ({0} x R"™™) = (o fo ")H(0) = (o fluop ) (0)
= o(fl5" (W H0))) = (U N W 71(0) = (U N fF1(q)).

Also ist f~1(q) eine (n — m)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Sei nun v € T,,f1(g) gegeben. Dann existiert eine differenzierbare Kurve v : (—¢, €) —
f~Y(g) mit v(0) = p und v = 4/(0) und es folgt (f o v)(t) = f(y(t)) = ¢ fiir alle
t € (—¢,¢) und somit 0 = (f 07)"(0) = df0)(v'(0)) = dfp(v). Also ist v € ker(df,), d.h.
T,f1(q) C ker(df,). Aus Dimensionsgriinden folgt dann 7}, f~*(g) = ker(df,). O

Beispiel 1.33. e Wir betrachten die Sphire S™ C R”. Dann ist S™ = f~1(1) fiir die
differenzierbare Abbildung f : R"™ — R, f(z) = 2} + ... 4+ 22, ;. Wir haben
dfy = Df(x) = (2z1,...,20p41) = 2z # 0 fir alle z = (z1,...,2,41) € S™, und
somit, dass df, : R"™' — R surjektiv ist fiir alle x € S™. 1 ist also ein regulirer

Wert von f und S™ ist eine (n 4+ 1) — 1 = n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R"*! und 7,,S™ = ker(df,) = z*.

e O(n) = {A € R™"|ATA = [} ist Untermannigfaltigkeit der Dimension ”("2_1)
von GL(n,R) und damit Lie-Gruppe (siche Beispiel 1.11):
Betrachte dazu die differenzierbare Abbildung f : R™*"™ — Sym(n,R), f(A) =
AT A, wobei Sym(n, R) den Vektorraum der symmetrischen n x n-Matrizen bezeich-
net. Dann ist O(n) = f~!(I,,). Sei nun A € O(n) gegeben. Zur Berechnung von df
sei B € R™*"™ = TyR"*" gegeben. Dann ist v : R — R™*" ~(t) := A+tB eine Kur-
ve in R™" mit v(0) = A und 4(0) = B. Daher ist (f o)(t) = (A+tB)T(A+tB)
und nach Bemerkung 1.23 gilt somit df4(B) = (f ov)'(0) = BTA + A”B.
Um zu zeigen, dass dfg : R™*" — Sym(n,R) surjektiv ist, sei C' € Sym(n,R) =

T

T't(4) Sym(n, R) gegeben. Dann ist dfa (AQ—C) = <%) A+ ATATC = %TATA +
ATA% = % + % = (C, wobei wir benutzt haben, dass A € O(n) und C €
Sym(n,R) ist. Daher ist dfa surjektiv, I, ein reguldrer Wert und somit O(n)
eine Untermannigfaltigkeit von R™*", und damit auch von der offenen Teilmen-
ge GL(n,R) von R™ " der Dimension dim(R"*") — dim(Sym(n,R)) = n? —
ntl) =m0l Weiter ist TaO(n) = kerdfa = {B € R™"[BTA+ ATB =0} =
{B e Rvn(ATB)T = —ATB}. Insbesondere ist also o(n) := so(n) :=17,0(n) =

{B c R BT = —B } die Menge aller schiefsymmetrischen Matrizen.
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1.7 Das Tangentialbiindel

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Vereinigung (J,cps TpM auf natiirliche
Weise eine differenzierbare Mannigfaltigkeit wird, das sogenannte Tangentialbiindel T M.
Genauer wird T'M, bzw. die natiirliche Projektion m : TM — M ein sogenanntes Vek-

torbiindel sein:

Definition 1.34. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Vektorbindel
(vom Rang k tber M ) ist ein Paar (E, ) bestehend aus einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit F und einer surjektiven differenzierbaren Abbildung 7 : E — M, so dass fiir
jedes p € M gilt:

(i) Die Faser E, := n~1(p) iiber p ist ein k-dimensionaler Vektorraum und

(ii) es existiert eine offene Umgebung U von p und ein Diffeomorphismus ® : 771(U) —
U x R*, so dass das Diagramm

~1(U) e U x RF

s
pry

U

kommutiert und ®|g, : B, — {q} x R¥ = R* fiir jedes ¢ € U ein linearer Isomor-
phismus ist.

FE heifit dann Totalraum, M Basis des Vektorbiindels und ® lokale Trivialisierung.
Wir notieren oft das Vektorbiindel nur mit E oder .

Beispiel 1.35. e Esist M x R* zusammen mit der Projektion auf die erste Kompo-
nente ein Vektorbiindel vom Rang k, das triviale Vektorbindel vom Rang k iiber
M.

e Ein Vektorbiindel (E,7) vom Rang k iiber M heifit trivialisierbar, falls es eine
globale Trivialisierung besitzt, d.h. eine lokale Trivialisierung ® : E = 7~ (M) —
M x RF.

e Das Mobiusband M = [0,1] x R/ ~, wobei ~ die Punkte (0,¢) mit (1, —t) identifi-
ziert, ist ein nicht trivialisierbares Vektorbiindel iiber S' (Ubung!).

Definition 1.36. Es sei (F, ) ein Vektorbiindel iiber M. Ein (differenzierbarer) Schnitt
(von (E,r) ist eine differenzierbare Abbildung s : M — E mit 7 o s = idps, d.h. mit
s(p) € B, fir alle p € M. Mit I'(E) bezeichnen wir die Menge aller Schnitte von E. Man
bemerke, dass I'(E) ein R-Vektorraum, sogar ein C'°°(M)-Modul mittels (f - s)(p) :=
f(p)-s(p),pe M, fur f € C°(M), s € I'(E) ist.

Ein lokaler (differenzierbarer) Schnitt von E ist eine differenzierbare Abbildung s: U —
E auf einer offenen Teilmenge U von M mit 7o s = idy.
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Wir wollen nun zeigen, dass das Tangentialbindel TM := U,ep TpyM (disjunkte Vereini-
gung!) einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M auf natiirliche Weise ein Vektorbiindel
vom Rang n iber M ist. m : TM — M ist dabei iiber w(v) = p fiir v € T,M defi-
niert. Sei {(Uq, @) € A} ein abzahlbarer Atlas von M, der existiert, da M das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt (Ubung!).

Wir bemerken, dass dann 7—(U,) = Upew, TpM gilt und definieren nun eine bijektive
Abbildung ¥, : 71 (Us) = pa(Ua) x R™ iiber U4 (v) = (0a(m(v)), d(@a)r(w) (V).

Wir werden weiter unten zeigen, dass {(7~}(U,), ¥4 )| € A} ein differenzierbarer Atlas
auf TM ist. Da die Umkehrabbildung durch W ! (x,u) = d(¢;!).(u) gegeben ist, ist der
Kartenwechsel gerade durch

(Wgo U ) (z,u) = (950 0a ) (@), D(gs o 0, )(x)(u))

fir (z,u) € pa(Us NUg) x R™ gegeben und damit differenzierbar. Wir bemerken, dass
dies fiir jede von einer Karte (U, ¢) von M wie oben induzierte Abbildung ¥ : #=1(U) —
©(U) x R™ gilt. Daher wird dann auch (7~}(U), ¥) eine Karte (in der differenzierbaren
Struktur) von T'M sein und die induzierte differenzierbare Struktur auf 7'M héngt nicht
von der Wahl des abzdhlbaren Atlas auf M abhéngen.

Bevor wir die weiteren Eigenschaften tiberpriifen, miissen wir zunéchst eine Topologie
auf TM definieren. Es soll dabei U C T'M offen sein genau dann, wenn ¥, (71 (U,)NU)
offen in 4 (U,) x R™ C R?" fiir alle a € A ist. Dann sind offensichtlich () und M offen.
Weiter ist fiir eine Familie offener Mengen (V;);cr in TM die Vereinigungsmenge | J;c; Vi
offen in T'M, denn

T, <7r—1(Ua) nY v) =, (U(Tr_l(Ua) N V;;)) = J(Wa(n™ (Ua) N V)))

el il il

ist fiir jedes @ € A als Vereinigung offener Mengen in R?" auch offen in R?". Seien
nun V und W offen in TM. Dann ist U, (771 (U) NV W) = Upo(n t(Us) N V)N
U, (771 (Uy) N W) fiir jedes a € A als Schnitt offener Mengen in R?" selbst offen in R?”
und somit V NW offen in T'M. Also haben wir wirklich eine Topologie auf T'M definiert.
Wir zeigen nun, dass ¥, : 7 1 (Us) = ¢a(Us) x R*® Homdomorphismen sind. Dazu
bemerken wir zunéchst, dass fiir jedes a € A die Menge 7~ !(U,) wegen der Offenheit
von Vg (r~ 1 (Ug) N7~ Y (Uy,)) = 0p(Us NU,) x R™ in R?" fiir alle 8 € A offen in TM ist.
Sei nun eine offene Menge V' C ¢, (U,) x R™ gegeben. Dann ist

Ws(n™ (Up) NUGH(V)) = (P50 W) (Va(n™ (Ua) N7 (Up)) N V)

fiir jedes B € A offen, da WgoW ! 1 0o (UsNUg) X R™ — 5(UaNUg) x R™ fiir jedes B € A
ein Diffeomorphismus ist. Also ist ¥, stetig. Wir bemerken, dass dann auch 7 stetig ist,
da 7| -1y, = @5 Lopr; oW, als Verkniipfung stetiger Abbildungen fiir jedes o € A stetig
ist. Nun ist ¥, auch offen, da fiir offenes W C 7~!(U,) nach Definition der Topologie
Vo (W) = Uyo(r 1 (U,) N W) offen in R?" ist. Daher ist ¥,, ein Homdomorphismus.

Als néchstes bemerken wir, dass T'M das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt: Denn um
eine abzéhlbarer Basis der Topologie von T'M zu bekommen, nehme man sich fiir jedes
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a € A eine abzéhlbare Basis der Topologie von ¥, (U,) C R?". ziehe diese mittels U,
fiir jedes a € A auf TM hoch und vereinige diese. Da A abzéhlbar war, ergibt dies eine
abzahlbare Basis der Topologie von T M.

Weiter ist TM ein Hausdorff-Raum: Seien dazu v,w € TM gegeben. Ist 7(v) # 7(w),
so existieren offene disjunkte Umgebungen U von 7(v) und V von 7(w) in M, da M
ein Hausdorff-Raum ist. Daher sind 7=!(U) und 7~ 1(V) offene disjunkte Umgebungen
von v und w in TM. Ist w(v) = m(w), so wéhle ein @ € A mit v,w € U,. Dann kénnen
wir ¥, (v) und ¥, (w) in ¥, (U,) durch offene disjunkte Umgebungen trennen und durch
Urbildbildung mittels ¥, kénnen wir daher auch v und w in U, C T'M durch offene
disjunkte Umgebungen trennen.

Insgesamt haben wir jetzt also gezeigt, dass T'M eine 2n-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit mit differenzierbarem Atlas {(7=1(U,), ¥o)|a € A} ist und dass 7 :
TM — M stetig ist. Dann ist aber m auch differenzierbar, da fir alle a € A gerade
waomoW 1l (Uy) xR™ — ¢4 (Uy) die Projektion auf die erste Komponente ist. Weiter
ist fiir jedes p € M die Faser 7—!(p) gerade durch den n-dimensionalen Vektorraum
T,M gegeben. Daneben ist @, : 77 1(Uy) — Uy X R, &, = (p;! x idgn) o ¥y, ein
Diffeomorphismus, der pry o @, = 7 und @4 [r-1(p)(v) = Pal7,0(v) = (P, d(pa)p(v)) filr
alle p € M und alle v € 7~ '(p) = T,M erfiillt. Daher ist ®o|-1(,) : TpM — R" ein
linearer Isomorphismus und @, eine lokale Trivialisierung. Damit haben wir nun gezeigt:

Satz 1.37. Es sei M eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Tan-
gentialbtindel T'M := J,eps wird mit der oben angegebenen Topologie und differenzier-
baren Struktur eine 2n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit, so dass (T'M, ),
m:TM — M die natiirliche Projektion, ein Vektorbiindel vom Rang n tber M wird.

Beispiel 1.38. Das Tangentialbiindel T'G' jeder Lie-Gruppe G, insbesondere also auch
TS, ist trivialisierbar (Ubung!).

Weiter kénnen wir nun durch ,Zusammenfassen® aller Differentiale df, : T,M — T,N
einer differenzierbaren Abbildung f : M — N in allen Punkten p € M das Differential
df von f als eine Abbildung df : TM — TN definieren, die selbst differenzierbar sein
wird:

Proposition 1.39. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine differen-
zierbare Abbildung. Das Differential df von f, definiert als die Abbildung df : TM — TN,
df (v) := df (v (v) fiir v € TM, ist eine differenzierbare Abbildung,

Bemerkung 1.40. Es sei (U, ¢) eine Karte von M. Die zugehérige Karte (7~1(U), ¥) von
T'M hatten wir oben als ¥ (v) = (¢(7(v)), dpx(y)(v)) definiert. Nun ist 7~ }(U) = TU und
T(U) kanonisch trivialisierbar iiber Tp(U) 3 w = [Y]x(w) = (7(w),7'(0)) € o(U) x R"
und unter dieser Trivialisierung gilt dann ¥(v) = de(v) fiir v € TU (man benutze, dass
wir vorher schon die Abbildung dyy(,) als Abbildung nach R" betrachtet haben).

Beweis von Proposition 1.89. Sei v € TM gegeben. Sei (V,1) eine Karte von N um
7w (df (v)) und sei (U, ) eine Karte von M um ms(v) mit f(U) C V. Da df Fasern von
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7 auf Fasern von 7y, abbildet, gilt dann df (1} (U)) € 7y (V). Weiter ist (13 (U), dp)
eine Karte von TM um v und (7' (V), dv) eine Karte von TN um df (v) und es gilt

(dyp o df o dp™")(w,u) = (di o df)(d(p™ () = dp((df 112y © dlp™)a) (w)
= dyp(d(f oo™ )u(u) = (o fop™)(@),d(ofop)ulu)
fir (z,u) € (U) x R™. Da diese Abbildung stetig und di) und dp als Karten Homoo-

morphismen sind, ist df |,T_1(U), und somit df insgesamt stetig. Dann zeigt die Differen-
zierbarkeit von di o df o dp~!, dass df sogar differenzierbar ist. O

1.8 Vektorfelder und Integralkurven von Vektorfeldern

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition eines Vektorfeldes:

Definition 1.41. Essei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein (differenzierbares)
Vektorfeld (auf M) ist ein differenzierbarer Schnitt X : M — TM des Tangentialbiin-
dels TM von M. Ein lokales (differenzierbares) Vektorfeld ist entsprechend ein lokaler
differenzierbarer Schnitt von T'M. Fiir den Wert eines (lokalen) Vektorfeldes an einem
Punkt p € M schreiben wir im Folgenden oft X, statt X (p).

Beispiel 1.42. Fiir M = R" kénnen wir wie in Bemerkung 1.40 das Tangentialbiindel
TR™ kanonisch mit R*"* mittels TR™ 5 v = [y]x() — (7(v),7(0)) € R*" identifizieren.
Ein differenzierbares Vektorfeld auf R” hat dann die Gestalt X : R* — TR" = R??,
X (z) = (2, X(x)) mit einer differenzierbaren Abbildung X : R® — R™. Wir identifizieren
im Folgenden X mit X, d.h. ein Vektorfeld auf R" ist fiir uns eine differenzierbare
Abbildung X : R™ — R". Entsprechendes gilt fiir lokale Vektorfelder auf R"™.

Es sei X € I'(T'M) ein Vektorfeld auf M und ¢ € M Dann ist X, € T; M eine Derivation
in ¢, kann also auf Funktionskeime in ¢ angewendet werden. Ist nun f € C°° (M) gegeben,
so definiert f einen Funktionskeim [f], in ¢ und es ist X,(f) := X4([f]4) € R. Daher ist
X(f) : M = R, X(f)(p) = X,(f) eine Abbildung von M nach R. Wir zeigen gleich,
dass X (f) differenzierbar ist. Dazu benétigen wir eine lokale Beschreibung von X:

Beispiel 1.43. Es sei (U, ¢) eine Karte einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, ¢ =

(1,...,xy). Wir definieren fiir jedes i = 1,...,n ein lokales differenzierbares Vektorfeld
auf U durch

5 (0) = | = e () = de (o (), 1)
fir p € U. Wir nennen 8%1’ cees % lokale Koordinatenfelder.

Wir kénnen nun verschiedene Eigenschaften von X (f) zeigen:
Zunéchst ist (a%l(p), e %(p)) fiir jedes p € U eine Basis von T,U. Daher kénnen wir
X |y schreiben als

n
Xy =Y Xi- 52
=1
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mit Funktionen Xi,..., X, : U — R. Da

(dp o X)(p) = (p(p), dpp(X(p))) = (sf)(p),dsop <Z Xi(p) - 5 p))
i=1

= (¢(p), (X1(p), - - -, Xn(p)))

fir p € U gilt, ist X; : U — R differenzierbar fiir alle ¢ = 1,...,n. Daher ist

X(F)0) = Xolf) = (Z X0 i
=1

) =3 %0 25 ot

fir jedes p € U und somit X (f) differenzierbar. Offensichtlich ist X (f-g)(p) = Xp(f-9) =
Xp(f) - 9(p) + fp) - Xp(9) = X(f)(P) - 9(p) + f(p) - X(g)(p) fiir jedes p € M, also
X(f-9)=X(f)-g+f X(9)
Weiter ist eine Abbildung X : M — T'M mit X (p) € T, M fiir alle p € M per Definition
differenzierbar genau dann, wenn es um jeden Punkt p € M eine Karte (U, ) von M,
o = (z1,...,2,), gibt, so dass

(dpo X op™)(z) = (2, X1(¢™ (2)),.., Xul(¢™ (2))

differenzierbar ist, wobei die Funktionen X1,...,X,, : U — R wie oben iber
n
Xu =3 Xi- g,
i=1

definiert sind.
Wir haben also gezeigt:

Lemma 1.44. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

(a) Es sei X € T'(TM) ein differenzierbares Vektorfeld. Dann ist fiir jede differenzier-
bare Funktion f € C*(M) auch X (f) differenzierbar und die zugehorige Abbildung
X : C®(M) — C*°(M) ist eine Derivation von M, d.h. X : C*°(M) — C*(M)
ist R-linear und erfillt die Leibnizregel

X(f-9)=X(f)-g+f X(g)

fir f,g € C®°(M).

(b) Eine Abbildung X : M — TM mit X (p) € T,M fir alle p € M ist ein differenzier-
bares Vektorfeld genau dann, wenn es um jeden Punkt p € M eine Karte (U, p)
von M gibt, so dass die durch

n
Xlp=> Xi 52
i=1

definierten Funktionen X1 :U — R, ..., X, : U = R alle differenzierbar sind.
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Wir kénnen die Summe zweier differenzierbarer Vektorfelder X, Y € I'(T'M) punktweise
durch (X+Y)(p) := X(p)+Y (p) definieren (man bemerke, dass X (p) und Y (p) Elemente
des R-Vektorraumes 7, M sind) und ebenso (AX)(p) := A- X (p) fir A € R. Aus Lemma
1.44 (b) folgt direkt, dass X + Y und AX wieder differenzierbare Vektorfelder sind.
Wir koénnen sogar ein differenzierbares Vektorfeld X mit einer differenzierbaren Funk-
tion f € C°°(M) punktweise multiplizieren und erhalten dadurch ein differenzierbares
Vektorfeld fX, (fX)(p) := f(p)- X(p) fir p € M. I'(TM) wird also sogar zu einem
C*°(M)-Modul. Eine weitere algebraische Struktur auf I'(T'M) ist die einer (reellen)
Lie-Algebra:

Definition 1.45. Eine (reelle) Lie-Algebra g ist ein Paar g = (V,[,-]) bestehend aus
einem reellen Vektorraum V' und einer bilinearen, schiefsymmetrischen Abbildung |-, ] :
V x V — V, genannt die Lie-Klammer von g, so dass |-, -] die Jacobi-Identitdt

(X, [V, Z]] + [V, [2, X]] + [2,[X, Y]] = 0
fir alle X,Y, Z € V erfiillt.

Wir wollen nun die Lie-Klammer auf I'(T'M) definieren. Dazu brauchen wir noch, dass
die ,,Operatoren* 8%1, ce % :C®°(U) — C*°(U) fur eine Karte (U, ¢) vertauschen:

Bemerkung 1.46. Es sei (U, ¢) eine Karte einer Mannigfaltigkeit M, ¢ = (z1,...,2zy).
Fird,j € {1,...,n} ist dann

. ool =
6?01(8%(f)) - %(aﬁz(f)) = % (a(faifj)ogp) - % (%080)

J
_ 9(fop™) *(fop™) _
~ Ox;0zx; oY - Ox;0x; oY= 0

fiir jedes f € C*°(U) nach dem Satz von Schwarz.

Damit ldsst sich die Lie-Klammer auf I'(T'M) nun wie folgt definieren:

Definition 1.47. Es seien X und Y differenzierbare Vektorfelder auf einer differen-
zierbaren n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Wir definieren nun ein differenzierbares
Vektorfeld [X,Y] auf M dadurch, dass wir fir gegebenes p € M eine Karte (U, ),
¢ = (z1,...,2,) um p wihlen und dann

(X, Y)(p) == Y (Xip) - 3%

1,j=1

) - Yile) - g

(X))

p

n
_ ) 0
YN 2

n
i
- Z Xp(Y5) B
j=1 7j=1

p

setzen, wobei X |y =Y, X, - % und Y|p=>i1,Y;- % ist. Wir nennen dann [X, Y]

auch den Kommutator von X und Y.
Wir zeigen nun, dass [X, Y], = [X,Y](p) € Der,(M) = T, M unabhéngig von der gewéhl-
ten Karte (U, ¢) ist und daher [X, Y] nach Lemma 1.44 tatséchlich ein differenzierbares
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Vektorfeld auf M ist. Sei dazu ein Funktionskeim [f], in p gegeben. Durch eventuelles
Verkleinern von U koénnen wir annehmen, dass f auf U definiert ist. Dann ist

X, YTp([/]p) = Z: (Xito)- ] (V) | (1) = Yalo) - | (%) ] ((719))
25 (X0- @Y ) -V | éxj 1)
- Z (X:0) - Yi0) - 2 G (D)) — Vi) X)L (= (D))
=Zz:jl(xi<p> 2] o) %) 2] X))
—ijil(xxp) Vi) - o2 (2 (£)0) — Yip)Xilp) - 52 (i ()(p))

=X,Y|u(f)) — (X|u(f)),

wobei wir in * die Leibnizregel und im letzten Schritt Bemerkung 1.46 benutzt haben.
Dies zeigt, dass [X, Y], € Der,(M) = T, M unabhingig von der gewihlten Karte (U, ¢)

ist (da fiir eine andere Karte (U, ) um p dann X |z, (f) bzw. X|7-,(f) den gleichen
Funktionskeim in p wie X |y (f) bzw. Y|y (f) definiert).

Bemerkung 1.48. Fiir die lokalen Koordinatenfelder 8%1, cee % einer Karte (U, ), ¢ =
o a
dx; Oz

(1,...,xy,) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M gilt { , ax]} =0 fiir alle 4, €

{1,...,n}.

Es gilt nun:

Proposition 1.49. FEs sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann macht die
in Definition 1.47 eingefihrte Abbildung [-,-] : T(TM) x T(TM) — I'(TM) den R-
Vektorraum T'(T M) zu einer Lie-Algebra. Weiter gelten fiir differenzierbare Vektorfelder
X,Y e (T M) und differenzierbare Funktionen f,g € C*(M) folgende Rechenregeln:

(X, Y)(f) = XY () Y (X)),  [fX,gY]=fglX. Y]+ [X(9)Y —gY ()X

Beweis. Offensichtlich ist [-,-] : T(TM) x I'(T'M) — I'(T'M) R-bilinear und antisymme-
trisch. Die Jacobi-Identitdt kann man direkt nachrechen ebenso wie die zweite Rechen-
regel (Ubung!). Die erste Rechenregel hatten wir schon in Definition 1.47 bewiesen. [

Bemerkung. Die Rechenregel [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) fir X, Y e I(TM), f €
C° (M) rechtfertigt den Namen , Kommutator® von X und Y fiir das Vektorfeld [X, Y.

Offensichtlich ist T'(7'M) unendlich-dimensional (aufler fiir nulldimensionale Mannigfalg-
keiten). Ist M = G eine Lie-Gruppe, so hat I'(T'G) aber eine interessante endlich-
dimensionale Lie-Unteralgebra, d.h. einen Untervektorraum von I'(T'G), der beztiglich
der Lie-Klammer von I'(T'G) abgeschlossen ist und somit selbst eine Lie-Algebra wird:
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Beispiel 1.50. Es sei G eine n-dimensionale Lie-Gruppe. Wir bezeichnen im Folgenden
dann immer mit [, € C*°(G) die Linkstranslation mit g € G, d.h. l4(h) := g - h fiir alle
h € G. Dann nennen wir ein Vektorfeld links-invariant, falls dl; o X = X o, fir alle
g € G ist (d.h. X ist mit allen Linkstranslationen Iy, g € G, vertrdglich im Sinne der
Ubungen).

In den Ubungen zeigen wir, dass die Menge I',(T'G) aller links-invarianten Vektorfelder
eine n-dimensionale Lie-Unteralgebra von I'(T'G) ist, welche kanonisch isomorph als Vek-
torraum zum Tangentialraum am Einselelement T,G mittels ' (TG) 3 X — X(e) €
T.G ist. Wir nennen I',(T'G) oder auch T.G mit der durch den Vektorraumisomorphis-
mus induzierten Lie-Klammer die Lie-Algebra von G und notieren diese mit g oder auch

Lie(G).
Nun kommen wir zu Integralkurven von Vektorfeldern:
Definition 1.51. Es sei X ein differenzierbares Vektorfeld auf einer differenzierbaren

Mannigfaltigkeit M. Eine differenzierbare Kurve v : (a,b) — M heifit Integralkurve (von
X ), falls 4(t) = X (v(t)) fir alle t € (a,b) gilt.

Wir betrachten die definierende Gleichung fiir eine Integralkurve in einer Karte (U, ¢),
d.h. wir nehmen an, dass vy((a,b)) C U ist. Dann kénnen wir nach Bemerkung 1.23 %

schreiben als §(t) = > i 7i(t) - B%i

mit v; : (a,0) > R, v :==zj07,i=1,...,n.
y(t)

Weiter ist
n n
XO0) =Y XG0 & =Ko ehw)- &,
i=1 =1
’ln ) 2
=N " Xi(n(®t),...,m(t)) - 2
z; 010, m®) - 55,
mit nach Lemma 1.44 differenzierbaren Funktionen X; : o(U) — R, i =1,...,n, womit
dann auch X; := X; 00! : o(U) — R fiir jedes i = 1,...,n differenzierbar ist.
Damit ist 7 eine Integralkurve von X genau dann, wenn (71, ...,7,) das folgende System

von gewbhnlichen Differentialgleichungen erfiillt:

Y1(t) = X1(11(t), - - -, (1)),

)

Tn(t) = Xn(y1(8), -+, Y (t))-

Wir brauchen nun einige grundsétzliche Resultate aus der Theorie der gew6hnlichen Dif-
ferentialgleichungen die eventuell auch schon im Rahmen der Analysis-Grundvorlesung
besprochen wurden. Meist werden in einer solchen Vorlesung als auch in Biichern die von
uns bendtigten Aussagen jedoch nur fiir C'-Funktionen bewiesen, so dass wir fiir einen
Beweis der folgenden Aussagen auf [Lee2, Theorem 17.9] verweisen (und durch Benutzen
des Wortes glatt klar machen, dass wir hier C*°-Funktionen meinen):
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Satz 1.52. Fs sei V C R" offen und F : V — R" eine glatte Abbildung. Firto € R und
xg € V betrachten wir das Anfangswertproblem

d(t)=F(c(t),  clto) = o
Dann gilt:

(a) (Satz von Picard-Lindelof):

Das obige Anfangswertproblem hat eine glatte Losung ¢ : J — U, J offenes Inter-
vall um tg, die in folgendem Sinne eindeutig ist:

Sind ¢; : J; — U, J; offenes Intervall um tg, i = 1,2 zwei Losungen des obigen
Anfangswertproblems, so ist c1|j,n, = €205 -

(b) (glatte Abhéngigkeit von den Anfangsdaten):

Es existiert ein offenes Intervall Jy um ty und eine offene Umgebung Uy C U wvon
xo, so dass es fir jedes y € Uy eine Losung cy des Anfangswertproblems c;(t) =
F(cy(t)), ¢y(0) =y auf ganz Jy gibt und so dass die Abbildung Jy x Uy > (t,y) —

cy(t) € U glatt ist.
Fiir uns ergibt sich aus Satz 1.52 (a) nun

Satz 1.53. FEssei X € I'(T'M) ein differenzierbares Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit
M. Dann gibt es zu jedem Punkt p € M eine eindeutige Integralkurve v : I — M, I
offenes Intervall um 0, von X mit v(0) = p, so dass fir jede andere Integralkurve
y:J — M, J offenes Intervall um 0, von X mit 4(0) = p gerade J C I und v|; =4
gilt.

Beweis. Es sei {74 : Io = M|a € A} die Menge aller Integralkurven von X mit 7,(0) =
p, I, offenes Intervall um 0. Diese ist nach Satz 1.52 (a) und den Voriiberlegungen davor
nicht leer.

Da I, ein offenes Intervall um 0 ist fiir jedes o € A, ist auch I := |JI, ein offenes
Intervall um 0 und wir definieren ~(t) := ~,(t) fir t € I, wenn t € I, ist. Wenn dies
wohldefiniert, also unabhéngig von o € A ist, folgt offensichtlich die Behauptung.

Seit € I, N Ig fiir a, f € A mit o # . Dann ist J := {t € I, N Ig|ya(t) = v5(t)} nicht-
leer wegen 0 € J und abgeschlossen in I, N I, da Integralkurven insbesondere stetig
sind. AuBlerdem ist J auch offen in I, N Ig: Denn fiir to € J, so kénnen wir durch Wahl
einer Karte um v,(t9) = v3(to) die Integralkurvenbedingung wie oben lokal zu einem
System gewohnlicher Differentialgleichungen auf einer offenen Teilmenge des R"™ machen
und damit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 1.52 (a) gerade, dass v, = 3
auch noch in einer offenen Umgebung von to € I, N I3 gilt.

Daher ist J als nicht-leere, offene und abgeschlossene Teilmenge der zusammenhédngenden
Menge I, N Ig gleich dieser Menge, d.h. J = I, N Iz und insbesondere ist ¢ € J, d.h.
Ya(t) = vp(t) wie gewiinscht. O

Satz 1.52 (b) und die Voriiberlegungen vor Satz 1.52 ergeben nun, dass X um jeden
Punkt einen lokalen Fluss besitzt:
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Satz 1.54. Es sei X ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M und p € M. Dann
besitzt X um p einen lokalen Fluss, d.h. es existiert eine offene Umgebung U von p in
M, ein offenes Intervall I um 0 und eine differenzierbare Abbildung ® : U x I — M, so
dass gilt:

(i) ®(q,0) = q fiir alle g € U und

(i) I >t~ ®(q,t) ist eine Integralkurve von M fiir jedes q € U, d.h. es gilt %@(q, t) =
X(®(q,t)) fir allet € I und q € U.

Bemerkung 1.55. Es sei ® : U x I — M ein lokaler Fluss eines Vektorfeldes X auf einer
Mannigfaltigkeit M.

e &:U x I — M ist eindeutig bestimmt wegen Satz 1.53, da I > ¢ — ®(p,t) fur
p € U gerade eine Integralkurve von X ist, die bei ¢ = 0 durch p geht.

o Es gilt die Flussgleichung
(I)t—‘rs = (I)t o (I)s

fir alle t,s € I mit t + s € I, wobei wir fiir t € I gerade &y : U — M, ®y(p) :=
®(p,t) gesetzt haben. Denn sowohl {t € It +s € I} =: J 5t +— ®144(p) also auch
I3t (Prods)(p) = P4(Ps(p)) sind Integralkurven von X die fiir ¢ = 0 den Wert
®,(p) haben: Im zweiten Fall ist das per Definition von ®; klar und im ersten Fall
ist klar, dass y(t) := ®415(p) gerade y(0) = ®,(p) erfillt. Da allerdings auch 4(t) =
(1) = [ A+ Wy = [ Bt + 5+ Wlapres) = lutso®(pru) =
X(®(p,t+s)) = X(y(¢t)) fur alle t € J gilt, ist v auch eine Integralkurve von X.

Besonders interessant ist fiir uns der Fall, wenn der lokale Fluss auf ganz M x R definiert
werden kann:

Definition 1.56. Ein Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M heifit vollstindig, wenn
X einen lokalen Fluss ® : M x R — M besitzt. Wir nennen dann ® auch einen globalen
Fluss.

Beispiel 1.57. (i) Es sei v € R" ein fixer Vektor. Dann ist das Vektorfeld X (x) := v,
x € R", auf R" vollstandig, denn ® : R™" xR, ®(z,t) := x+tv ist ein globaler Fluss
von X.

(ii) Die Abbildung f : (0,2m) — S, f(¢) := (cos(¢),sin(¢)) ist die Umkehrabbil-
dung einer Karte von S' und das davon induzierte lokale Koordinatenvektor-
feld 0y = 3%, (08) ¢y = dfe(er) fiir ¢ € (0,2m) ist mit der Identifikation von
Tq51 mit dem Tangentialraum als Untermannigfaltigkeit von R? gerade durch
Df(¢)(e1) = (—sin(p),cos(¢))? gegeben. Daher setzt sich 9, zu einem Vektor-
feld auf ganz S* fort. Dieses ist vollstindig, da der globale Fluss durch ® : S! x R,
D (cos(p),sin(e),t) := (cos(¢p + t),sin(¢p + t)) fir ¢ € R, t € R definiert ist.

(iii) Das Vektorfeld Y (z) := 2%, z € R, auf R ist nicht vollstiindig. Denn die maximale
Integralkurve v mit v(0) = 1 ist durch y(t) := 13 gegeben und somit nur auf
I = (—00,1) definiert.
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Auch ohne explizite Rechnung ist klar, dass das Vektorfeld dy auf S I aus Beispiel 1.57
(ii) vollstandig ist:

Satz 1.58. Es sei X ein Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M. Dann ist
X wollstindig.

Beweis. Nach Satz 1.54 existiert zu jedem Punkt p € M eine offene Umgebung U, von
p in M und ein €, > 0, so dass ein lokaler Fluss ® : U, x (—¢p,€,) — M existiert. Da
(Up)pem eine offene Uberdeckung von M ist und M kompakt ist, existieren pq,...,px €
M mit Uy, U...UU,, = M. Setzen wir € := min{ep,,..., €, } > 0, so existiert also
aufgrund der in Bemerkung 1.55 erwdhnten Eindeutigkeit ein lokaler Fluss ® : M x
(—€,€) — M. Diesen kénnen wir nun wie folgt auf M x (—2¢, 2¢) erweitern:

Fiir t € (—2¢, —€] U [e, 2¢) konnen wir ¢1,ts € (—¢,€) wihlen, so dass t = t; + t2 ist. Dann
setzen wir ®(p, t) := $y, (P, (p)) = ®(P(p, t1), t2). Analog zum Beweis der Flussgleichung
sieht man ein, dass diese Definition nicht von der Wahl von ¢1,%2 € (—¢, €) abhidngt und
dann, dass ®(p,t1 + t2) = P4, (P, (p)) = P(P(p,t2),t1) fiir alle t1,t2 € (—2¢,2¢) mit
t1 + ta € (—2¢,2¢) und alle p € M gilt. Dies zeigt dann auch die Differenzierbarkeit
von @ : M x (—2¢,2¢) — M, denn fiir fixes to € (—¢,€) ist D(p,t) = (P(p,t2),t — t2)
differenzierbar auf M x (—e + tg, € + t2).

Mittels vollstédndiger Induktion kénnen wir dann so den Fluss ® auf M x (—2"¢, 2™¢) fiir
jedes n € N und somit auf M x R erweitern. X ist also vollstandig. 0

Fiir ein vollstdndiges Vektorfeld X sind also die Abbildungen ®; Diffeomorphismen von
M (mit Umkehrfunktion ®_;). Weiter ist die Abbildung R > t — &; € Diff(M) eine
1-Parametergruppe von Diffeomorphismen:

Definition 1.59. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine 1-Parametergruppe von Diffeo-
morphismen (von M) ist ein Gruppenhomomorphismus R 3 ¢ — &, € Diff(M), d.h.
es gilt &1, = Py 0 O, fiir alle t,s € R, so dass die Abbildung ® : M x R — M,
O (p,t) := §y(p) differenzierbar ist. Oft nennen wir dann auch ® eine 1-Parametergruppe
von Diffeomorphismen.

Jedes vollstandige Vektorfeld auf M liefert also eine 1-Parametergruppe von Diffeomor-
phismen von M.

Wir wollen nun zeigen, dass diese Zuordnung bijektiv ist. Sei also eine 1-Parametergruppe
von Diffeomorphismen ® von M gegeben. Um die Zuordnung umzukehren, miissen wir
das gesuchte vollstiandige Vektorfeld X auf M in p € M durch X(p) := %|t:0 D(p,t)
definieren, da ja X (p) = X(®(p,0)) = %|t=0 ®(p,t) gelten soll.

Fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit von X sei eine Karte (U, ), ¢ = (21,...,2y)
von M gegeben. Dann ist nach Lemma 1.44 (b) X |y genau dann differenzierbar, wenn
die Funktionen Xi,...,X, : U — R, die X|y = > X, - 3%1 erfiillen, alle diffe-
renzierbar sind. Nach dem Beweis von Proposition 1.18 ist fiir jedes ¢ = 1,...,n ge-
rade X; = X|y(x;) (X|y wirkt als Derivation auf z; € C°°(U)) und somit, wegen

Xga*l(w) = X‘D((p*l(:c),[)) = %‘t:() q)(gpil(x)at) = at>—>¢(¢*1($),t) fir z € (P(U)a gerade
Xi(o M (@) = X100y ([#il p-1(2) = =0t = z3(R(0™ (@), 1)) = & fi(x,0)
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fir alle # € (U) mit der differenzierbaren Funktion f; := x; 0 ® o (¢! x idg) :
o(U) x R — R. Daher ist X; fir jedes i = 1,...,n differenzierbar und damit X dif-
ferenzierbar.

Nun gilt &9 = idp; und somit ®(p,0) = Po(p) = p fir alle p € M. Weiter ist

dlu=t(u = @(p,w)) = flu=o(@(p,t + 1)) = L um0(Peru(p) = 5 lu=0(Lu(®e(p)))
= im0 (2(2(p, 1), u)) = X ((p, 1))

fir alle (p,t) € M xR, d.h. R> u+— ®(p,u) € M ist Integralkurve von X. Also ist ®
der Fluss von X und X ist vollstdndig. Wir haben also folgende Proposition gezeigt:

Proposition 1.60. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann liefert die
Abbildung, die einem vollstindigen Vektorfeld X auf M seinen globalen Fluss ® : M X
R — M zuordnet, eine Bijektion zwischen der Menge aller vollstindigen Vektorfelder
auf M und der Menge aller 1-Parametergruppen von Diffeomorphismen von M.
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Kapitel 2

Grundbegriffe der
(pseudo-)riemannschen Geometrie

2.1 Pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten

Eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit wird eine Mannigfaltigkeit sein, die in jedem
Tangentialraum 7, M mit einem pseudo-euklidischen Skalarprodukt ausgestattet ist, dass
ydifferenzierbar® vom Punkt p € M abhingt. Dazu benétigen wir also zunécht die Defi-
nition eines pseudo-euklidischen Skalarproduktes:

Definition 2.1. Es sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Ein pseudo-euklidi-
sches Skalarprodukt auf V ist eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform (-,-) :
V x V — R auf V. Wir nennen dann (V, (-, -)) einen pseudo-euklidischen Vektorraum.
Nach dem Tragheitssatz von Sylvester existiert eine eindeutige Zahl p € {1,...,n}, so
dass eine geordnete Basis (e1,...,e,) von V mit (e;,e;) =0 fiir alle ¢, j € {1,...,n} mit
i#j, (ei,e;) =1firallei=1,...,pund (ej,e;) = —1 fiir alle j = p+1,...,n existiert.
Wir nennen dann (p,n — p) die Signatur und (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis (ONB)
von (-, ).

Ist die Signatur (n,0), d.h. (-,-) positiv definit, so nennen wir (-,-) auch (euklidisches)
Skalarprodukt und (V, (-,-)) einen euklidischen Vektorraum.

Ist die Signatur (n—1,1) oder (1,7 —1), so nennen wir (-, -) auch Lorentz-Skalarprodukt
und (V, (-, -)) einen Lorentz-Vektorraum.

Nun kommen wir zur Definition einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit:

Definition 2.2. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine pseudo-riemann-
sche Metrik ist eine Familie g = (g,)penr von pseudo-euklidischen Skalarprodukten g,
auf T, M gleicher Signatur, die differenzierbar von p € M in dem Sinne abhéngt, dass es
fiir jeden Punkt p € M eine Karte (U, ), ¢ = (z1,...,2,) um p € M gibt, so dass

)er
q

9

U s q+ gfi(a) = gi(q) = gq <8xi .

q’ 81‘]'
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fir alle 4,5 = 1,...,n differenzierbar ist. Das Paar (M, g) nennen wir dann pseudo-
riemannsche Mannigfaltigkeit und die Signatur von g, fiir ein p € M dann die Signatur
von g bzw. von (M, g).

Hat (M, g) Signatur (n,0), so nennen wir g eine riemannsche Metrik und (M, g) eine
riemannsche Mannigfaltigkeit.

Hat (M, g) Signatur (n — 1,1) oder (1,n — 1), so nennen wir g eine Lorentz-Metrik und
(M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung. e Auf zusammenhingenden Mannigfaltigkeit ist die Signatur von g =
(9p)pem automatisch konstant. Dort miissten wir die Konstanz also nicht noch
extra wie oben fordern.

e Wir koénnen pseudo-riemannsche Metriken auch als bestimmte differenzierbare
Schnitte in das Vektorbiindel S?7*M der sogenannten symmetrischen (2,0)-Ten-
soren auf M definieren. Die Definition dieses Vektorbiindels erfordert jedoch einen
tieferen Einstieg in die Theorie der Vektorbiindel und deswegen verzichten wir hier
auf diesen Zugang.

g;'} =g (8%,’ %) : U — R ist nicht nur fir die lokalen Vektorfelder 6%1, cees % be-
stimmter Karten (U, ¢), ¢ = (z1,...,x,) differenzierbar, sondern auch fiir beliebige

Vektorfelder auf M:

Lemma 2.3. Ist (M,g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit, X, Y differenzier-
bare Vektorfelder auf M wund (V,v) eine Karte von M, so ist g(X,Y) : M — R,

9(X,Y)(p) == gp(Xp,Y,), differenzierbar und auch gzpj : V. = R differenzierbar fir al-
lei,j=1,...,n

Beweis. Fir den ersten Teil, sei p € M gegeben. Dann existiert nach Definition eine
Karte (U, ¢), ¢ = (z1,...,2,) um p, so dass g;’} fir alle ¢, = 1, ..., n differenzierbar ist.
Weiter gibt es nach Lemma 1.44 (b) differenzierbare Funktionen X7,..., X,,Y1,..., Y, :
U — R, so dass

n n
Xlp=) Xi g0, Y= X 5

i=1 j=1
gilt. Daher ist
n n n
X Y)=g | D Xi g > Xji o | = D Xi¥jgh,
i=1 j=1 ij=1

und somit g(X,Y") differenzierbar auf U, also auf ganz M.

Der zweite Teil folgt dann aus dem ersten, da ja g;/’j =g ( 321_, %) mit den auf V'

differenzierbaren Vektorfeldern (8%1? e %) gilt, ¥ = (y1,.-.,Yn)- O

Beispiel 2.4. (a) Jeder pseudo-euklidische Vektorraum (V, (-, -)) ist auf natiirliche Wei-
se eine pseudo-euklidische Mannigfaltigkeit durch g, := (-,-) fur alle v € V.
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Ein Spezialfall davon ist R", ausgestattet mit dem Standardpseudoskalarprodukt
(s Ypm—p der Signatur (p,n — p), (V,Wpn—p = db_jviw; — > i1 vjwy fiir
v = (V1,...,0p), w = (wy,...,wy) € R" Wir schreiben dann auch RP"P fir
die zugehorige pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit und fiir R™? oft auch nur R”,
falls dies zu keiner Verwirrung fiihrt. Je nach Konvention wird R oder R*! auch
Minkowski- Raum genannt und taucht in der Physik in Einsteins ,spezieller Relati-
vitdtstheorie“ auf.

Eine Untermannigfaltigkeit N einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, ¢g) wird auf
natiirliche Weise durch Finschrinkung von g auf N, d.h. durch die riemannsche Me-
trik g|n, (9|5)p = glr,NxT,N : TpN x T,N — R fiir p € N, zu einer riemannschen
Mannigfaltigkeit. Diese nennen wir dann auch eine riemannsche Untermannigfal-
tigkeit von (M, g)

Auf diese Weise bekommen wir beispielsweise auf allen Sphiren S C R"*! durch
Einschrénkung des Standardskalarpoduktes eine riemannsche Metrik gg auf S™,
die sogenannten Standardmetrik oder runde Metrik.

Man bemerke, dass man fiir Fldchen im R3, d.h. zwei-dimensionale Untermannigfal-
tigkeiten S von R?, durch Einschriankung gerade die in der Vorlesung ,,Elementaren
Differentialgeometrie” betrachtete erste Fundamentalform von S als riemannsche
Metrik auf S bekommt.

Der Erhalt einer pseudo-riemannschen Metrik durch Einschriankung analog zu
(b) klappt im Allgemeinen nicht mehr fiir Untermannigfaltigkeiten einer pseudo-
riemannschen Mannigfaltigkeit da entartete Unterrdume auftreten konnen. Bei-
spielsweise tritt fiir S als Untermannigfaltigkeit von R"*! jede Hyperebene in
R™*1 als Tangentialraum von S™ auf und somit bekommt man fiir p € {1,...,n—1}
nie durch Einschrankung der Metrik von RP""7P eine pseudo-riemannsche Metrik
auf S™.

Es sei
1.2 2 2
H, ::{x:(asl,...,an)GR”"‘ ’:clfof...—an:(m,x}lvnzl, x1 >0}.

Dann ist H,, eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"*! und wird durch
die Einschrinkung der negativen (!) Lorentzmetrik von R zu einer zusammenhén-
genden riemannschen Mannigfaltigkeit (Ubung!), dem sogenannten hyperbolischen
Raum (Hy,9m,)-

Die Einschriankung einer riemannschen Metrik auf eine Untermannigfaltigkeit lasst
sich wie folgt verallgemeinern: Es sei (N, h) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und
f: M — N eine (differenzierbare) Immersion. Dann ist der Pullback f*h (von h
mittels f), definiert durch

(f*R)p(vsw) = hyi) (dfp(v), dfy(w))
fir pe M, v,w € T,M, eine riemannsche Metrik auf M.

41



(f) Sind (M, ¢g) und (N, h) pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten der Signatur (p, n—
p) und (g, m —q), so ist nach Blatt 1, Aufgabe 3 gerade T(, ,yM x N =T, M &T,N
fir alle (z,y) € M x N und somit (g + h) gy (v1 + w1, v2 + wa) = gz(v1,v2) +
hy (w1, ws) fir vi,vs € T, M, wi,wy € TyN eine pseudo-riemannsche Metrik auf
M x N der Signatur (p+¢,n+m — (p+q)).
Bemerkung 2.5. Riemannsche und pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten der Signatur
(p,n—p) mit p ¢ {0, n} verhalten sich in vielerlei Hinsicht sehr verschieden. Wéhrend die
grundlegende Theorie in beiden Féllen meist noch gleich ist, gelten die Hauptresultate
dieser Vorlesung nur fiir riemannsche Mannigfaltigkeiten. Einen unterschiedlichen Aspekt
werden wir im zur Vorlesung dazugehorigen Seminar kennenlernen. Dort zeigen wir einen
Teil der folgenden Resultate:

(a) Jede Mannigfaltigkeit M besitzt eine riemannsche Metrik.

(b) Im Gegensatz dazu gibt es n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die pseudo-riemann
sche Metrik der Signatur (p,n —p) fur p ¢ {1,...,n — 1} nicht zulassen. Beispiels-
weise existiert eine Lorentz-Metrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit genau
dann, wenn die sogenannten Fuler-Charakteristik der Mannigfaltigkeit gleich 0 ist.
Dabher lisst von den kompakten zusammenhingenden Flichen im R? nur der Torus
T? eine Lorentz-Metrik zu. Es gibt also keine Lorentz-Metrik auf S? und allgemein
besitzt S™ eine Lorentz-Metrik genau dann, wenn n ungerade und n > 3 ist.

2.2 Zusammenhinge

Ein technisches Problem beim Arbeiten mit Mannigfaltigkeiten M ist, dass es im Allge-
meinen keinen Bezug zwischen den Tangentialraumen 7, M und T; M an verschiedenen
Punkten p,q € M, p # q gibt. Einen solchen werden wir im néchsten Abschnitt mittels
des Paralletransports entlang von Kurven zwischen p und ¢ herstellen. Dazu bené6tigen
wir zunéchst eine ,infinitesimale“ Version des Paralleltransports:

Definition 2.6. Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Zusammenhang
(auf M ), auch kovariante Ableitung (auf M ) genannt, ist eine R-bilineare Abbildung

V :[(TM) x I(TM) — T(TM), (X,Y) s VyY,
so dass fiir alle X, Y € I'(T'M) und f € C*°(M) gerade
(i) VixY = fVxY und
(i) Vx(fY) = X(f)Y + f ViV
gilt.

Beispiel 2.7. Wir definieren einen ,natiirlichen“ Zusammenhang auf R™. Dazu bemerken
wir, dass fiir ein Vektorfeld Y : R — R™ auf R" das Differential dY, = DY (z) in z fir
jedes x € R™ eine lineare Abbildung von R™ nach R™ ist. Daher konnen wir durch

(DxY)(x) := dYa(X,) = DY (2)(X (2))
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fir X,Y € T(R"), x € R", einen Zusammenhang auf R" definieren (Ubung!). (DxY)(x)
ist also hier die Richtungsableitung von Y in Richtung von X (x) an der Stelle x € R™.

Tatsédchlich hangt fir einen Zusammenhang V und Vektorfelder X und Y der Wert
(VxY)(p) an der Stelle p € M nur von X (p) und den Werten von Y in einer Umge-
bung von p ab. Zum Beweis dieser Aussage bendtigen wir folgendes Lemma, welches im
Rahmen des zur Vorlesung zugehodrigen Seminars bewiesen wird. Fiir einen Beweis siehe
auch [Lee2, Corollary 2.19].

Lemma 2.8. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und p € M. Dann gibt es fiir jede Karte
(U, ¢) um p eine offene Umgebung V von p mit V.C U und eine C*°-Funktion f : M — R
mit supp(f) := {z € M|f(z) # 0} CU und fly = 1.

Bemerkung 2.9. Mittels Lemma 2.8 konnen wir fur jedes lokale differenzierbare Vektor-
feld X auf U, U wie im Lemma, ein differenzierbares Vektorfeld X auf M durch

v(q)- X(q) ,fallsqeU,
0 , sonst,

definieren, fiir dass X |y = X|y gilt. Wir konnen also X bzw. X|y auf ganz M ,erwei-
tern®

Weiter finden wir zu jedem v € T),M ein Vektorfeld X mit X (p) = v, indem wir zunachst
auf U ein Vektorfeld X mit X (p) = v wahlen (beispielsweise X := Y 7" 1%8 fiir

Vi,...,0, € R definiert durch v = ;" v; % , = (xl,...,xn)) und dieses dann
tp

wie oben zu einem Vektorfeld X auf M erweitern.

Nun kénnen wir zeigen:

Proposition 2.10. Es sei V ein Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit M, p € M sowie U eine offene Umgebung von p. Dann gilt (VxY1)(p) =
(VxY2)(p) fir alle differenzierbaren Vektorfelder X,Y1,Ys auf M mit Y|y = Ya|y. Wei-
ter gilt (Vx,Y)(p) = (Vx,Y)(p) fir alle differenzierbaren Vektorfelder X1, Xo,Y auf M
mit X1(p) = Xa(p).

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass U eine Kartenumgebung einer Karte ¢ =
(x1,...,2,) um p ist. Wahle dann eine differenzierbare Funktion ¢ wie in Lemma 2.8.
Dann ist ¢ - Y] = ¢ - Ya, ¢(p) =1 und X (¢)(p) = Xp(¢) =0, da ¢ lokal konstant um p
ist. Daher folgt

(VxY1)(p) = X()(p) - Yi(p) + 0(®) - (VxY1)(p) = (Vx (oY1) (p) = (Vx(¢Y2))(p)
= X(p)(p) - Ya(p) +#(@) - (VxY2)(p) = (VxY2)(p).

Nun kommen wir zum zweiten Teil und bemerken, dass wir auf U die Vektorfelder X3
und Xo schreiben konnen als

2 n
Xilv =) fi-50 Xolv=D) 6i 5=
i=1

i=1
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mit differenzierbaren Funktionen fi,..., fn,g1,-..,9n € C°°, wobei wir bemerken, dass
wegen Xi(p) = Xa(p) gerade fi(p) = gi(p) fiir alle i = 1...,n gilt. Nach Bemerkung 2.9
kénnen wir % fir jedes i = 1,...,n zu einem differenzierbarem Vektorfeld auf ganz M

erweitern, dass auf einer offenen Umgebung V von p mit V C U mit % iibereinstimmt.

Wir nennen diese Vektorfelder dann wieder 8%1’ ey 8%'

Wiihlen wir nun eine C*°-Funktion ¢ € CM wie in Lemma 2.8 fiir V(I!!), so gilt

n n
‘ﬁ'Xl:Zia?ci? ¢~X2:Z§i£i
i =1

mit f; = @ fi, §i = p-g; fuir i = 1,...,n (bzw. genauer eigentlich entsprechend
abschnittsweise definiert wie bei der Erweiterung von lokalen Vektorfeldern auf ganz
M). Es ist dann f;(p) = gi(p) fir alle i = 1,...n und somit

(TxY)0) = 60 (VY )0) = (Vo V)0) = (Vaon 1 0 ¥))
~S i) (¥ 2 V)0) - S 6(0) (¥ 0 V)0) = (Vo))
=1 L =1 Ty
— 5() - (Ve ¥)() = (VY )0),
wie behauptet. O

Bemerkung 2.11. Wegen Proposition 2.10 und Bemerkung 2.9 kénnen wir nun fiir v €
T,M und Y € I'(TM) auch V,Y € T,M durch V,Y := (VxY)(p) fiir ein Vektorfeld
X € I'(T'M) mit X(p) = v definieren. Analog kénnen wir wegen der gerade genannten
Proposition und Bemerkung sowohl VxY als auch V,Y fiir ein lokales differenzierbares
Vektorfeld Y definieren.

Wihlen wir nun eine Karte (U, ¢) von M, ¢ = (z1,...,2,), soist also V 8%]_ e I(TU)
Oz;

fiir beliebige 7,5 € {1,...,n} wohldefiniert. Da (8%1, el %) punktweise eine Basis von

T,M ist, konnen wir

n
o _N“rh. 0
Vo g =2 o
9z k=1

mit eindeutig bestimmten differenzierbaren Funktionen Ffj = F;@ U = R, 4,5,k =
1,...,n schreiben. Die differenzierbaren Funktionen Ffj, 1,7,k = 1,...,n, nennt man
auch die Christoffelsymbole (von V beziiglich ¢ ). Diese bestimmen auf U das Vektorfeld
VxY fir X,Y € I'(T'M) eindeutig, denn wir kénnen auf U ja gerade X = > 1 Xia%i

und YV =30, Yja%j mit eindeutig bestimmten Xi,..., X,,Y1,...,Y, € C°(U) schrei-
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ben und erhalten auf U daher

i \j=1 ij=1 i
n oY, n 9
=3 (xnvp ke X ) = 3 xS X,
ij=1 9z ij k=1
n n
=D X+ Y iy | 52
k=1 i,j=1

Beispiel 2.12. Wahlt man auf R™ die Standardkarte (R™, idgn), so sind die Christoffelsym-
bole I‘k des Zusammenhangs D auf R"™ aus Beispiel 2.7 alle 0, denn es ist ja 82 (x) = e,

x € R™, konstant fiir alle j = 1,...,n und somit <DXaTj)(x> =D (@) ()(X(x)) =0
fiir alle Vektorfelder X € I'(R"), alle x € R™ und alle j = 1,...,n

Man bemerke, dass dies nicht fiir alle Karten gilt. Ist beispielsweise n = 2 und die
Karte ¢ : R? \ {(z,0)|z > 0} — (0,00) x (0,27), @(x1,22) = (r(x1,22), p(x1,72)) die
Polarkoordinaten des Punktes (1,72), so ist wegen o~ !(r,¢) := (rcos(¢),rsin(¢))T
gerade

Or(r cos(¢),rsin(¢)) := %(r cos(¢), rsin(¢)
0\

(¢))
Op (1 cos(¢),rsin(¢)) := %(r cos(¢), rsin(¢)) =
= (—rsin(¢),rcos(p))T.

= (cos(¢),sin(¢))",

I
>
—~
‘6
\_/
?
<
~—~

g™
—

Man beachte, dass hier das Differential bzw. die Jacobi-Matrix D beziiglich von ¢!

beziiglich (r, ¢) gebildet wird.

Bei der nun folgenden Berechnung von Dj, 04 miissen wir das Differential bzw. die Jacobi-
Matrix D von 0, beziiglich der Koordinaten (x1,x2) bilden. Allerdings gilt nun unter
Benutzung der Kettenregel

(Da, 04)(r cos(¢),rsing) = D(0y)(r cos(¢), rsin ¢)(0y (1 cos(¢), rsin(¢)))
= (D(94)(r cos(9),rsin ) o D(™)(r,9)) - ex
- Do) e = () )

(58)-eiria

da (95 0 1) (r, ) = 9y(rcos(¢),rsin(¢)) = (—rsin(¢),rcos(¢))? gilt und wir dann
wieder D beziiglich (r, ¢) berechnen miissen. Es ist also

[ (r cos(¢),rsin(¢)) = 0, Ff(b(r cos(¢),rsin(¢)) = L.
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Analog berechnet man

Iy, (7 cos(¢), rsin(e)) = T, (r cos(¢), rsin(¢)) = I, (r cos(6), 7 sin(¢))
= ng)(r cos(¢), rsin(¢)) = 0,
Fzr(r cos(¢), rsin(¢)) = %, ;d)(r cos(¢), rsin(p)) = —r.
Man nennt V wegen der Eigenschaft in Proposition 2.10 auch tensoriell im ersten Argu-
ment. Wir bemerken, dass V aber kein (r, s)-Tensorfeld auf M. Ein solches kann man
allgemein als einen differenzierbarer Schnitt in das (r, s)-Tensorbindel Q" T* M Q* T M
definieren. Wir wollen dieses Vektorbiindel hier aber nicht einfithren sondern verwenden

folgende alternative Definition fiir den Fall, dass s € {0, 1} ist. Dies gentigt fiir die Zwecke
dieser Vorlesung, da bei uns keine (r, s)-Tensorfelder mit s > 2 vorkommen werden.

Definition 2.13. Es sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und r € N.
(a) Ein (r,0)-Tensorfeld (auf M) ist eine Familie S = (Sp)perm von r-multilinearen

Abbildungen S, : T,M x ... T,M — R fiir jedes p € M, die differenzierbar von
—_—————

T
p € M abhingt in dem Sinne, dass es um jeden Punkt p € M eine Karte (U, @),
v =(x1,...,2y), gibt, so dass
)

(b) Ein (r,1)-Tensorfeld (auf M) ist eine Familie S = (S))pem von r-multilinearen
Abbildungen S), : T,M x ...T,M — T,M fiir jedes p € M, die differenzierbar von
—_—————

)

q7'”’7ami7-

Siir 1U SR, Siin(0) = 57,0 = 5, (5

fir alle i,...,i, € {1,...,n} differenzierbar ist.

M
p € M abhingt in dem Sinne, dass es um jeden Punkt p € M eine Karte (U, ¢),
v =(x1,...,Ty), gibt, so dass

)

Bemerkung 2.14. e Genauso wie wir Lemma 2.3 gezeigt haben, zeigt man auch, dass
fiir ein (r, s)-Tensorfeld S auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, r € N,
s€{0,1}, S(X1,...,X,) fir alle differenzierbaren Vektorfelder X7, ..., X, auf M

;,fiir jede Karte (V,v) differenzierbar ist.

(2

0

q,...,axir

Siyi U —=TU, Sy . (q) =57 ; (q) =5, <ag?i1

fir alle 41,...,4, € {1,...,n} differenzierbar ist.

differenzierbar ist und auch, dass SZﬁ
e Eine pseudo-riemannsche Metrik g ist ein (2, 0)-Tensorfeld.

e Wir kénnen unsere Definition von (r,s)-Tensorfeldern fur » € N und s € {0,1}
in natiirlicher Weise auf r = 0 fortsetzen, indem wir ein (0, 0)-Tensorfeld als eine
differenzierbare Funktion f € C°°(M) auf M definieren und ein (0, 1)-Tensorfeld
als ein differenzierbares Vektorfeld X € T'(T'M) auf M.
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Weiter konnen wir analog zum Beweis der Tensoralitit eines Zusammenhanges V im
ersten Argument folgendes zeigen:

Proposition 2.15. Es set

T :T(TM) x ... x T(TM) — C®(M)

r

bzw.
T:T(TM) x ... x D(TM) — D(TM)
eine r-multilineare Abbildung mit T(Xq,..., fXs, ..., Xn) = f-T(X1,..., Xy, Xp)
fir alle Xq,..., X, e T(TM), alle f € C®°(M) und allei =1,...,n.
Dann ezistiert ein (r,0)- bzw. (r,1)-Tensorfeld S = (Sp)pem auf M mit

(T(X1, .., X)) (p) = Sp(X1(p), -, Xn(D))

fir alle Xq,...,X, € T(T'M) und alle p € M.
Wir identifizieren daher solche r-multilineare Abbildungen T mit (r,0)- bzw. (r,1)-Ten-
sorfeldern.

Zu jedem Zusammenhang bekommen wir auf natiirliche Weise ein (2, 1)-Tensorfeld:

Definition 2.16. Es sei V ein Zusammenhang auf einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit M. Die Torsion oder auch der Torsionstensor (von V)T := TV : T(TM)xT(TM) —
T(TM) ist durch T(X,Y) := VxY — Vy X — [X,Y] fiir X,Y € I(TM) definiert. T ist
ein (2, 1)-Tensorfeld (Ubung!).

Auf jeder pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gibt es einen natiirlichen Zusam-
menhang:

Satz 2.17. Es sei (M, g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es genau
einen Zusammenhang V9 auf (M, g), den sogenannten Levi-Civita-Zusammenhang (von
(M, q)), der folgende zwei Eigenschaften erfillt:

(i) V9 ist metrisch, d.h. fir alle X,Y,Z € T'(T'M) ist
X(9(Y,2)) = 9(VXY, Z) + g(X, V4 Z)
(ii) und V9 ist torsionsfrei, d.h. TV’ = 0.
In diesem Fall ist V9 durch die Koszul-Formel
(VY Z) = 3(X(9(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) — Z(9(X,Y))
+9(1X, Y], 2) - g(1X, 2], Y) = g([Y, 2], X))

fir alle X,Y,Z € T(TM) eindeutig definiert.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit, indem wir zeigen, dass ein metrischer
torsionsfreier Zusammenhang V die Koszul-Formel erfiillt. Dazu betrachten wir die Aus-

driicke X (¢(Y,Z2)), Y(9(Z,X)) und Z(g(X,Y)) und benutzen, dass V torsionsfrei und
metrisch ist, um diese Ausdriicke wie folgt umzuformen:

X(9(Y,2)) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
Y(9(Z, X)) =9(VyZ,X)+9(Z,VyX) =9(VyZ,X) +9(Z,VxY) - 9(Z,[X,Y])
Z(g(X,Y))=9g(VzX,Y)+g(X,VzY)

=9(VxZ,Y) - g([X,Z].Y) + g(X,VyZ) — g(X,[Y, Z])

Addieren wir nun die ersten beiden Zeilen und ziehen davon die letzte ab, so erhalten
wir gerade die Koszul-Formel. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

Zum Nachweis der Existenz sei eine R-bilineare Abbildung V9 : I'(TM) x I'(T'M) —
I(TM) durch die Koszul-Formel definiert. Unter Benutzung der Rechenregeln fiir den
Kommutator [, -] von Vektorfeldern aus Proposition 1.49 rechnet man nach, dass

9(VixY, 2) = g(fV&Y, Z),  g(V&(fY), Z) = g(fV&Y + X ()Y, 2)

fir alle X,Y,Z € I'(T'M) und alle f € C>(M) gilt (Ubung!), d.h. dass VY ein Zusam-
menhang ist. Weiter ist V9 metrisch, da nach der Koszul-Formel gerade

9(V&Y, Z2) + 9(Y, V4 Z) = 5 (X(9(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) - Z(g(X,Y))
]

+9([X, Y], 2) = 9([X, 2], Y) — ¢([Y; Z], X)

+X(9(2,Y)) + 2(g(Y, X)) - Y(9(X, 2))

+9([X, Z1,Y) = 9([X, Y], Z2) = ¢([Z, Y], X))
= X(9(Y; 2))

fir alle X,Y,Z € T'(T'M) gilt. SchlieBlich ist V9 auch torsionsfrei, da nach der Koszul-
Formel gerade

9(V4Y = V4 X, Z) = g(V4Y, Z) — o(V§ X, Z)
:axwm2»+wmzxn—ﬂaxyn

+9(1X,Y],2) - g([X, 2],Y) = g(IV, Z], X)
Y(9(X, 2)) = X(g(2,Y)) + Z(g(Y, X))
@2])+MWZMQ+NXﬂJﬂ
= 9(IX,Y],2)
fir alle X,Y,Z e I'(TM) gilt. O

Konvention. Ist (M, g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit, so werden wir im Fol-
genden immer den Levi-Civita-Zusammenhang VY von (M, g) als Zusammenhang auf
M nehmen, auch wenn wir es nicht immer extra erwdhnen werden.
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Bemerkung 2.18. Da die Torsion TV eines Zusammenhangs ein (2, 1)-Tensorfeld ist, ge-
niigt es die Torsionsfreiheit eines Zusammenhangs V iiberall lokal beziiglich einer Karte
(U, ), ¢ = (x1,...,2y), zu Uberpriifen, in dem wir die Koordinatenfelder f— und - 8

in TV fiir alle i,j € {1,...,n} einsetzen. Die Torsionsfreiheit von V ist daher lokal
dquivalent zu

_ mV 0 Js] _ o a a 90

fir alle ¢, 5,k € {1,...,n}, d.h. auf der Kartenumgebung U ist V torsionsfrei genau dann,
wenn die zugehorigen Christoffelsymbole Ffj symmetrisch in den Indizes ¢ und j sind.
Da

D(TM)* > (X,Y,Z) = X(g(Y, Z)) - g(VxY, Z) — g(X,VyZ) € C®(M)

ein (3,0)-Tensorfeld ist (Ubung!), geniigt es auch die Metrizitit von V iiberall lokal

beziiglich einer Karte (U, ), ¢ = (z1,...,x,), zu dberpriifen, in dem wir in die defi-
nierende Gleichung die Koordinatenfelder Bixi’ B%j und 8%19 fir alle 4,5,k € {1,...,n}
einsetzen.

Die Metrizitdt von V ist daher lokal dquivalent zu

0 o)) o (To) o (70
— 00 _ (Zr >— < ZF >_39” > (Thigij + Ty 9
oz, ki 9z, Ox; 9 Ox;’ kj dx; oz, ki 9lj kj 9il ) 5

=1

d.h. zu

n

= 5:21 (Flm g + T gil)

agij
ox

fir alle 4, j,k € {1,...,n}.

Beispiel 2.19. Der Zusammenhang (DxY)(z) = DY (z)(X(x)) = dYz(X,) auf R" aus
Beispiel 2.7 ist der Levi-Civita-Zusammenhang von RP" P fiir jedes p € {0,...,n}
(Ubung!).

Sei nun M C R” eine Untermannigfaltigkeit von R", so dass die Einschrankung von
(-, )pn—p auf M eine pseudo-riemannsche Metrik g definiert (dies ist nach Beispiel 2.4
fir p = n immer der Fall). Seien weiter X,Y € I'(T'M) Vektorfelder auf M. Dann
kénnen wir X und Y als differenzierbare Abbildungen X,Y : M — R" auffassen und
der Levi-Civita-Zusammenhang V9 von (M, g) ist dann durch

Vg(Y = prTzM(de(Xx))

gegeben (Ubung!), wobei pry, 5, : R® — T, M die Orthogonalprojektion auf 7, M C R™
beziiglich (-, ), ,—p ist.
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Bemerkung. Allgemein gilt fiir eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) und
eine Untermannigfaltigkeit N von M, so dass die Einschrankung g|y von g auf N eine
pseudo-riemannsche Metrik auf N definiert, und fir alle Vektorfelder X,Y € I'(T'N)
und alle Punkte p € N die Gleichheit

(VYY) (p) = pro, n (V%V) :

Hierbei ist prp, N TpyM — T, N die Orthogonalprojektion auf T,V C T),M beziiglich g,
und X,Y sind lokale Vektorfelder auf M (!!!) sind, die auf einer offenen Umgebung von
p in N(') mit X bzw. Y iibereinstimmen. Die Existenz solcher Vektorfelder zeigt man
mit einer Untermannigfaltigkeitskarte von N um p.

2.3 Paralleltransport

In diesem Abschnitt wollen wir fiir einen gegebenen Zusammenhang V den Parallel-
transport entlang einer differenzierbaren Kurve c : [a,b] — M definieren, der dann den
gewiinschten Bezug zwischen den Tangentialrdumen in den Punkten c(a) und ¢(b) her-
stellt. Dazu benétigen wir den Begriff eines Vektorfeldes lings ¢, welches dann parallel
beziiglich V bzw. genauer beztiglich % (siehe Proposition 2.22) sein soll.

Definition 2.20. Es sei I C R ein Intervall und ¢ : I — M eine differenzierbare
Kurve. Dann heif}t eine differenzierbare Abbildung X : I — T'M ein (differenzierbares)
Vektorfeld lings c, wenn X (t) € T, M fiir alle ¢ € I gilt.

Wir schreiben I'.(T'M) fiir den R-Vektorraum aller differenzierbaren Vektorfelder langs
¢ und bemerken, dass I'.(TM) tber (f - X)(t) := f(t) - X(¢) fir f € C°(I) und X €
I'.(T'M) sogar zu einem C*°(I)-Modul wird.

Notation. Ab jetzt bezeichne I immer ein Intervall und [a, b] ein echtes abgeschlossenes
Intervall, d.h. es gelte a,b € R und a < b.

Beispiel 2.21. Fir jede differenzierbare Kurve ¢: I — M ist ¢: I — T'M ein Vektorfeld
langs c. Weiter ist fir ein ,normales* Vektorfeld X € T'(T'M) auf M die Abbildung

X oc:I— TM ein Vektorfeld ldngs ¢ und fiir einen Zusammenhang V auf M ist auch
VeX 1 I —TM, (VeX)(t) := Ve X € T)M fiir t € I, ein Vektorfeld lings c.

Fiir einen Zusammenhang V auf einer Mannigfaltigkeit nennt man ein Vektorfeld X &
I(T'M) parallel. wenn Vy X = 0 fiir alle Vektorfelder Y € I'(T'M) auf M gilt. Entspre-
chend wiirde man gerne ein Vektorfeld X € T'.(TM) parallel nennen, wenn (V:X)(t) =
Vc-(t)X =0 fiir alle ¢ € I gilt. Wenn X = X o ¢ wie in Beispiel 2.21 mit einem Vektorfeld
X € T(TM) von M gilt, so kann man einfach VoX := VX setzen und dann fordern,
dass dieses Vektorfeld ldngs ¢ konstant 0 ist. Es existiert im Allgemeinen jedoch kein
solches Vektorfeld X (man denke beispielsweise an eine Kurve, die sich in einem Punkt
schneidet, d.h. es gilt c(t1) = c(t2) fiir t1,ty € I, t1 # to. Dann ist aber im Allgemeinen
¢(tr) # c(t2)).

Allerdings kann man zeigen, dass man zur Berechnung von V. X fiir ein Vektorfeld
X € I'(T'M) auf M nur die Werte von X entlang der Kurve ¢ kennen muss und somit
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kann man tatséchlich immer VX definieren. Dies ist in der folgenden Proposition bzw.
deren Beweis implizit enthalten. Wir bemerken, dass wir zur Unterscheidung eine andere
Notation fiir VX fiir ein Vektorfeld X € I'.(T'M) langs ¢ verwenden.

Proposition 2.22. FEs sei M eine Mannigfaltigkeit, ¢ : I — M eine differenzierbare
Kurve und V ein Zusammenhang auf M. Dann existiert genau eine R-lineare Abbildung

¥ i To(TM) - To(TM),
die die folgenden zwei Eigenschaften besitzt:
(i) Bsist Y(fX)=f¥(X)+ f' X fir alle f € C®(I) und alle X € To(TM) und
(it) %X = V.Y, falls X =Y oc fiir ein Vektorfeld Y € T(TM) auf M gilt.

Diese ist fiir jedes t € I und jede Karte (U, p), ¢ = (z1,...,2y), um c(t) € M durch

ey (IX) =X (Z (1) X (6) T (1) + Xkof)) 22 (elt)

,j=1

gegeben, wobei X1, ..., X, € C*(J) durch X|; = > i1 X; % o c auf dem mazimalen
Interval J C I mitt € J und c(s) € U fir alle s € J definiert ist und Ffj :U — R die
in Bemerkung 2.11 eingefiihrten Christoffelsymbole von V beziiglich ¢ sind.

Wir nennen dann % die (von V induzierte) kovariante Ableitung langs c.

Beweis. Eindeutigkeit:

Sei % : Te(TM) — I'o(TM) eine R-lineare Abbildung, die (i) und (ii) in Proposition
2.22 verfiillt. Dann sieht man, analog zum Beweis von Proposition 2.10, dass (3 X)(t)
fir t € I nur von den Werten von X : I — T'M in einer offenen Umgebung von ¢ im
Intervall I abhéngt.

Sei nun also t € I gegeben. Wir zeigen, dass dann fiir eine Karte (U, ¢), ¢ = (21,...,2Zy),
um c(t) € M gerade Gleichung (2.1) fiir jedes Vektorfeld X € I'.(T'M) langs c gilt. Dies
beweist dann die Eindeutigkeit.

Dazu schreiben wir auf J C I wie oben nun X als X =31 | X, - 8%1_ o ¢ mit eindeutigen
C*-Funktionen Xi,..., X, € C*°(J). Dann folgt mit den Eigenschaften (i) und (ii) in
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Proposition 2.22 auf J gerade

1,j=1 k=1
n

:Z(Zch F oc—l—Xk)axkoc
k=1 \i,j=1

Existenz:

Es sei eine differenzierbare Kurve ¢ : I — M sowie ein ty € I gegeben. Wir wahlen nun
eine Karte (U, ¢), ¢ = (21,...,2y,), um c(tg) € M. Ist nun J C {t € I|c(t ) € U} ein
offenes Intervall mit tg € J, so definieren wir eine Abbbildung % : I, durch
Gleichung (2.1).

Diese Abbildung ist offensichtlich R-linear und man sieht direkt an der Formel, dass sie
(i) erfiillt. Weiter rechnet man direkt nach, dass sie auch (i) erfiillt (Ubung!).
Aufgrund der oben gezeigten Eindeutigkeit hdngt unsere Definition nicht von der Wahl
der Karte ab und liefert somit eine wohldefinierte R-lineare Abbildung ¥ : I'o(TM) —
I'o(TM), die (i) und (ii) erfullt. O

C\J

Bemerkung 2.23. Es sei (M, g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : I — M
eine differenzierbare Kurve und X,Y € I'.(T'M) Vektorfelder ldngs c¢. Dann ist mit dem
Levi-Civita-Zusammenhang V9 von (M, g) auch ¥ : To(TM) — Do(T'M) metrisch in
dem Sinne, dass

T 9(X,Y) =g (FX,Y)+g (X FY)

gilt:

Zum Beweis sei t € I fix und (U, ¢) eine Karte um c(t), ¢ = (z1,...,2,). Dann gilt lokal
umt € [ gerade X =5, Xia%i und Y =37, Yj% mit differenzierbaren Funktionen
Xi,..., X, Y1,..., Y, auf einer geeigneten offenen Umgebung von ¢ in [.

Damit ergibt sich fiir die linke Seite der zu zeigenden Gleichung unter Benutzung der
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lokalen Gleichung fiir die Metrizitdt von V9 in Bemerkung 2.18 gerade

n

@ 9(X.Y) =g (ZXZ’BCZZ-OC’ZE@%O) =Y & (XiYjgjoc
=1 j=1

ij=1
n . .
=Y X;Yjgijoc+X; Y gjoc+ X Y d(gij)(¢)

,5=1

= Z X;Yj gijoc+ Xi Y; gijoc+ X; Yy d(gij) (ch Moc)
,j=1

= > XiYjgjoc+XiYjgjoctX; Y, Zék d(gi) (%OC)
ijfl k=1

ZX Y gijoc+ X; Y gijoc+ X; Y Zc g”oc

i,j=1 k=1
n . . n
=Y (X Yi+ X V) gyoct > XV a (Thy g+ Ty gu) oc
ij=1 i.j.kd=1

Weiter gilt nach Gleichung (2.1) fiir %X nun

g(zx,y):g(i(igxrowm) oo 3 ik )

k=1 \i,j=1

n
Z X; Y ¢ I’fjocgkloc—f— Z XY groc

igkl=1 k=1
n n
. ) ;
:ZXZ-ngijoC—i— Z XY ¢ (Fkigl])oc
Z:J:1 i7.j7k7l:1

Durch Wechsel der Rollen von X und Y erhalten wir eine entsprechende Formel fiir
g (X , th) und durch Addition der beiden Formeln erhélt man dann die behauptete
Gleichheit.

Nun koénnen wir parallele Vektorfelder lings differenzierbarer Kurven definieren:

Definition 2.24. Esseic: I — M eine differenzierbare Kurve auf einer Mannigfaltigkeit
M und X € I'o(TM) ein Vektorfeld lings c. Dann heifit X parallel, wenn 3 X = 0 ist.

Beispiel 2.25. Wir bemerken, dass das folgende alles auch fiir die pseudo-riemannschen
Mannigfaltifgkeiten RP"~P und pseudo-riemannsche Untermannigfaltigkeiten (M, g) von
RP™=P (d.h. M C R"™ ist Untermannigfaltigkeit von R", so dass die Einschriankung g von
(-,-)p,n—p auf M eine pseudo-riemannsche Metrik g auf M ist) gilt, wir es der Einfachheit
halber aber alles nur im riemannschen Fall formulieren (und so spater auch nur benétigen
werden):
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Aus Beispiel 2.12 wissen wir, dass die Christoffelsymbole des Levi-Civita-Zusammen-
hanges D der riemannschen Mannigfaltigkeit R™ beziiglich der Standardkarte (R",idgn),
idgn = (z1,...,2,), von R™ alle gleich 0 sind. Weiter ist dann 8%1- = ¢; und aus Gleichung
(2.1) folgt (%X)(t) — X (t) fiir jede differenzierbare Kurve ¢ : I — R” in R” und jedes
differenzierbares Vektorfeld X : I — R"™ ldngs c. Also ist hier X : I — R" genau dann
parallel, wenn X konstant ist.

Sei nun (M, g) eine riemannsche Untermannigfaltigkeit von R™, sei ¢ : I — M eine
differenzierbare Kurve in M und sei X € I'.(T'M) ein differenzierbares Vektorfeld langs c.
Dann kann man c als differenzierbare Kurve in R™ auffassen und dann X als ein Element
in ['.(TR™) und die kovariante Ableitung % :Te(TM) — To(TM) langs ¢: I — M ist
dann durch %X =P, M (%X) =P, M (X) gegeben:

Offensichtlich ist % R-bilinear und erfiillt (i) aus Proposition 2.22. Weiter gilt auch (ii)

aus Proposition 2.22, denn fiir ein Vektorfeld X € I'(TM) auf M mit X = X o ¢ folgt
mit Beispiel 2.19 gerade

(VEX)(e(t)) = pra  ar(dXee) (6() = Pra g ar (5 (X 0 €)(1) = pro,, ar (X (1))

Daher ist ein Vektorfeld X € I'.(T'M) langs einer differenzierbaren Kurve ¢ : I — M
in einer riemannschen Untermannigfaltigkeit (M, g) von R™ genau dann parallel, wenn
PrT, M (X (t)) = 0 fiir alle ¢ € I ist, also genau dann, wenn X (t) senkrecht auf T.yM
steht fiir jedes t € 1.

Sei nun X € T'.(TS?) ein Vektorfeld lings des Aquators ¢ : R — S? C R3, ¢(t) =
(cos(t),sin(t),0). Dann ist X (t) € T,;)S* = span{(0,0,1), (—sin(t), cos(t),0)} fiir je-
des t € R, also X(t) = (=A(¢)sin(t), \(t) cos(t),2(t)) fir A,z € C®(R) und es ist
X(t) = (=A(t)sin(t), A(t) cos(t), 2(t)) — A(t)(cos(t),sin(t),0) fir alle t € R. Also ist
X genau dann parallel, wenn A und z konstant sind, also genau dann, wenn X (t) =
(—=Xosin(t), Ao cos(t), zp) fir bestimmte Ao, zp € R gilt.

Es gibt zu jedem Startvektor v genau ein paralleles Vektorfeld X ldngs einer Kurve c:
Proposition 2.26. Es seic: [a,b] — M eine differenzierbare Kurve auf einer Mannig-

faltigkeit M, V ein Zusammenhang auf M und v € T,,\M gegeben. Dann existiert ein
eindeutiges paralleles Vektorfeld X € T'o.(TM) lings ¢ mit X (a) = v.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall, dass eine Karte (U, ), ¢ = (z1,...,2y), von
M mit ¢([a,b]) C U existiert. Dann kénnen wir v = >°1" ; v; %‘ ) mit eindeutigen
ticla

V1,...,0, € R schreiben. Ebenso kénnen wir jedes Vektorfeld X € I'.(T'M) langs c
schreiben als X = > | X, % o ¢ mit eindeutigen X1, ..., X, € C*([a,b]). Nach Glei-
chung (2.1) gilt dann

n n
. k .
%X:Z (Z ¢ X Fijoc—l—Xk) %oc.

k=1 \4,j=1

Die Existenz eines parallelen Vektorfeldes X € T'o(TM) lings ¢ mit X(a) = v ist
daher dquivalent zu folgendem Anfangswertproblem fiir reellwertige C°°-Funktionen
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Xi,..., Xy

Xi(t) =~ Y &) X;(0) Tige(®),  Xi(a) = w1,

Y * )

Xut) == 3 @) X;(0) Th(e(),  Xn(a) = vn.
ij=1

Dieses Anfangswertproblem ist linear, d.h. das zugehorige System von gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen ist linear, und hat daher nicht nur eine lokale (eindeutige) Losung,
sondern eine globale eindeutige Losung auf dem gesamten Intervall [a, b], siehe beispiels-
weise [Wal]. Dies zeigt die Behauptung im Fall, dass ¢([a,b]) C U fiir eine Karte (U, ¢)
ist.

Sei nun ¢ : [a,b] — M eine beliebige differenzierbare Kurve nach M und sei

to := sup {t € [a,b] ’es existiert genau ein paralleles X € I'p (T'M) mit X(a) = v} .

Wir miissen zeigen, dass g = b ist. Wegen dem gerade gezeigten gilt schonmal t5 > a.
Angenommen, ty < b. Wahle dann eine Karte (U, ) um c(t9) € M. Dann gibt es ein
e > 0 mit ¢ < min{b — tg,to — a} und c([to — €,tp + €]) C U. Nach Definition von ty
gibt es genau ein paralleles Vektorfeld X ldngs c|[ mit X (a) = v und nach dem

oben gezeigten gibt es weiter genau ein paralleles Vektorfeld Y ldngs c|[t0_67t0+6} mit
Y (to — €) = X(to — €). Aufgrund der Eindeutigkeit folgt dann aber X (t) = Y (¢) fiir alle
€

t € [to — €,tg — §] und somit existiert genau ein paralleles Vektorfeld Z lings Cl{a,to+e]

mit Z(a) = v, was der Definition von ¢y widerspricht. Also ist g = b.
Dies erlaubt uns nun, den Paralleltransport lings Kurven wie folgt zu definieren:

Definition 2.27. Es sei ¢ : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve in einer Mannig-
faltigkeit M und V ein Zusammenhang auf M. Dann ist der Paralleltransport lings c
die Abbildung PY : T, c(a)M — Ti )M, die einem Tangentialvektor v € T;,) M den Wert
X (b) € Top)M des eindeutigen parallelen Vektorfeldes X ldngs ¢ mit X (a) = v zuordnet.
Ist V = V9 der Levi-Civita-Zusammenhang einer pseudo-riemannschen Metrik g auf M,
so schreiben wir auch P statt PY’.

Bemerkung 2.28. (i) PY ist ein linearer Isomorphismus, da R-Linearkombinationen
von parallelen Vektorfeldern ldngs ¢ wieder parallel sind und da der Paralleltrans-
port PCV_ i TopyM — Tyq)M léngs der entgegengesetzt durchlaufenen Kurve
¢ :la,b) = M, ¢ (t) := c(a + b —t) gerade die Umkehrabbildung von Py :
Tc(a)M — Tc(b)M ist (Ubung!).

(ii) Ist (M,g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltgkeit, so ist der Paralleltransport
P?: ToqyM — Ty M lings einer Kurve ¢ : [a, b] — M sogar eine lineare Isometrie.
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Seien dazu v,w € T, M gegeben und seien X,Y € I'.(T'M) die zugehérigen
parallelen Vektorfelder langs ¢ mit X (a) = v und Y (a) = w. Dann gilt

foX.Y) =g (FX.Y) +g(X.5Y) =0

nach Bemerkung 2.23 und aufgrund der Parallelitdt von X und Y. Also ist die Ab-
bildung [a,b] 3t = g(X,Y)(t) = ge)(X(t),Y(t)) € R konstant und insbesondere

8ilt ge(a) (v, W) = ge(a) (X (@), Y (@) = gow) (X (D), Y (D)) = ge() (P (v), P (w)).

(iii) Im Allgemeinen sind die Paralleltransporte PV und Pv léngs zweier differenzierba-
rer Kurven ¢y, ¢co mit gleichem Anfangs- und Endpunkt nicht(!!!) gleich. Ein Maf
dafiir, wie stark der Paralleltransport von der gewéhlten differenzierbaren Kurve
zwischen zwei Punkten abhéngt, liefert die sogenannte Holonomiegruppe Hol,(V)
von V (im Punkt p € M)

Holy(V) := {Pcv € End(TpM)‘ ¢ la,b] = M (stickweise) C™, c¢(a) = ¢(b) = p}.

Ist diese in jedem Punkt p gleich der trivialen Gruppe {idr, 1/} (was auf zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeiten der Fall ist, wenn Sie in einem Punkt trivial
ist), so ist der Paralleltransport unabhéngig von der gewihlten differenzierbaren
Kurve zwischen zwei Punkten.

Wir hatten am Anfang des vorherigen Abschnittes erwdhnt, dass ein Zusammenhang

eine Art ,infinitesimale“ Version des Paralleltransports langs Kurven ist. Was dies ma-
thematisch prézise heiflen soll, ist der Inhalt der folgenden Proposition:

Proposition 2.29. Es sei M eine Mannigfaltigkeit, V ein Zusammenhang auf M, p €
M, v e T,M sowie X € I'(T'M) ein Vektorfeld auf M. Dann gilt fir jede differenzierbare
Kurve c¢: (—e,e) — M, € > 0, mit ¢(0) = p und /(0) = v gerade

VX = 4| (Pc‘v[o’t])_l (X(e(t)).

Beweis. Es sei eine Basis wi,...,w, € T,M von T,M gegeben. Dann existieren wegen
Proposition 2.26 eindeutige parallele Vektorfelder Wy, ..., W,, € T'.(T'M) lings ¢ mit
W;(0) = w; fir ¢ = 1,...,n. Da der Paralleltransport ein linearer Isomorphismus ist,
ist Wi(t),..., Wn(t) eine Basis von T, M fiir jedes t € (—¢,¢) und wir kénnen daher
das Vektorfeld X o ¢ € T'.(T'M) langs ¢ schreiben als X oc = > ; fi W; mit eindeutig
bestimmten differenzierbaren Funktionen fi,..., f, € C*((—¢,¢€)).

Dann ergibt sich einerseits die linke Seite der zu beweisenden Gleichung zu

Vo X =V X = (%(X OC)) (0) = <§t (i fi Wz>> (0)
>~ (50) ($) 0+ £0) Wi(0)) = Zfz

aufgrund der Parallelitiat von Wy, ..., W,.

i=1
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Andererseits ist

<

(PY,,) " (X(e) = (P

) (Z fi(0) Wm)
=1

-1
aufgrund der Linearitdt und Definition von (PC‘V[O t]) und somit ergibt sich die rechte

Seite der zu beweisenden Gleichung ebenfalls zu

n

oy (72,,) 7 e = ], (500 ) = 3 110
=1

i=1

Dies zeigt die Behauptung. O

2.4 Geodatische und Exponentialabbildung

Wir beginnen mit der Definition von Geoddtischen:

Definition 2.30. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und V ein Zusammenhang auf M.
Dann heifit eine differenzierbare Kurve ¢ : I — M Geoddtische (von (M,V)), falls ¢ ein
paralleles Vektorfeld langs c ist, d.h. falls

\Y

—c=0

d
gilt.
Notation. Ab jetzt werden wir als vereinfachte Schreibweise fiir die lokalen Koordina-
tenvektorfelder einer Karte (U, ), ¢ = (x1,...,z,), statt 8%1- einfach nur 0; fiir jedes
i =1,...,n schreiben.

Proposition 2.31. FEs sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann existiert zu jedem v € TM
ein € > 0 und eine Geoddtische ¢ : (—e, ) — M mit ¢(0) = w(v) =: p und '(0) = v. ¢ ist
eindeutig in dem Sinne, dass fiir jede andere Geoddtische ¢ : J — R, J offenes Intervall
um 0, mit &0) = p, ¢(0) = b gerade & rn(=e,0) = clun(=c,e) gilt.

Notation. Wir werden im Folgenden unter Missachtung des Definitionsbereiches sagen,
dass es zu jedem v € T'M eine eindeutige Geodatische ¢ mit ¢(0) = 7(v) und ¢(0) = v
gibt und diese mit ¢, oder ¢y (), bezeichnen.

Beweis (von Proposition 2.31). Wir wéahlen eine Karte (U, ¢), ¢ = (z1,...,%n), von M
um p :=7w(v) € M.
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Dann gilt fiir eine Kurve ¢ : (—=6,6) = M mit ¢((—9,5)) C U wegen ¢ = Y ;" ¢;0;0 mit
¢i:=x;ocfir alle i =1,...,n nach Gleichung (2.1) gerade

v n n

= z_: ¢ éjTijoc+éy | Oroc
k=1 \i,j=1

Dabher ist ¢ genau dann eine Geodétische mit ¢(0) = p und ¢(0) = v, wenn cy, ..., ¢ das

folgende Anfangswertproblem lésen:

n

a(t)=— Y at) ¢t) Ti(e),  a0)=p1, ¢é(0) =,

i,j=1

) = — 3 @) G0 THED)  en0) = én(0) = v
ij=1

Dabei ist (p1,...,pn) = @(p) € ©(U) € R™ und (v1,...,v,) € R™ ist eindeutig durch
v =Y i~ v;0;(p) bestimmt. Dies ist ein Anfangswertproblem fiir ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf der offenen Teilmenge ¢(U) von R™ und die
Behauptung folgt aus dem Satz von Picard-Lindel6f, da man jedes solche System in ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung auf einer offenen Teilmenge
von R?" umschreiben kann (man fiihre dazu neue Variablen 71, ...,7, ein, die ¢ = n;
fir alle : = 1,...,n erfiillen). O

Bemerkung 2.32. Es sei M eine Mannigfaltigkeit und V ein Zusammenhang.

(i) Es sei ¢: I — M eine Geodétische.

Offensichtlich ist dann é(t2) = P, t2](c'(t1)) fiur alle t1,t2 € I, t1 < ta (und
entsprechend fiir ¢; > ¢9).

Da der Paralleltransport nach Bemerkung 2.28 (i) ein linearer Isomorphismus ist,
folgt daher aus ¢(tg) = 0 € Ty M fiir ein tg € I schon é(t) = 0 fiir alle ¢ € 1.

Ist g eine pseudo-riemannsche Metrik auf M und V = V9 der Levi-Civita-Zu-
sammenhang, so wissen wir aus Bemerkung 2.28 (ii), dass der Paralleltransport
eine lineare Isometrie ist und somit gilt in diesem Fall sogar g.(,)(¢(t1),¢(t1)) =
gc(tQ)(é(tQ), é(tg)) far alle t1,t5 € 1.

(ii) Parametrisiert man eine Geodétische ¢ : I — M mit ¢(t) # 0 fir ein und somit
alle t € I um, so ist sie im Allgemeinen keine Geodéatische mehr:

Denn ist « : J — I, J Intervall, eine Umparametrisierung, so sieht man aus
Gleichung (2.1), dass fiir X € I'.(T'M) die kovarianten Ableitung von X o « langs
¢:J—= M, J>sw— &s):=cla(s)) € M und die kovariante Ableitung von X
langs ¢ iiber

(R(x00))(s) = o/(s) - (X (as))
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fir alle s € J zusammenhéngen. Da &(s) = o/(s) - ¢(a(s)) fiir alle s € J gilt und ¢
eine Geodéatische ist, folgt

(@) () =(F (@ - ¢0a))(s) = a/(s)(F (¢0a)) (5) + 0" (s) - é(als))
= (&/(5))2 - (FO)(als)) + a”(s) - é(a(s)) = o (s) - (a(s))

fiir alle s € J. Daher ist auch ¢ eine Geodatische genau dann, wenn o = 0 ist, also
genau dann, wenn «(s) = a - s + b fiir bestimmte a,b € R ist. Somit ist die Menge
aller Geodatischen nur unter affin-linearen Umparametrisierung invariant.

Beispiel 2.33. Das Folgende gilt alles auch im entsprechenden pseudo-riemannschen Kon-
text. Der Einfachheit halber formulieren wir es aber nur im riemannschen Fall.

(1)

(i)

(iii)

Nach Beispiel 2.25 ist ein Vektorfeld X € I'.(TR"™) ldngs einer differenzierbaren
Kurve ¢ : I — R" in der riemannschen Mannigfaltigkeit R® = R™° genau dann
parallel, wenn es konstant ist. Daher ist die Geodatische ¢, , mit ¢,,(0) = p € R"
und ¢é,,(0) = v € R® = T,R" durch ¢,, : R = R”, ¢, ,(t) := p+ tv fiir t € R,
gegeben.

Sei nun (M, g) eine riemannsche Untermannigfaltigkeit von R™. Dann ist nach
Beispiel 2.25 ein Vektorfeld X € I'.(T'M) léngs einer differenzierbaren Kurve c :
I — M in M parallel genau dann, wenn X (t) senkrecht auf TopyM ist fiir alle
t € I. Also ist ¢ : I — M eine Geodétische genau dann, wenn é(t) senkrecht auf
TopyM ist fur alle ¢ € I.

Betrachten wir nun speziell die riemannsche Untermannigfaltigkeit (S™,gst) von
R+ und sei p € S™ sowie v € T,5" = p gegeben. Fiir v # 0 ist dann der Grof-
kreis durch p € S™ und ”Z—” € S™, mit der richtigen Geschwindigkeit durchlaufen,

die eindeutige Geodétische ¢y, mit ¢, (0) = p und ¢, (0) = v. Genauer ist
Cpw : R—= 8" ¢py(t) :=cos (v t) p+sin(||v] t) ol

denn es ist ¢p(0) = p, ¢,,(0) = v und é,,(t) € span{cy,(t)} = (cpﬂ,(t)L)L =
(T, ,;yS™)™* fiir alle ¢ € R.

Cp,v
Fir v = 0 ist ¢ die konstante Punktkurve p, d.h. ¢, o(t) = p fir alle t € R.

Die eindeutische Geodéatische ¢, fiir v € T'M verhalt sich folgendermaflen unter Skalie-
rungen von v:

Lemma 2.34. Es sei V ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M. Ist fiir v €
TM die Geoddtische ¢, auf (—a,b) fir a,b > 0 definiert, so ist fir jedes A € R~ {0} die
Geoddtische cqy auf (f%, %) definiert und es gilt die Gleichheit

Cx(t) = cu(At)

fiir alle t € (—%, %)
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Beweis. Nach Bemerkung 2.32 (ii) ist ¢ : (—%, 3) — M, é(t) := (M), eine Geodatische.
Da &(0) = Aéy(0) = Mo gilt, ist & = cy,, was die Behauptung zeigt. O

Als néchstes definieren wir die Exponentialabbildung:

Definition 2.35. Es sei V ein Zusammenhang auf M und
D :={veTM |c, existiert auf [0,1] }
Die Exponentialabbildung (von (M,V)) ist dann definiert als
exp: D — M, exp(w):=cy(1)

fiur v € D. Wir bemerken, dass D offen und exp differenzierbar ist. Beides folgt aus der
glatten Abhéngigkeit von Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen von den
Anfangsdaten. Fiir einen genaueren Beweis, der ein geeignetes differenzierbares Vektor-
feld auf M (!!') verwendet, verweisen wir auf [Leel, Proposition 5.7 (c)].

Fiir einen Punkt p € M setzen wir D), := D N1, M sowie

exp, : Dp — M, exp, :=exp|p,

und nennen diese Abbildung die Exponentialabbildung (von (M,V)) in p. Wir bemerken,
dass dann auch D, offen in T}, M ist und dass mit exp auch exp,, differenzierbar ist, da
T,M fiir jedes p € M eine Untermannigfaltigkeit von M ist.

Wir notieren einige Eigenschaften von exp, die direkt aus Lemma 2.34 folgen:

Bemerkung 2.36. (i) Offensichtlich ist 0, € D, fiir jedes p € M, da ¢y, : R — M,
co, = p gilt.

(ii) Weiter ist D, sternférmig beziiglich 0,, denn mit v € D), ist nach Lemma 2.34 die
Geodétische ¢, auf {0, H (offensichtlich gilt das Lemma genauso fiir abgeschlossene

Intervalle) fiir jedes ¢t € R ~\ {0} definiert, und somit fiir 0 < ¢ < 1 insbesondere
auf [0, 1].

(iii) Esist ¢,(t) = exp(tv) fir alle (t,v) € R x T'M mit tv € D, denn nach Lemma 2.34
gilt exp(tv) = (1) = ¢y(t).
Weiter ist exp, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus in Op:
Proposition 2.37. FEs sei V ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M und
p € M gegeben. Dann ist exp,, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus in 0 = 0, d.h.

es existiert eine offene Umgebung U von 0, in Ty M, so dass exp,, |y : U — exp,(U) ein
Diffeomorphismus aufs offene Bild exp,(U) C M ist.

Beweis. Aufgrund des Umkehrsatzes (Satz 1.25) geniigt es zu zeigen, dass d(exp,)o :
TyM = To(T,M) — T, M invertierbar ist. Wir zeigen, dass sogar d(exp,)o = idz, s gilt.
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Sei dazu ein v € T,M = Ty, (T, M) gegeben. Dann ist v : R — T,M, ~(t) := tv, eine
differenzierbare Kurve in T, M mit v(0) = 0 und 7/(0) = v und es folgt mit Bemerkung
2.36 (iii) dann

d

d(exp,)o(v) = (exp,07)'(0) = &| _ (t = exp,(tv)) = %] (= 7(0) =7,(0) =,

also d(exp,)o = idr, s und somit, dass exp, ein lokaler Diffeomorphismus in 0 ist. [

Beispiel 2.38. In den folgenden Beispielen nehmen wir immer den Levi-Civita-Zusam-
menhang auf der jeweiligen pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit:

(i) Auf RP"P = (R™, (-, -)pn—p ist die Exponentialabbildung exp, : R — R" in z €
R™ nach Beispiel 2.33 (i) auf ganz R” = T, R™ definiert und durch exp,(v) = z +v
fir v € R™ gegeben.

Betrachten wir nun statt der Mannigfaltigkeit R die Mannigfaltigkeit R™ ~ {0},
so gilt fir exp, immer noch die gleiche Formel, allerdings ist dann exp, nur noch
auf dem offenen Ball um 0 in R™ mit euklidischem Radius ||| definiert, da sonst
exp,(—x) = 0 gelten wiirde. Die Exponentialabbildung in einem Punkt x € M ist
also im Allgemeinen nicht auf dem gesamten Tangentialraum T, M definiert.

(ii) Nach Beispiel 2.33 (iii) ist die Exponentialabbildung exp, : T,S" — S™ von
(S™, gst) in jedem Punkt p € S™ auf ganz T,S™ definiert und durch

ex,(0) = (1) = cos (o]} p +sin (o) 15

fiir v € T,5% \ {0} und exp,(0) = p gegeben.

(iii) Versehen wir (0,00) mit der riemannschen Metrik g = (g2)ze(0,00)) 9o (v, W) = 27

fir z € (0,00), v,w € R = TR, so ist die Exponentialabbildung in 1 gerade durch
exp, (z) = €%, also durch die ,jiibliche Exponentialabbildung gegeben (Ubung!).

Wir bemerken, dass (0,00) mit der Multiplikation zweier reeller Zahlen gerade
GL™(1,R) ist und dass e gerade der Matrix-Exponentialabbildung entspricht.

Analog erhélt man fiir bestimmte riemannsche Metriken auf O(n) (Ubung!) und
auf bestimmten anderen Matriz-Lie-Gruppen G (d.h. G ist Untergruppe und Un-
termannigfaltigkeit von GL(n,R)) die gewohnliche Matrix-Exponentialabbildung
als Exponentialabbildung am Einselement I,,.

2.5 Riemannsche Mannigfaltigkeiten als metrische Raume

In diesem Abschnitt betrachten wir nur riemannsche(!!!) Mannigfaltigkeiten (M, g)

Wir zeigen zunéchst, dass man M auf natiirliche Weise mit einer Metrik d versehen kann,
die die gegegebene Topologie induziert. Da nach Bemerkung 2.5 (a) jede Mannigfaltigkeit
mit einer riemannschen Metrik versehen werden kann, ist also jede Mannigfaltigkeit
metrisierbar. Der Abstand d(p, q) zweier Punkte p,q € M ist dabei als das Infimum von
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Léngen von Kurven zwischen p und ¢ definiert und wir zeigen dann, dass das Infimum
nur fiir Geodétische angenommen werden kann und dass jede Geodétische ,lokal“ das
Infimum annimmt. Am Ende des Abschnittes beweisen wir den Satz von Hopf-Rinow,
der unter anderem besagt, dass der metrische Raum (M, d) genau dann vollstandig ist,
wenn alle Geodétischen von (M, g) fiir alle Zeiten existieren und weiter besagt, dass das
Infimum von oben immer angenommen wird.

Wir beginnen mit der Definition der Lénge einer Kurve. Aus technischen Griinden bie-
tet es sich an, nicht nur differenzierbare sondern allgemeiner stickweise differenzierbare
Kurven zu betrachten:

Definition 2.39. Es sei M eine Mannigfaltigkeit. Eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — M
heifit stiickweise differenzierbare Kurve, wenn es a = ty < ... < ty = b gibt, so dass
C|[tiati 4] differenzierbar ist fur jedes ¢ = 0,...,N — 1 (es existieren also die links- und
rechtsseitigen Ableitungen an t¢1,...,ty_1, diese stimmen aber nicht unbedingt tiberein).
Die Stellen t1,...,ty_1 nennen wir dabei die Knickstellen von c.

Ist g eine riemannsche Metrik auf M, so definieren wir die Linge L(c) einer stiickweise
differenzierbaren Kurve ¢ : [a,b] — M durch

b
L(e) = [ ety .
a
Hierbei haben wir die Notation |v|, := \/gp(v,v) fiir p € M und v € T, M benutzt, die

wir auch im Rest des Skriptes verwenden werden.

Bemerkung 2.40. Es (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist die Lénge L(c)
jeder stiickweise differenzierbaren Kurve ¢ : [a,b] — M offensichtlich endlich. Weiter
gelten offensichtlich folgende Eigenschaften:

(i) Esist L(c) > 0 und L(c) = 0 genau dann, wenn ¢ = p fiir ein p € M gilt.
(ii) L(c) ist offensichtlich invariant unter Umparametrisierungen.

(iii) Sind ¢ : [a1,b1] — M und ¢z : [ag, ba] — M stiickweise differenzierbare Kurven mit
ca(az) = c1(by), so hat die Hintereinanderausfihrung cixcs : [a1,b1+ba—ag] — M,

c1 (t) , falls t € [al, bl],

* t) =
(crxe2)(t) {cz(bl—a2+t) , falls ¢ € [br, by + by — as).

die Lange
L(Cl * 02) = L(Cl) + L(Cz)

Wir bemerken, dass fiir differenzierbare Kurven c1, co die Hintereinanderausfiih-
rung ¢ x ¢o im Allgemeinen nur noch stiickweise differenzierbar ist. Dies ist der
Grund, warum wir diese groflere Klasse von Kurven betrachten.

(M, g) wird nun (falls M zusammenhéngend ist) wie folgt zu einem metrischen Raum:
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Satz 2.41. Es sei (M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
definiert

d(p,q) :=1inf {L(c) |c: [a,b] = M stiickweise differenzierbare Kurve, c(a) = p, c(b) = ¢}
fiir p,q € M eine Metrik d : M x M — [0,00) auf M, die die Topologie von M induziert.

Beweis. Bemerkung 2.40 (i) impliziert direkt, dass d(p, ¢) > 0 fur alle p,q € M ist. Wei-
ter ist d(p,p) = 0 (man nehme die konstante Kurve ¢ = p auf einem echten kompakten
Intervall) und d(p,q) = d(q,p) fir alle p,q € M, denn es ist L(c) = L(c™) fir jede
stiickweise differenzierbare ¢ Kurve von p nach ¢ aufgrund der Invarianz unter Umpa-
rametrisierungen aus Bemerkung 2.40 (ii), wobei ¢~ die entgegengesetzt durchlaufene
Kurve ist.

Seien nun p,q,r € M gegeben. Dann gilt fiir jede stiickweise differenzierbare Kurve ¢;
von p nach ¢ und jede stiickweise differenzierbare Kurve co von ¢ nach r, dass c¢; xcs eine
stiickweise differenzierbare Kurve von p nach r ist und wegen Bemerkung 2.40 (iii) dann

d(p,7) < L(cy xc2) = L(er) + L(ca).

Durch zweifache Infimumsbildung auf der rechten Seite dieser Ungleichung erhalten wir
dann die Dreiecksungleichung d(p,r) < d(p,q) + d(q,r).

Um zu zeigen, dass d eine Metrik auf M ist, miissen wir also noch zeigen, dass aus
d(p,q) = 0 fir p,q € M immer p = g folgt. Weiter miissen wir noch nachweisen, dass die
von d induzierte Topologie mit der Topologie von M {ibereinstimmt. Um dies nachzuwei-
sen, zeigen wir, dass fiir jeden Punkt p € M und fiir jedes ¢ > 0 eine offene Umgebung
W von p in M existiert mit W C B%(p) := {q € M|d(p,q) < €} und dass fiir jede Kar-
tenumgebung U um einen Punkt p € M ein € > 0 existiert, so dass BZ(p) C U ist
(bemerke dazu, dass die Menge aller Kartenumgebungen von M offensichtlich eine Basis
der Topologie von M ist).

Aus der zweiten Eigenschaft folgt dann auch, dass d(p,q) = 0 fiir ¢ € M immer p =
q impliziert, denn wir konnen eine Folge (U,)nen von Kartenumgebungen von p mit
Mnen Un = {p} withlen. Da q € Bd(p) fiir jedes € > 0 ist, ist ¢ € U, fiir jedes n € N und
somit ¢ € N,eny Un = {p}, also p =gq.

Sei also nun ein Punkt p € M gegeben und sei (U, ), ¢ = (z1,...,%,), eine Karte um
p. Wir bezeichnen mit ||-|| die euklidische Norm auf R” und mit B.(x) bzw. B¢(z) den
offenen bzw. abgeschlossenen euklidischen Ball vom Radius € > 0 im R” um z € R"
herum.

Sei nun 0.B.d.A. ¢(p) = 0. Dann existiert ein § > 0 mit Bs(0) C o(U) und K =
¢ 1(Bs(0)) CU. K C M ist dann kompakt und auch

L= {; azﬁi(q)

ist kompakt (es ist L = dp~'(Bs(0) x S"!)) und daher hat die stetige Funktion L >
v+ [[v]l 5 auf L ein Maximum R und ein Minumum r > 0. Sei nun v € TK beliebig

ge K, (ai,...,an) €R", |[(a1,...,an)| = 1} CTM
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mit v # Op, p := w(v). Schreiben wir v = >°1"; v;0;(p) mit (v1,...,v,) € R™ \ {0}, so
gelten daher folgende Ungeichungen:

2 2
R2 H(’Ulv . 7Un)|| > 9p (||(1]17'1‘}.7,L}71)||7 ||(U1,f)~,’l)n)||) . ||(U1, A ,’Un)H
2
= gp(v,0) = [[vll, = gp(v,v)

2
— 9 <||<v1,.7f,vn>||v ||(v1,..”.,vn)||) )l

> 12 |(v, .. o)|7

Offensichtlich gilt dann auch R? ||(vy,...,v,)||* > gp(v,v) > 72||(v1, ..., v,)|? fiir alle
veTK.
Sei nun ¢ € M \ U gegeben. Weiter sei ¢ : [a,b] — M eine stiickweise differenzierbare
Kurve mit ¢(a) = p und ¢(b) = ¢q. Dann gibt es ein minimales ty € (a,b) mit c(ty) € OK
(Rand von K), d.h. mit ||¢(c(tp))|| = 0, und es folgt

to t

L) 2 Licliag) = | 16l @t =7 [ 1@ 0. en)ldt = rLg o clogy)

wobei L(gpoc|[a7t0]) die euklidische Lange von c][a,to} ist. Da diese euklidische Lénge durch
das Geradenstiick zwischen den Endpunkten miminimiert wird (Ubung!), folgt L(c) >
rL(poc) > rd, also durch Infimumsbildung d(p, q) > 7d. Dies zeigt, dass B(p) C U
gilt und, wie oben bemerkt, auch, dass d wirklich eine Metrik auf M ist.

Sei nun ¢ € K C U. Wir betrachten dann die differenzierbare Kurve ¢ : [0,1] — M,

c(t) == ¢ (te(q)). Bs gilt é(t) = (o)) (0(q)), damit
(e1(t), .., en(t)) = dey (&(t) = o(q)

fiir alle ¢ € [0, 1] und somit

1 1
Ap.a) < Le) = [ 1eOllydt < B [ llela)ldt = Rlle(a)].

Sei nun ein € > 0 gegeben und sei € := min {4, £} sowie ¢ € ¢~ (B¢(0)). Dannist ¢ € K
und somit folgt
d(p,q) < Rllp(g)] < Rf; =,

also ¢ € B%(p) und somit ist die offene Umgebung ¢~ !(B(0)) von p in BZ(p) enthalten.
Dies zeigt, dass die von d induzierte Topologie mit der Topologie von M iibereinstimmt.
O

Als néachstes zeigen wir, dass Geodétische lokal die Lédnge minimieren. Dazu benétigen
wir die folgenden beiden Lemmata:

Lemma 2.42. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und f : (a,b) x (¢, d) —
M, (a,b) x (¢,d) > (t,s) — f(t,s) € M eine differenzierbare Abbildung. Dann gilt

Vof_Vof
ds Ot  dt 9s’
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Bemerkung. In Lemma 2.42 ist af +(t, s) fiir (¢,5) € (a,b) x (c,d) dadurch definiert, dass
wir s € (¢, d) fixieren und dann fur die differenzierbare Kurve fs : (a,b) — M, fs(t) :=
f(t,s) gerade %{(t, s) := fs(t) setzen. Dies ist dann fiir fixes t € (a,b) ein Vektorfeld
entlang der differenzierbaren Kurve (¢,d) 3 s — fi(s) := f(t,s) € M, welches wir dann
entlang dieser Kurve kovariant ableiten kénnen. Entsprechend ist die rechte Seite der zu

zeigenden Gleichung in Lemma 2.42 definiert.

Beweis von Lemma 2.42. Es sei (U, ), ¢ = (z1,...,2,), eine Karte um einen Punkt in
Bild(f). Setzen wir f; :=x; 0 f : (a,b) X (¢,d) — R, so gilt also
of . afz
= f(t
B9 = 50 = 2 0.9 0414:9)

fiir alle (t,s) € f~1(U). Entsprechend gilt (" bezeichne die Ableitung nach s)

O 5= its) = 32 A5y - oy(7(1.9)

i=1

und somit

oxy

Vof [ < 9fi Ofi ’ > fi 9
@&—Z<Zﬁy@ag)FU(D+%Mt) 0 (4(t.9)
fiir alle (¢,s) € f~}(U) nach Gleichung (2.1). Da dies symmetrisch in den Ableitungen
nach ¢ und s ist, folgt die behauptete Gleichheit. O

Das néchste Lemma ist das sogenannte Gauf$-Lemma, welches besagt, dass das Differen-
tial d(exp,)y : TyM — Texp, ()M in einem Punkt v € T,M die Lénge von v und das
orthogonale Komplement von v in T, M erhalt. Dies konnen wir auch kiirzer wie folgt
formulieren:

Lemma 2.43 (GauB-Lemma). Es sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit sowie
p€ M undv € D, CT,M gegeben. Dann gilt

gexpp(v) (d(epr)’U(U)’ d(epr)’U(w)) = gP(”? w)
fiir jedes w € T, T,M = T, M.
Beweis. Sei zunéchst w = Av fiir ein A € R. Dann gilt
d(exp,)v(w) = %‘t:O exp, (v +tw) = %‘t:() exp, ((1+ At)v) = %’t:O (14 At) = Aép(1)
nach Bemerkung 2.36 (iii) und entsprechend d(exp,),(v) = ¢,(1). Daher ist
Gexp, (v) (A(€xDy)v(v), d(€xpy) o (w)) = ge, (1) (¢o(1); Aéu(1)) = ge(0)(¢5(0), Ay (0))
= gP(”? w)
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nach Bemerkung 2.32 (i).

Da die zu zeigende Gleichung linear in w ist, kénnen wir nun annehmen, dass w senkrecht
auf v beziiglich g, steht und konnen dann sogar annehmen, dass [jw[, = [[v|, ist. Wir
missen zeigen, dass dann gexpp(v)(d(expp)v(v),d(expp)v(w)) = 0 gilt. Dazu setzen wir
v :R — T,M, v(s) := cos(s)v + sin(s)w. Dann gilt v(0) = v, v/(0) = w und ||y(s)|| =
|lv|| fiir alle s € R. Da v € D, ist, D, offen und sternférmig beziiglich 0 ist und die
Abbildung R x R > (t,s) — ty(s) stetig ist, gibt es ¢,0 > 0 mit ty(s) € D, fiir alle
(t,s) € (—0,149) x (—¢,€). Betrachte nun die differenzierbare Abbildung

fi(=0,14+0) x (—€,€) = M, f(t,s) := exp,(ty(s)).

Es ist % (1,0) = d(exp,)o(v) und 2L (1,0) = d(exp,),(7/(0)) = d(exp,),(w). Wir miissen
also zeigen, dass

g (51,05 1,0) =0

gilt. Wir zeigen zunéchst, dass
(=8,1+08) 3t g (5(1,0),5(1,0)) e R

konstant ist, indem wir diese differenzierbare Funktion nach t ableiten. Aufgrund der
Metrizitdt der kovarianten Ableitung entlang von Kurven, sieche Bemerkung 2.23, folgt

o (3 50) (10 =9 (5 5) (.0 +9 (5 25) (:0)

Nun ist (=6,1+9) >t = f(t,0) = exp,(tv) = cy(t) eine Geoditische und daher ist

g (%%, %) (t,0) = 0. Den zweiten Term konnen wir wie folgt mittels Lemma 2.42 und

der Metrizitdt der kovarianten Ableitung entlang differenzierbarer Kurven umschreiben:
of VvV of _ of Vv of _ 1 9f (of Of
g (m, mg) (t,0)=g (Ea @m) (t,0) 3 79(m, E)(t,O).
s) =

Da fiir jedes s € (—¢, €) die Kurve (—=6,1+6) >t — f(t,
Geodaétische ist, ist aber

(—€,€) 35— g(Gr(t,5), 5 (t,9))

= exp,(t7(8)) = cy(s)(t) eine

g(c'y(s)( )a v(s)( )) = g(év(s) (0)7év(s)(0))
9(v(s),7(s)) = llvll,
af o

konstant und somit % 9(%r 3—{)(75, 0) = 0, also insgesamt

59 (5.9 w0y =o.

Daher ist
(=8,1+08) 3t g (5(1,0),5(1,0)) € R
konstant. Da %(0, 0) = % expp(O) = % b= = 0 ist, gilt
of of [ of
9 (5 %) L0 =g (5 5) 0.0 =0
Dies zeigt die Behauptung. O
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Bemerkung 2.44. d(exp,,), ist im Allgemeinen keine lineare Isometrie. Betrachte dazu
beispielsweise (S™, gst) und p = N sowie v = e;. Dann gilt

. el +tey
expy(er +tea) = N e +tes (1) = cOs (\/ 1+ t2> N + sin (\/ 1+ t2> Niew:

nach Beispiel 2.38 (ii). Dies impliziert

dlexpy)e (e2) = —

== expy(e1 + tes) = sin(1) eg

t=0

und somit

g (d(expy e, (€2), d(expy)e, (e2)) = sin®(1) # 1 = gn(e2, e2).

Um die Aussage, dass Geodéatische lokal die Lange minimieren, exakt zu formulieren,
fiihren wir folgende Begriffe ein:

Definition 2.45. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M gegeben
sowie V' C T, M eine offene Umgebung von 0 in T}, M, auf der exp,, ein Diffeomorphismus
aufs Bild exp, (V) ist. Wir nennen dann exp, (V') eine normale Umgebung von p. Ist

€ > 0 so klein, dass B (0) := {v € TyM||vll, < e} in V' enthalten ist, so nennen wir
exp, (B (0)) einen geoditischen Ball (um p).

Bemerkung. Das Gauf3-Lemma besagt also insbesondere, dass die Geodétische t —
expp(tv) fir p € M und v € T, M die Rénder aller geodétischen Bélle um p senkrecht
schneidet.

Damit kdnnen wir nun zeigen, dass eine Geodétische lokal wie folgt die Lange minimiert:

Satz 2.46. Es sei (M, g) eine zusammmenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit und
sei B := exp,(B&(0)) C U fir ein e > 0 ein geoditischer Ball um p sowie q¢ € B.
Dann gilt fir die Geoddtische vy : [0,1] — M, y(t) := exp,(tv) mit v € B2 (0) eindeutig
definiert diber exp,(v) = ¢, dass ¥(0) = p und (1) = q ist und dass fiir jede andere
stiickweise differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — M mit ¢(a) = p, ¢(b) = q gerade L(y) >
L(c) gilt, was dquivalent zu d(p,q) = L(c) ist. Weiter ist L(c) = L(y) genau dann, wenn
c eine Umparametrisierung von -y ist.

Bemerkunyg. e Eine Umparametrisierung einer stiickweise differenzierbaren Kurve
c1 : a1, b1] — M ist hierbei etwas allgemeiner als iiblich eine stiickweise differenzier-
bare Kurve ¢z : [ag, ba] — M, so dass eine monotone, stetige, auf (a1, b;) stiickweise
differenzierbare, surjektive Funktion « : [a1,b1] — [ag, bo] mit co = ¢1 o a existiert.
Man bemerke, dass dies keine Aquivalenzrelation mehr auf der Menge aller stiick-
weise differenzierbaren Kurven ist, denn die Relation nicht mehr symmetrisch, da
a beispielsweise auf einen Intervall konstant sein kann.

e Jede Geodétische die in p losgeht, ist bis auf lineare Umparametrisierungen lokal
von der Form y(t) = exp,(tv) fiir ein v € BZ*(0). In der Hinsicht minimiert also
jede Geodétische lokal die Lénge.
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Beweis von Satz 2.46. Zunéchst ist wegen [|5(?)]].,) = [I7(0)[,(oy = [lvl,, die Lange L(v)
von v durch

1 1
L) = [ 15Ol dt = [ ol e = o,

gegeben.

Sei nun zunéchst ¢ : [a,b] — M eine stiickweise differenzierbare Kurve mit c(a) = p,
¢(b) = q und ¢([a,b]) € B. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢(t) = p nur fir
t = a gilt (ansonsten setze to := sup {t € [a,b]| ¢(t) = a} = max {t € [a,b]| ¢(t) = a} und
betrachte die Kurve c|[t07b], deren Lénge kleiner oder gleich der von ¢ ist). Dann kénnen
wir

c(t) = exp,(r(t)v(t))

fir jedes ¢t € (a,b] mit den stiickweise differenzierbaren Funktionen r : (a,b] — (0, 00),

r(t) := Hexp;l(c(t)) » und v : (a,b] = T,M, v(t) = w fir t € (a,b] schreiben.

Wir bemerken, dass [|v(t)[|, = 1 ist fiir alle ¢ € (a,b] und dass sich r durch r(a) := 0 in
a stetig fortsetzen lésst.

Dann folgt fiir alle t € (a,b] (auBer an den endlich vielen Stellen, an denen ¢ nicht
differenzierbar ist) zunéchst aus g,(v(t),v(t)) = 1 gerade gp(v(t),v(t)) = 0, weiter é(t) =
d(expy,)r(tyu(e) (F(E)v(t) +r()0(t)) und daher mit dem Gauf-Lemma (Lemma 2.43)

e %) = :278 Ie() (d(€XDp ) (1yo() (T (#)V(2)), A(€XD)) ()0 (1) (T (E)0(1)))
+ 27(t) ge(r) (d(exXDp)r (1)) (T ()0 (1)), d(€XDy)r(1)o(2) (0(2)))

+ atexp ) onin r© ),
> S gu(r(00(0), 1 (00() + 27(0) gy(r(0)0(0),0(0)) = (1)

Daher gilt wie gewiinscht

/a i)t

2@ = [ el = [ ol — 1) — (@] = ()] = [lexp; ()

p

= Hexp;l(q)Hp = |lvll, = L(7).

Ist nun ¢ : [a,b] — M eine stiickweise differenzierbare Kurve mit c(a) = p, ¢(b) = ¢

und c([a,b]) € B, so existiert ein § > 0 mit [[v][, < § < € und dazu ein maximales

to € [a,b] mit c([a,to]) C expp(Egp(O)) ist. Es ist Hexp;l(c(to))H = ¢ und nach dem
P

gerade gezeigtem, angewandt auf den Punkt c(to) € B, gilt

L(€) = L(eaag)) = [expy (elto))| | =8> |lol, = L(3).
Dies zeigt L(c) > L(v) fur alle stiickweise differenzierbaren Kurve mit ¢(a) = p und

¢(b) = g, wobei Gleichheit nur fiir ¢([a,b]) C B auftreten kann. An den obigen Rechnun-
gen mit der obigen Notation sehen wir, dass dies nur dann auftreten kann, wenn o = 0

68



ist (da exp, auf B (0) ein Diffeomorphismus aufs Bild ist und somit das Differential
iiberall auf BY”(0) ein linearer Isomorphismus ist) und 7 konstantes Vorzeichen hat. Es
ist also c(t) = exp,(r(t)vo) fiir ein vy € T, M mit [[vg, = 1 und fiir eine monotone
Funktion r : (a,b] — (0,00). Da exp,(v) = ¢ = c(b) = exp,(r(b)vo) ist und exp auf
B (0) injektiv ist, ist also v = r(b)vg und damit

c(t) = exp,(r(t)vo) = exp, (%r(b)vo) = exp, (%0) =7 (:gé;) ,

also ¢ eine Umparametrisierung von . Umgekehrt rechnet man direkt nach, dass die
Léange unter Umparametrisierungen erhalten bleibt. O

Aus Satz 2.46 folgt direkt, dass die Exponentialabbildung in einem Punkt p € M offene
Bille um 0, in (T,M, g,) auf offene Bélle um p in (M, d) des gleichen Radius abbildet:

Korollar 2.47. In der Situation von Satz 2.46 ist d(p,y(t)) = L(Y|pyg) = ltvll, fir
jedes t € [0,1] und somit exp, (B (0)) = B (p) fir alle 0 < € <.

Bemerkung 2.48. (i) Global miissen Geodétische nicht mehr unbedingt die Lénge mi-
nimieren. Man denke etwa daran, dass man zwei Punkte p, ¢ mit p # —q auf der
Sphére S™ durch zwei entgegengesetzt laufende Grofkreisstiicke (was nach Bei-
spiel 2.33 (iii), wenn mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen, Geodétische auf
(S™, gst) sind) des gleichen Groflkreises verbinden kann und dass diese unter der
Voraussetzung p # —q unterschiedliche Lingen haben. Allerdings minimiert hier
trotzdem das Kiirzere der beiden Grofkreisstiicke die Lange.

(ii) Im Gegensatz dazu kann es sein, dass es gar keine stiickweise differenzierbare Kurve
zwischen zwei Punkten p und ¢ einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) geben
muss, das Infimum in der Definition von d ist also im Allgemeinen kein Minimum
(der Satz von Hopf-Rinow weiter unten wird uns ein Kriterium geben, wann es
doch tiberall ein Minimum ist)

Betrachte dazu beispielsweise die riemannschen Mannigfaltigkeit R™ ~\ {0} und die
Punkte z, —x € R™ \ {0}. Dann ist d(xz, —x) = 2 ||z|| aber es gibt keine stiickweise
differenzierbare Kurve v von x nach —z in R™ ~\ {0} ('), da eine solche (bis auf
Umparametrisierung) durch das Geradenstiick von x nach —x gegeben sein miisste
(Ubung!).
Im Gegensatz zu Bemerkung 2.48 (ii) kann man jedoch zeigen, dass jede stiickweise
differenzierbare Kurve zwischen zwei Punkten, die die Lange minimiert (bis auf Umpa-

rametrisierung) eine Geodatische ist. Dies ist der Inhalt von Satz 2.51 weiter unter, fiir
dessen Beweis wir die folgenden beiden Lemmata benttigen.

Lemma 2.49. Es sei F : D — M x M, F(v) := (7(v),exp(v)). Dann ist fir jedes
p € M das Differential dFy, : To, M — Ty (M x M) = T,M x T,M in 0, ein linearer

Isomorphismus, also F' ein lokaler Diffeomorphismus in Oy.
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Beweis. Es sei p € M. Da sowohl T'M als auch M x M die Dimension 2dim(M) haben,
geniigt es die Surjektivitit von dFy, : To, M — T, M x T, M zu zeigen. Sei dazu (v, w) €
TpM x T,,M gegeben. Dann gilt fiir die Kurve ¢; : (—€1,€1) = TM, ¢1(t) :=t- (w —v),
€1 > 0 klein genug, gerade

ARy, ((4(0) = | _ Fler(®) = & __ (p,exp,(tw —v))) = (0,0 — v)

t=0

und fiir die Kurve ¢y : (—e€g,€2) — T'M, co(t) :==0 €o > 0 klein genug, gerade

ex: tv)»
pp(tv)

dFy,(¢2(0)) = G| _ Flea(t)) = §| _ (exp,(tv), exp,(tv)) = (v,v),

’t:() ’t:O

also
dF()p (61(0) + 62(0)) = dFop(él(O)) + dFop(éQ(O)) = (O,w — U) + (’U,’U) = (U, w).
Dies zeigt die Surjektivitit dFy, : To, M — T, M x T, M und damit die Behauptung. [J

Lemma 2.50. Es sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann
existiert eine offene Umgebung U von p in M und ein € > 0, so dass fiir alle ¢ € U gilt:

(i) exp, ist auf ganz BZ%(0) C T,M definiert und dort ein Diffeomorphismus aufs Bild
(ii) und U C equ(ng (0)) = Bg(q).
Dies bedeutet, dass U fiir jeden Punkt q € U eine normale Umgebung von q ist.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung F': D — M x M, F(v) := (mw(v),exp(v)) aus
Lemma 2.49. Nach diesem Lemma existiert eine offene Umgebung W von 0, in T'M auf
der M ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung U von (p,p) in M x M ist Wir
bemerken, dass wir annehmen konnen, dass 0, € W ist fiir jedes ¢ € 7(W):

Denn F' ist ja auch in 0, fiir ¢ € W ein lokaler Diffeomorphismus und wir kénnen die
Vereinigung der offenen Umgebungen W, von 0, auf denen F' ein lokaler Diffeomorphis-
mus ist mit der offenen Menge TW = 7~ (7(W)) schneiden und erhalten so ein neues
W mit der gewiinschten Eigenschaft, wobei wir bemerken, dass F' immer noch auf W
injektiv ist, das F'(w;) = F(wsg) fiir w1, ws € W ja m(w1) = m(w2) impliziert.

Es existiert nun eine offene Umgebung V' von p in M und ein € > 0, so dass

W' = {v eTM ‘77(1}) €V, vllrw < e}

in W enthalten ist:

Dazu wihlen wir eine Karte (V, ) um p, ¢ = (z1,...,x,), sowie eine offene Umgebung
V von p in M mit V C V und kompakten V und behaupten, dass es dann ein € > 0 gibt,
so dass W’ wie oben definiert in W enthalten ist:

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann gibt es eine Folge (v;)jeny von Punkten in
TV~ W mit [Jo;]|, — 0 fiir i — oo, wobei g; := 7(v;) ist. Da V kompakt ist, kénnen wir
nach Ubergang zu einer gleich bezeichneten Teilfolge annehmen, dass zliglo q; = q fir ein
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q € V ist. Mit dhnlichen Argumenten wie bestimmte Abschitzungen im Beweis von Satz
2.46 erzielt wurden, zeigt man, dass ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle (wy,...,w,) €

R"™ und alle § € V gerade HZ?:l wjé?j(q)H < CHZ?ﬂ wj@z-(cj)H~ gilt. Schreiben wir
‘ q q
vi = > %1 v;,;0j(q;) mit eindeutig bestimmten (v 1,...,vin) € R™ fiir jedes i = 1,...,n,

so folgt also lim
1—00

’Z’;:l Ui’jaj(Q)“q = 0, also Zlgélov” = 0 fiir jedes j = 1,...,n und

somit lim v; = 0,. Da T'M ~\ D abgeschlossen ist, muss 0, = lim v; € T'M \ D sein,
1—00 1— 00

ein Widerspruch, da wir oben gezeigt haben, dass wir 0, € W € D, fiir ¢ € V Ca(W)
annehmen konnen.

Wir wihlen nun eine offene Umgebung U von p in M, so dass U x U C F(W’) gilt und
behaupten, dass U und e > 0 die gewiinschten Eigenschaften erfiillen:

Zunéchst gilt BZ(0) = W' N T, M und somit ist exp, auf BZ(0) definiert und dort ein
Diffeomorphismus, da F' : W' — F(W’) einer ist und somit equ_l((j) = F~Y(q,q) fiir
qge equ(ng(O)) ist. Also gilt (i).

Weiter ist auch (i) erfiillt, da {¢} x U € F(W' N T,M) = {q} x exp,(B#(0)) gilt. O

Satz 2.51. Es sei (M, g) eine zusammenhdngende riemannsche Mannigfaltigkeit, p,q €
M sowie c: [a,b] — M eine stickweise differenzierbare Kurve mit c(a) = p und ¢(b) = q
proportional zur Bogenlidnge parametrisiert, d.h. [a,b] 3 t — [|¢(¢t)]] € [0, 00) ist konstant
(an den Knickstellen von c stimmt |[¢(t)| ) fir die links- und rechtsseitige Ableitung von
¢ tdberein). Gilt dann L(c) = d(p,q), so ist c eine Geoddtische.

Beweis. Es sei t € [a,b] gegeben. Fiir ¢(t) € M seien eine Umgebung U und ein € > 0
wie in Lemma 2.50 gewéhlt. Dann existiert ein echtes abgeschlossenes Intervall [a, b] mit
t € [a,b] C [a,b] und c([a,b]) € U. Nun ist c[j; 3 eine stiickweise differenzierbare Kurve

mit L(c| @ 13]) = d(@,b), denn sonst giibe es eine kiirzere stiickweise differenzierbare Kurve

7 zwischen ¢(@) und ¢(b) und man wiirde durch Ersetzen des Abschnittes c|j; 3 durch
v in c eine kiirzere stiickweise differenzierbare Kurve zwischen c(a) und ¢(b) erhalten.
Nach Satz 2.46 ist daher C|[a B eine Umparametrisierung einer Geodétischen zwischen

c(a) und ¢(b). Da aber c][& 5 proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist, muss c\[& B
selbst schon Geodétische sein. Da dies fiir jedes ¢ € [a, b] gilt, ist ¢ eine Geodétische. []

Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir den Satz von Hopf-Rinow, welcher eine
Charakterisierung der riemannschen Mannigfaltigkeiten gibt, die geoddtisch vollstindig
sind:

Definition 2.52. Eine riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit geoddtisch vollstindig,
falls D = TM ist, also falls exp auf ganz T'M definiert ist. Dies ist wegen Bemerkung
2.36 (iii) dquivalent dazu, dass jede Geodétische von (M, g) auf ganz R erweiterbar ist.

Der Satz von Hopf-Rinow lautet nun

Satz 2.53 (Hopf-Rinow). Es sei (M,g) eine zusammenhdngende riemannsche Mannig-
faltigkeit. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

71



(i) (M, g) ist geoddtisch vollstindig.
(ii) Es gibt ein p € M mit Dy = T,M, d.h. so, dass exp, auf ganz T,M definiert ist.
(ii) Jede beschrankte und abgeschlossene Teilmenge von (M, g) ist kompakt.

(iv) Der metrische Raum (M,d) ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge in (M,d) kon-
vergiert.

Jede der Bedingungen (i) — (iv) impliziert, dass es zu je zwei Punkten pi,p2 € M eine
Geoddtische ¢ : [a,b] — M mit c(a) = p1, ¢(b) = p2 und d(p1,p2) = L(c) gibt.

Bemerkung 2.54. Es gibt zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeiten, fiir die
es zwischen je zwei Punkten eine ldngenminimierende Geodétische gibt, die aber selbst
nicht geoditisch vollstandig sind, beispielsweise der offene Einheitsball in R™ = R™9.

Beweis von Satz 2.53. Bevor wir durch einen Ringschluss die Aquivalenz von (i) — (iv)
beweisen, zeigen wir, dass aus (i) die Existenz einer Geodétischen c¢ : [a,b] — M mit
c(a) = p1, ¢(b) = p2 und d(p1,p2) = L(c) folgt:

Sei dazu r := d(p1,p2) und sei B(p1) ein geoditischer Ball um p; € M, § > 0, sowie
Ss(p1) der Rand von Bg(pi). Man bemerke, dass S5(p1) = {q¢ € M|d(p1,q) = 6} =
exp,, (BJ)(0)) gilt und diese Menge daher kompakt ist (formal genau muss man even-
tuell erst 0 etwas verkleinern, da der Rand nicht mehr unbedingt in D), liegt).

Die stetige Funktion g — d(p2, ¢) nimmt auf der kompakten Menge S;5(p1) ein Minimum
in einem Punkt po € Ss(p1) an und es ist dann py = exp,, (6v) fiir ein v € T,,, M mit
|v]l,, = 1. Wir betrachten die Geodétische ¢ : R — M, c(t) := exp,, (tv) und zeigen, dass
c(r) = pz ist. Dies zeigt die Behauptung, da L(c) = [q [|¢(t)ll.) dt = Jg [16(0)]] o) dt =
Jo lvll,dt = [y 1dt = r = d(p1,p2) folgt, wobei die zweite Gleichheit gilt, da c eine
Geodaétische ist.

Dazu betrachten wir die Menge

I:={se0,r]|d(c(s),p2) =7 —s}.

Dann ist I nicht-leer, da 0 € I ist und offensichtlich abgeschlossen. Wir zeigen, dass
supI = r ist, was dann aufgrund der Abgeschlossenheit von A impliziert, dass r € I
ist und somit, dass dann d(c(r),p2) = 0, also ¢(r) = py ist. Sei dazu sg € I mit sp < r
gegeben und es sei B¢ (c(so)) ein geoditischer Ball um c(sg) € M mit 0 < &' < r — sg
sowie S (c(s0)) der Rand von B (c(sp)). Dann nimmt die stetige Funktion 5 +— d(p, p2)
auf der kompakten Menge Sy (c(sp)) ein Minimum in einem Punkt pj, € Ss(c(sp)) an.
Weiter ist d(c(sg),p2) = & + d(pp, p2):

Ist 7y : [a, b] — eine stiickweise differenzierbare Kurve mit vy(a) = ¢(sp) und (b) = pa, so
gibt es ein tg € [a,b] mit y(to) € Sy (c(s0)) und es folgt L(v) = L(V[ja,t0]) + L(V[to,0)) =
8" 4+ d(pf, p2), also durch Infimumsbildung d(c(so),p2) > ¢ + d(pp, p2). Da aufgrund der
Dreiecksungleichung die umgekehrte Ungleichung d(c(so), p2) < d(c(so), ph) +d(ph, p2) =
8 + d(pp, p2) gilt, ist also d(c(so), p2) = 0’ + d(pf, p2) wie behauptet.
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Da sg € I ist, folgt daher
r—so = d(c(s0),p2) = &' + d(py, p2),

also d(pj, p2) = r — (sp + ¢') und somit r = d(p1, p2) < d(p1,p}) + d(ph, p2) = d(p1, D)) +
r—(so+0"), d.h. d(p1,p{) > so+9¢'. Nun hat die stiickweise differenzierbare Kurve ¢, die
entlang von ¢ von p; = ¢(a) nach ¢(sg) lduft und dann mit der gleichen Geschwindigkeit
entlang der eindeutigen minimierenden Geodétischen von c¢(sp) nach p; lauft, gerade
Lange so + ¢, was d(p1,p)) = so + 0’ zeigt und nach Satz 2.51 impliziert, dass 7 eine
Geodétische ist, und somit gleich ¢ sein muss. Es ist also ¢(sg + 0") = pp, also d(c(so +
8"),p2) = d(ppy, p2) = r — (so+¢'), was bedeutet, dass so + &' € I ist. Wie oben erldutert,
folgt daraus zunéchst r € I, damit ¢(r) = p und schliefllich L(c) = r = d(p1, p2).

Wir bemerken, dass wir im Beweis gerade nur benutzt haben, dass exp,, auf ganz T, M
definiert ist. Daher folgt aus der Giiltigkeit von (ii) fir jedes ¢ € M die Existenz einer
Geodiitischen ¢ die p und ¢ verbindet und L(c) = d(p, q) erfiillt. Die Aquivalenz von (i)
— (iv) ergibt sich nun wie folgt:

»(1) = (i7)“: Klar.

»(11) — (ii7)*: Es sei A eine abgeschlossene und beschriankte Teilmenge von M. Es gibt
also ein R > 0 mit A C Bfl%(p) und daher gibt es wegen dem oben gezeigten zu jedem
g € A eine Geoditische der Liange < R von p nach ¢. Es ist also A C expp(P%’ (0)).
Als Bild einer kompakten Menge unter der stetigen Abbildung exp,, ist expp(E%’ (0))
kompakt und daher A als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge exp,, (BE(0))
selbst kompakt (siehe Abschnitt 1.1).

»(131) — (iv)“: Es sei (pn)nen eine Cauchy-Folge in (M, d). Dann ist {p1,p2,...} abge-
schlossen und beschrankt und daher kompakt. Also besitzt (py),en eine konvergente
Teilfolge. Da (py)nen eine Cauchy-Folge ist, konvergiert dann aber auch die eigentliche
FOlge (pn)nEN'

»(1v) = (1)“: Wir nehmen an, dass (M, g) nicht geodétisch vollstdndig wére. Dann gibt
es also eine Geodétische ¢ : (a,b) = M mit —oo < a <0< b < oo und 0.B.d.A. b < o0,
so dass sich ¢ nicht iiber b hinaus als Geodétische fortsetzen ldsst. Wir kénnen annehmen,
dass ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist, so dass L(c|y ) = s — t fiir alle ¢, s € (a,b)
mit ¢ < s gilt. Sei nun (¢,),en eine Folge in (a,b) die gegen b konvergiert. Dann gilt
also d(c(t;), c(tj)) < |t; — t;] fiir alle 4, j € N und somit ist (c(t,))nen eine Cauchy-Folge
in (M,d) und konvergiert daher nach Annahme gegen einen Punkt py € M. Es sei nun
U eine offene Umgebung von pg wie in Lemma 2.50, d.h. es existiere ein € > 0, so dass
fiir jedes ¢ € U die Abbildung exp, auf B?%(0) ein Diffeomorphismus aufs Bild ist und
exp,(BZ7(0)) C U ist. Es gibt nun ein N € N, so dass b —t,, < € und c(ty), c(tm) € U
ist fiir alle n,m > N. Wahlen nun beliebige n,m > N mit c(t,,) # c(tm) und t, < tp,.
Dann gibt es nach Satz 2.46 eine bis auf Translationen eindeutige, nach Bogenldnge
parametrisierte Geodétische ¢ von ¢(t,) nach c¢(t,,) der Lange L(¢) < e. Es muss daher
c(t) = é(t —ty,) fur alle t € [tp, ] gelten. Da ¢ zumindest auf [0, €] definiert ist (denn
(t) = expey,)(té(ty)) ist wegen té(tn) € B (0) fiir ¢ € [0, €] fiir alle diese ¢ definiert)
und b—t, < e gilt, kdnnen wir ¢ durch ¢(t) := é(t—ty,) fir alle t € [t,, t,,+¢€] Uber b hinaus
als Geodétische fortsetzen, ein Widerspruch. Also ist (M, g) geodétisch vollstandig. [
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Da abgeschlossene Teilmengen von kompakten Mengen selbst kompakt sind (sieche Ab-
schnitt 1.1), folgt unter Anwendung des Satzes von Hopf-Rinow (Satz 2.53) auf jede
Zusammenhangskomponente von M:

Korollar 2.55. Jede kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit ist geoddtisch vollstindig.

Bemerkung. Genauso wie im riemannschen Fall definiert man im pseudo-riemannschen
Fall ,, geodétische Vollstédndigkeit®. Natiirlich konnen wir in diesem Fall keine aquivalente
Charakterisierung als Vollstandigkeit eines metrischen Raumes (M, d) erwarten, da wir
(M, d) nicht mehr definieren kénnen.

Tatséchlich ist die Situation noch ,schlimmer” und auch Korollar 2.55 gilt nicht mehr,
d.h. es gibt kompakte pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten, die nicht geodétisch voll-
stindig sind. Beispielsweise triagt schon T2 eine Lorentz-Metrik, die geoditisch nicht
vollstandig ist (,,Clifton-Pohl-Torus*), siehe beispielsweise [ON]. Die Charakterisierung
der kompakten, geodétisch vollstédndigen, pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeiten ist
tatsdchlich immer noch ein aktives Forschungsgebiet.

2.6 Kriimmungsgrofien

Wir beginnen mit der grundlegenden Definition dieses Abschnittes:

Definition 2.56. Es sei V ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M. Dann
ist der (riemannsche) Krimmungstensor R = RY won V definiert als die R-trilineare
Abbildung

I(TM)* € (X,Y,Z)— RY(X,Y)Z :=VxVyZ — VyVxZ - Vxy|Z € T(TM).

Ist g eine pseudo-riemannsche Metrik auf M und V = V9, so schreiben wir auch RY
statt RV und nennen RY den (riemannschen) Kriimmungstensor von g bzw. von (M, g)

Bemerkung. Nach Lemma 2.57 ist R ein (3, 1)-Tensorfeld und somit ist die Abbildung
T,M € w > R(u,v)w € T,M fiir fixes p € M und fixe u,v € T,M ein Endomorphismus
von T, M, ein sogenannter (riemannsche) Krimmungsendomorphismus. Dies erkért auch
die Schreibweise R(X,Y)Z bzw. R(u,v)w statt R(X,Y, Z) bzw. R(u,v,w) fir X,Y,Z €
I(TM), u,v,w € T,M, da so die Endomorphismuseigenschaft im letzten Argument von
R bei fixierten ersten beiden Argumenten deutlicher wird.

RV ist tatsiichlich ein Tensor(-feld):

Lemma 2.57. Fir jeden Zusammenhang V auf einer Mannigfaltigkeit M ist RV ein
(3,1)-Tensorfeld, welches antiymmetrisch in den ersten beiden Argumenten ist.

Beweis. Die Antisymmetrie in den ersten beiden Argumenten folgt direkt aus der Defi-
nition. Wir miissen also nur noch zeigen, dass RV in jedem Argument C> (M )-linear ist,
wobei wir uns aufgrund der Antisymmetrie auf das erste und dritte Argument beschran-
ken konnen.
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Firr alle X,Y, Z € I'(T'M) und alle f € C°°(M) gilt nun

RY(fX.Y)Z =V xVyZ —VyVixZ—Vxy)Z
= fVxVyZ = Vy(fVxZ) = Vixy-v(HxZ
= fVXxVyZ — fVyVxZ -Y(f)VxZ — [Vixy1Z +Y(f)VxZ
= fRY(X,Y)Z

sowie

RY(X,Y)fZ =VxVy(fZ) = VyVx(fZ) = Vixy(f2)
=Vx(fVyZ+Y(f)Z) = Vy(fVxZ+ X(f)Z) - fVixy)Z - [X,Y](f) Z
= fVxVyZ+X(f)VyZ+Y(f)VxZ + X (Y(f)) Z
—fVyVxZ =Y (f)VxZ - X(f)VyZ =Y (X(f) Z - fVixyZ - [X.,Y|(f) Z
= fVXxVyZ — fVyVxZ - fVixy1Z + XY (f) Z -Y(X(f) Z - [X,Y](/)Z
= fRY(X,Y, Z) + [X,Y](f) = [X,Y](f) = FRY(X,Y)Z,

was die Behauptung zeigt. O

Bemerkung 2.58. Da R ein (3, 1)-Tensorfeld ist, kénnen wir also fiir jedes p € M drei
Tangentialvektoren u, v, w € T, M in p in R einsetzen und erhalten wieder einen Tangen-
tialvektor R(u,v)w heraus. Ist nun (U, ¢), ¢ = (z1,...,%y), eine Karte um p € M, so ist
mit u = Y ;" u;0;(p), v =Y i v;i0i(p) und w = Y-, w;0;(p) fiir eindeutig bestimmte
ULy evesUpyVlyeeny Up, W, ..., W, € R gerade

R(u,v)w = Z uvjwi R(0i(p), 05(p))0k(p)-
ig,k=1

Nun ist R(0;(p), 0j(p), 0k(p)) € Tp,M und wir kénnen also
R(9:(p), 0;(p))3k(p) = D_ Rijn(p) 0u(p)
=1

mit eindeutigen Rﬁ-jk e C®U),l=1,...,n, fur alle 4,5,k = 1,...,n schreiben. Dann
ist also

R(u,v)w = Z Rijk(p)uivjwkﬁl(p).
igkl=1

Daneben ist
R(0i,07)0k = Vo,Vo,0, —Vo,;Vo,0k — Vg, 01% = (Vo,Vo, — Vo, Va, )0k = [Vo,, Vo, |0k

fir alle 7,4,k = 1,...,n. Da diese Terme R vollstdndig bestimmen, misst R in gewisser
Weise, inwieweit kovariante Ableitungen miteinander vertauschen. Weiter kénnen wir
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(Rﬁjk)z‘,j,k,lzl,...,n aus den Christoffelsymbolen (Ff])”kzln von V beziiglich ¢ berech-
nen, denn es ist

R(0;,0;)0k = Vo,Vo,0k — Vo, V,0k = Vy, (Z rg,@) — Vs, <Z r;?kar>
r=1

r=1
%I;va) 0,
(Fzr ik = ]r zk) o + Z <
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fur alle 4,5, k,l=1,...,n

Wir werden weiter unten eine geometrische Interpretation des riemannschen Kriimmungs-
tensors RY einer pseudo-riemannschen Metrik g geben, der die Namensgebung motivieren
wird. Eine kleine Motivation ist aber schon durch das folgende Beispiel gegeben, welches
zeigt, dass der riemannsche Kriimmungstensor von RP"" P gleich 0 ist:

Beispiel 2.59. Die pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit RP""7P ist flach, d.h. der rie-
mannsche Kriimmungstensor R von RP""~P ist identisch gleich 0:

Denn nach Beispiel 2.12 ist Fk =0 fir alle 4, j,k = 1,...,n bezliglich der Standardkarte
(R™, idgn) von R™ und somit nach Gleichung (2.2) R! i =0firalled,j,k=1,...,n,also
R=0.

Der riemannsche Kriimmungstensor einer pseudo-riemannschen Metrik hat folgende Sym-
metrien:

Proposition 2.60. Es sei (M,g) eine pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann er-
fallt der riemannschen Krimmungstensor R von (M,g) fir alle X,Y,Z,W € I'(TM)
folgende Gleichungen:

1. R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z (,Antisymmetrie in den ersten beiden Argumenten®).
2. R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (,1. Bianchi-Identitit*).

3. g(R(X,Y)Z,W)=—g(R(X, Y)W, Z) (,Antisymmetrie im dritten und vierten Ar-
gument).

4. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y) (,Symmetrie bei Blockvertauschung®).
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Beweis. 1. haben wir schon in Lemma 2.57 vermerkt.
Weiter folgt aufgrund der Torsionsfreiheit von VY und der Jacobi-Identitdt des Kommu-
tators von Vektorfeldern gerade

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = V%V Z — Vi V% Z — VfX Y]
+VEVEX - VIVEX — Vi) X
+ VIVLY -V VLY — V[Z,X]
= V&[Y, 2] + Vi [Z, X] + VZ[X,Y]
=[X, [V, 2|+ [Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0
fir alle X,Y,Z € I'(T'M), also ist 2. wahr.
3. ist offensichtlich &quivalent zu g(R(X,Y)Z,Z) = 0 fiir alle X,Y,Z € I'(TM) (eine

Richtung klar, fiir die andere setze man Z+W statt Z ein), was sich nun unter Benutzung
der Metrizitdt von VY wie folgt ergibt:

9g(R(X,Y)Z,Z) = g(V%V$Z - ViV Z — V[X 1%, Z)
=9(V&VY 2, 2) — g(V{ V&2, Z) — 9(Vix 1 2, 2)
=X (9(V¥-2,2)) — 9(V§.2,V%Z) =Y (9(V4 Z, Z)) + 9(V& Z, V5. Z)
- 3[X,Y(9(2,2))
=3 XY(9(Z, 7)) - Y X(9(2, 2)) -
= 31X, Y](9(2. 2)) - §[X,Y(9(2, 2)

%[X Y](Q(Za 2))
) =

Zum Beweis von 4. schreiben wir alle vier méglichen Summen von 2. fir X, Y, Z, W €
(T M) folgendermafBien hin:

g(R(X,Y)Z,W) + g(R(Y, Z)X,W) + g(R(Z, X)Y,W) =0,
9(R(Y, )W, X) + g(R(Z, W)Y, X) + g(ROW,Y)Z,X) = 0,
g(R(Z,W)X,Y) + g(R(W, X)Z,Y) + g(R(X, Z)W,Y) =0,
9(RW, X)Y, Z) + g(R(X, Y)W, Z) + g(R(Y,W)X, Z) = 0.

Addieren wir die ersten beiden Zeilen und ziehen davon dann die dritte und vierte Zeile
ab, so erhalten wir unter Benutzung von 1. und 3. gerade

0= g(R(X.Y)Z, W) + g(R(Y, Z)X, W) + g(R(Z, X)Y. W) + g(R(Y. Z)W, X)
+ 9(R(Z, W)Y, X) + g(R(W,Y)Z, X) - g(R(Z,W)X,Y) - g(R(W, X)Z,Y)
— g(R(X, Z)W,Y) — g(R(W, XY, Z) — g(R(X, Y)W, Z) — g(R(Y, W)X, Z)
— g(R(X,Y)Z,W) + g(R(Y, 2)X,W) - g(R(X, Z)Y, W) — g(R(Y, )X, W)
— g(R(ZW)X.Y) — g(R(Y.W)Z,X) — g(R(Z,W)X,Y) — g(R(W. X)Z,Y)
+ 9(R(X, 2)Y,W) + g(R(W, X)Z,Y) + g(R(X,Y)Z,W) + g(R(Y, W)Z, X)
= 29(R(X,Y)Z,W) — 29(R(Z,W)X,Y),
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also g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y) fir alle X,Y,Z, W € I'(TM) und damit ist 4.
gezeigt. ]

Bemerkung. Nach dem Beweis von Proposition 2.60 gilt 1. fiir den riemannschen Kriim-
mungstensor RV jedes Zusammenhanges V, 2. falls V torsionsfrei ist und 3. falls V
metrisch beziiglich der in der Gleichung vorkommenden pseudo-riemannschen Metrik g
ist. Weiter folgt 4. aus 1. — 3., ist also eigentlich keine weitere Symmetrie von RY son-
dern schon in den anderen Symmetrien 1. — 3. von RY enthalten. Da die Herleitung sehr
trickreich war, werden wir trotzdem auch direkt mit der Symmetrie 4. arbeiten.

Der riemannsche Kriimmungstensor RY einer (pseudo-)riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g) ist als (3,1)-Tensorfeld ein sehr kompliziertes Objekt. Wir werden weiter unten
eine dquivalente Beschreibung von R in Termen der sogenannten Schnittkrimmungen
von allen Tangentialebenen, d.h. von zweidimensionalen Unterrdumen eines T,M, p € M,
geben. Zum Beweis der Aquivalenz fithren wir folgenden Begriff ein und bemerken, dass
wir uns hier und auch weiter unten auf den riemannschen Fall beschrianken werden,
obwohl entsprechende Aussagen auch fiir pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten gelten.
Es ergeben sich im echten pseudo-riemannschen Fall aber technische Schwierigkeiten
daraus, dass nicht mehr alle Tangentialebenen nicht ausgeartet sind.

Definition 2.61. Es sei (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum.
Ein algebraischer Krimmungstensor (auf (V,(-,-))) ist eine R-trilineare Abbildung R :
VXxVxV oV, VxVXxV>3(uvw)— Ru,v)we V, so dass fur alle u, v, w, z gilt:

1. R(u,v)w = —R(v, u)w,

2. R(u,v)w+ R(v,w)u+ R(w,u)v =0,
3. (R(u,v)w, z) = —(R(u,v)z, w) und
4. (R(u,v)w, z) = (R(w, 2)u, v).

Bemerkung 2.62. Nach Proposition 2.60 ist also fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) der riemannsche Kriimmungstensor RY fir jedes p € M ein algebraischer Kriim-
mungstensor auf (7,M, gp).

Bevor wir uns nun der Schnittkrimmung widmen, wollen wir noch die Invarianz des
riemannschen Kriimmungstensors unter Isometrien zeigen. Dazu erinnern wir an folgende
Definition von Blatt 8, Aufgabe 3 der Ubungen:

Definition 2.63. Es seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten sowie f : M — N ein
Diffeomorphismus.

Fiir ein Vektorfeld X € I'(T'N) auf N koénnen wir ein Vektorfeld f*X auf M durch
f*X :=df ' o X o f definieren. Dieses nennen wir den Pullback von X (lings f).

Ist g eine pseudo-riemannsche Metrik auf M sowie h eine pseudo-riemannsche Metrik
auf N, so nennen wir f eine Isometrie und (M, g) und (N, h) dann isometrisch, wenn
g = f*h ist, d.h. wenn

gp(’l),w) = (f*h)p(v7w) = hf(p)(dfp(v)7dfp(w))
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fiir alle p € M und alle v, w € T, M gilt.

Der riemannsche Kriitmmungstensor einer pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
ist nun im folgenden Sinne ,invariant“ unter Isometrien:

Lemma 2.64. Es seien (M, g) und (N, h) pseudo-riemannsche Mannigfaltigkeiten sowie
f: M — N eine Isometrie. Dann gilt fiir die zugehorigen riemannschen Krimmungs-
tensoren RY und R" und alle u,v,w € T,M gerade

dfp(RY (u, v)w) = R?(p) (dfp(u), dfp(v))dfy(w)
fiir alle p € M und alle u,v,w € T,M.

Beweis. Nach Blatt 8, Aufgabe 3 gilt V4. f*Y = f*(V4Y) und f*[X,Y] = [f*X, f*Y]
fir alle Vektorfelder X,Y € I'(T'N) auf N und somit

R X, f Y2 =V x Ny [ Z = V5 Vix [T Z =V pex pov) 72
= V5 x (VY Z) =V iy YV Z) = Vi x 12
= [F(VAVY = ViV = Viy 2 2) = [(RMX,Y)Z)

fir alle Vektorfelder X,Y,Z € T'(T'N) auf N. Wéhle nun fiir gegebenes p € M und
gegebene u,v,w € T,M Vektorfelder X,Y,Z € I'(T'N) auf N mit X(f(p)) = dfp(u),
Y(f(p)) = dfp(v) und Z(f(p)) = dfp(w) (diese existieren nach Bemerkung 2.9). Dann
ist (f*X)(p) =df Y(X(f(p))) = u und ebenso (f*Y)(p) = v sowie (f*Z)(p) = w. Daher
folgt mit dem oben gezeigten gerade
dfy (RS (u, v)w) = df, (RO X, F*Y) £ 2)(p)) = dfy ((f* (RM(X,Y)2)) ()
= R"(X(f(0),Y (f0)Z(f(p) = R" (df (), dfp(v))dfp (w)

wie behauptet. O

Nun wenden wir uns der Schnittkrimmung zu:

Definition 2.65. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M sowie o C
T,M eine Tangentialebene in T}, M. Dann nennen wir die reelle Zahl

(2.3) K(J) — gp(Rg(”aw)va)

- 2 2
[l lwll;, = gp(v, w)

2

die Schnittkrimmung von o, wobei v, w eine Basis von T, M ist. Wir bemerken, dass K (o)
wohldefiniert, d.h. unabhéingig von der gewiihlten Basis v, w von T, M, ist (Ubung!!!) und
dass fiir eine Orthonormalbasis v, w von (o, g,) gerade K(o) = g,(RJ(v, w)w,v) gilt.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass fiir eine zweidimensionale riemannsche Unterman-
nigfaltigkeit (S, g) des R3, eine sogenannte Fldche im R3, die Schnittkriimmung K (7},5)
fir p € S gerade mit der GauB-Kriimmung in p iibereinstimmt. Wir bemerken, dass dies
dann wegen Lemma 2.69 das berithmte , Theorema Egregrium*, d.h. die Invarianz der
Gauf3-Krimmung unter lokalen Isometrien, impliziert.
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Wir hatten oben erwahnt, dass sich der riemannsche Kriimmungstensor R dquivalent
durch die Schnittkriimmungen aller Tangentialebenen beschreiben lasst. Genauer gilt,
wenn wir die Schnittkriimmung einer Ebene in einem euklidischen Vektorraum (V, (-, -)),
der mit einem algebraischen Kriimmungstensor ausgestattet ist, analog zu Gleichung
(2.3) definieren:

Proposition 2.66. Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum, R und R’ algebraische
Kriimmungstensoren auf (V, (-,-)) sowie K bzw. K' die zugehdrigen Schnittkrimmungen.
Ist K(o) = K'(o) fiir alle Ebenen o in'V, so ist auch R = R'.

Beweis. Da der Nenner in Gleichung (2.3) unabhéngig von R bzw. R’ ist, haben wir
(R(v,w)w,v) = (R'(v,w)w,v) fiir alle linear unabhéngigen v,w € V und somit aus
Stetigkeitsgriinden (oder wegen den Eigenschaften 1. oder 3. eines algebraischen Kriim-
mungstensors) fiir alle v,w € V.

Seien nun w,v,w,z € V gegeben. Dann gilt zunéchst

(R(u,v)w,u) + (R(u,w)v,u) = (R(u,v +w)v + w,u) — (R(u, v)v,u) — (R(u, w)w, u)
= (R (u,v + w)v + w,u) — (R (u,v)v,u) — (R (u, w)w,u)
= (R (u,v)w,u) + (R'(u,w)v, u).

Unter Benutzung der Eigenschaften 1., 3. und 4. eines algebraischen Kriimmungstensors
folgt weiter

(R(u,w)v,u) = (R(v,u)u, w) = (R(u,v)w,u),
und entsprechend (R'(u,w)v,u) = (R'(u,v)w,u), womit sich dann
(R(u, v)w,u) = (R (u, v)w, u)
ergibt. Damit folgt nun

(R(u,v)w, z) + (R(z,v)w,u) = (R(u + z,v)w,u + z) — (R(u,v)w,u) — (R(z,v)w, )
= (R(u+ z,v)w,u+ 2) — (R (u,v)w,u) — (R (z,v)w, z)
= (R (u,v)w, 2) + (R'(z,v)w, u).

Nun ist nach Eigenschaft 2., 3. und 4. eines algebraischen Kriimmungstensor gerade
(R(z,v)w,u) = (R(w, u)z,v) = —(R(w,u)v, 2) = (R(u,v)w, 2) + (R(v, w)u, 2),
und entsprechend
(R (z,v)w,u) = (R'(u,v)w, 2) + (R (v, w)u, z),
so dass wir

2(R(u,v)w, z) + (R(v,w)u, z) = (R(u,v)w, z) + (R(z,v)w, u)

=
= (R (u,v)w, 2) + (R'(z,v)w, u)
= 2(R (u,v)w, z) + (R (v, w)u, 2),
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also
2R(u,v)w + R(v,w)u = 2R (u,v)w + R (v, w)u

erhalten. Genauso gilt dann

2R(v,w)u + R(w,u)v = 2R (v,w)u + R (w,u)v.

Addieren wir das %—fache dieser Gleichung zur vorherigen Gleichung, so folgt

2R(u, v)w + 2R(v, w)u + $R(w,u)v = 2R (u, v)w + 2R (v, w)u + 3R (w, u)v,

woraus sich unter Benutzung von Eigenschaft 2. eines algebraischen Kriimmungstensors
gerade

—3R(w,u)v = —2R(w,u)v + 1 R(w, u)v = 2R(u,v)w + 2R(v, w)u + 1 R(w, u)v
= 2R (u, v)w + 2R (v, w)u + 3R (w,u)v = =3 R (w, u)v,
also
R(w,u)v = R (w,u)v
ergibt. Dies zeigt die Behauptung. O

Im Falle konstanter (Schnitt-)Krimmung einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
lésst sich RY explizit durch die Schnittkriimmung ausdriicken:

Proposition 2.67. Es sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter
(Schnitt-)Kriimmung « € R, d.h. fir jeden Punkt p € M und jede Tangentialebene
o CT,M in T,M ist K(o) = k. Dann gilt fir den riemannschen Krimmungstensor RY
von (M, g) fiir alle p € M und alle u,v,w € T,M gerade

R (u,v)w = & - (gp(v,w)u — gp(u, w)v) .

Beweis. Es sei p € M fix und R’ : T,M x T,M x T,M — T,M, R'(u,v)w = & -
(gp(v, w)u — gp(u, w)v). Wir zeigen, dass R’ ein algebraischer Kriimmungstensor auf
(T, M, gp) mit Schnittkrimmung K (o) = & fiir jede Tangentialebene o C T, M in T,,M
ist. Aus Proposition 2.66 folgt dann R = R/, also die Behauptung.
Zunéchst erfillt R’ offensichtlich Eigenschaft 1. eines algebraischen Kriimmungstensors,
d.h. es gilt R (u,v)w = —R'(v,w)w fiir alle u, v, w € T,M. Weiter gilt auch Eigenschaft
2. eines algebraischen Kriimmungstensors, denn es ist

R (u,v)w + R (v,w)u + R (w,u)v

= £ (gp(v, w)u — gp(u, w)v + gp(w, w)v — gp(v, W)w + gp(u, V)w — gp(w, v)u)

=0
fir alle u, v, w € T,M. Weiter gilt fiir alle u,v,w, 2z € T,M gerade

gp(R(u, v)w, 2) = £ - (gp(v, w)gp(u, 2) — gp(u, w)gp(v, 2))
=~k (gp(vv Z)gp(u’ w) - gp(u7 Z)gp(% w))
= —gp(R (u,v)z,w),
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also Eigenschaft 3. eines algebraischen Kriimmungstensors, und

9p(R (u,v)w, 2) = k- (gp(v, w)gp(u, 2) — gp(u, w)gy(v, 2))
= k- (gp(zv u)gp(w7 U) - gp(w7 u)gp(zv U))
= gp(R' (w, 2)u,v),

also Eigenschaft 4. eines algebraischen Kriimmungstensors. Daher ist R’ ein algebraischer
Krimmungstensor auf (7,M, g,). Sei nun o eine Tangentialebene in 7, M und v, w eine
Orthonormalbasis von (o, gp). Dann gilt

K(J) - gp(R/(v, w)w7 U) =k (gp(wa U})gp(’l), ’U) - gp(v7 w)gp(wa U)) =R,
was wie oben bemerkt die Behauptung zeigt. O

Beispiel 2.68. Nach Beispiel 2.59 ist der Kriimmungstensor von R"” = R™0 identisch
gleich 0 und somit hat R" konstante Kriimmung 0.

Wir zeigen in diesem und im néchsten Abschnitt, dass S™, ausgestattet mit der Stan-
dardmetrik g, konstante Kriimmung 1 hat und in den Ubungen zeigen wir, dass der
hyperbolische Raum (H", ggn») konstante Krimmung —1. Weiter zeigen wir, dass der n-
Torus 1™, ausgestattet mit einer kanonischen Metrik, konstante Kriimmung 0 hat. In all
diesen Fallen wird das folgende Lemma iiber die Invarianz der Schnittkrimmung unter
Isometrien benutzt:

Lemma 2.69. Es seien (M,g) und (N, h) riemannsche Mannigfaltigkeiten sowie f :
M — N eine Isometrie zwischen (M, g) und (N, h). Dann gilt fir jeden Punkt p € M
und jede Tangentialebene o C T, M in T,M die Gleichheit

K"(dfy(0)) = K%(0)
wobei K9 bzw. K" die Schnittkrimmungen von (M, g) bzw. (N, h) sind.

Beweis. Es sei v, w eine Orthonormalbasis von (o, gp). Dann folgt die Behauptung direkt
aus Lemma 2.64, denn da f eine Isometrie ist, ist dfy,(v), df,(w) eine Orthonormalbasis
von (dfp(0), hy(p)) und es folgt

KMdfp(0)) = iy (R (dfp(0), dfp(w))dfp (w), dfyp (v) = Py (dfyp (R (v, w)w), dfp(v))
= gp(Ry (v, w)w,v) = K9(0).

Beispiel 2.70. (a) Nach Blatt 10, Aufgabe 1 (b) gibt es eine eindeutige riemannsche
Metrik g auf 7" = R"/Z" (n > 2) mit 7*§ = (-,-), wobei 7 : R — R"/Z" die na-
tiirliche Projektion ist. Dann ist 7 eine lokale Isometrie, d.h. es gibt um jeden Punkt
p € R™ eine offene Umgebung U um p, so dass 7|y eine Isometrie von (U, (-, -)) nach
(m(U), glx(w) ist. Nach Lemma 2.69 und Beispiel 2.68 hat daher (7™, §) konstante
Schnittkrimmung 0. Wir bemerken, dass fiir n = 2 die riemannsche Metrik g auf
T? nicht diejenige riemannsche Metrik § ist, die man fiir die iibliche Einbettung
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2.7

von T2 in R3 durch Einschrinkung des Standardskalarproduktes von R? bekommt.
Diese riemannsche Metrik § auf T2 ist entsprechend der Anschauung tatséichlich
nicht flach, hat also nicht konstante Krimmung 0. Weiter bemerken wir, dass die
gleiche Uberlegung allgemein zeigt:

Ist (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung x € R und
7 (M,g) — (M/T,§) eine riemannsche Uberlagerung (zur Definition siche die
Ubungen bzw. Definition 3.7 weiter unten), I' eine eigentlich und frei wirkende
diskrete Lie-Gruppe von Isometrien von (M, g), so hat auch (M/T', §) konstante
Kriimmung k.

Hierbei ist mit diskret folgendes gemeint: Man kann die Gruppe der Isometri-
en Isom(M,g) von (M,g) mit einer ,natiirlichen* Topologie versehen, so dass
Isom(M, g) eine Lie-Gruppe wird. Dann soll T' als topologischer Teilraum von
Isom(M, g) diskret sein.

Wir zeigen, dass (S™, gs¢) konstante Schnittkriimmung hat: Seien dazu py,ps € M
und Tangentialebenen o1 C T,, M in T, M sowie oo C T, M in T}, M gegeben.
Wir bemerken, dass die Einschrankung eines Elementes A € O(n + 1) auf S™ of-
fensichtlich eine Isometrie von (S™,¢gs) liefert (da ja gs die Einschrankung des
Standardskalarproduktes von R"*! auf die Tangentialriume von S™ ist). Wir kon-
nen annehmen, dass n > 2 ist (fiir n = 1 ist die Schnittkrimmung nicht definiert
bzw. automatisch konstant gleich irgendeiner reellen Zahl, da es gar keine Tangen-
tialebenen gibt). Wir wéhlen eine Orthonormalbasis vi,w; von o1 C 1), 5™ und
eine Orthonormalbasis va, wo von o9 C T,,,5™. Da v;,w; € T),, 5™ = pf firs=1,2
ist, ist (p;, vi, w;) ein Orthonormalsystem von R™ fiir ¢ = 1,2. Daher gibt es ein
A€ O0O(n+1) (n+ 1> 3 nach Voraussetzung!!!), so dass Ap; = p2, Av; = v2 und
Aw; = we ist. Die Isometrie f := A|gn : S — S™ von (S™,gs) bildet also die
Tangentialebene oy auf die Tangentialebene o3 ab (da df,, = Alr, sn : T, 5™ —
Tp,S™ aufgrund der Linearitét von A ist) und somit gilt nach Lemma 2.69 gera-
de K(o02) = K(dfp,(01)) = K(o1). Also hat (S™, gs) konstante Kriitmmung gleich
einem k € R. Um die Konstante k zu bestimmen, kénnte man nun die Schnittkriim-
mung einer beliebigen Tangentialebene berechnen. Wir werden dies hier nicht tun,
sondern die Konstante x im néchsten Abschnitt einfacher mittels der Theorie der
Jacobifelder bestimmen.

O]

Jacobifelder

In diesem Abschnitt beschrénken wir uns wieder auf riemannsche Mannigfaltigkeiten
und betrachten die Variationsvektorfelder von differenzierbaren ,Deformationen® von
Geodétischen, sogenannten geoddtischen Variationen:

Definition 2.71. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [a,b] — M
eine Geodétische von (M, g). Eine geoddtische Variation von c ist eine differenzierbare
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Abbildung (—e¢,€) % [a,b] 5 (¢,8) — f(s,t) € M, so dass fs := f(s,-) : [a,b] — M fir
jedes s € (—¢,€) eine Geodatische ist und so, dass fy = c gilt.

Das Variationsvektorfeld (von f) ist das Vektorfeld J : [a,b] — TM, J(t) := %(O,t) €
TotyM léngs c.

Das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation erfiillt die sogenannte Jacobi-Glei-
chung, siehe Lemma 2.73. Um dies zu zeigen, bendtigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 2.72. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, (—e, €) X [a,b] > (s,t) —
f(s,t) € M differenzierbar und V ein Vektorfeld léngs f, d.h. eine differenzierbare
Abbildung V : (—€,€) — TM mit V(s,t) € T )M fiir alle (s,t) € (—¢,¢€) x [a,b]. Dann
gilt

\YAAY \YAAY of of

i = aa’ G
Beweis. Wir skizzieren hier nur wie man die Rechnung durchfiihren muss und iiberlassen
die Details der Rechnung dem Leser als Ubungsaufgabe:
Wir fixieren (sg,t9) € (—¢,€) X [a,b] und wihlen eine Karte (U, ), ¢ = (x1,...,2y),
um f(sp,%p). Dann schreiben wir V(s,t) = > Vi(s,t)0;(f(s,t)) lokal um (sg,tg) €
(—€,€) x [a,b] mit lokalen C*°-Funktionen Vi,...,V,, und setzen f; := x; 0 f : (—¢,€) X
[a,b] — R fur alle i = 1,...,n. Unter zweimaliger Benutzung von Gleichung (2.1) be-
kommt man dann einen lokalen Ausdruck fiir Y- I dtV und genauso fiir ¥ s VY/. Zieht man
diese voneinander ab, erhilt man unter Benutzung von Gleichung (2.2), dass diese Dif-

ferenz gerade R (8—1;, %{) V' entspricht. ]

Damit konnen wir nun wie gewiinscht zeigen:

Lemma 2.73. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : [a,b] — M eine Geo-
ddtische von (M, g) und f : (—e€,€) X [a,b] — M eine geodditische Variation von c. Dann
erfillt das Variationsvektorfeld J € T'o.(TM) von f die sogenannte Jacobi-Gleichung

V2
Beweis. Da f fiir jedes s € (—¢,¢€) eine Geodétische ist, ist Z%{ = 0. Nun ist %{ ein
Vektorfeld langs f, auf welches wir Lemma 2.72 anwenden kénnen. Dieses Lemma und
Lemma 2.42 ergibt uns nun

VV@f_VV8f+R<8f 6f) of VV8f+R(8f 8f>8f

s’ ot) ot dtdtos ds’ ot ) ot

T dsdt 9t dtds ot

Fiir s = 0 erhalten wir daraus wegen % 9f +(0,t) = ¢(t) und %(O, t) = J(t) fiir alle ¢ € [a, b]
gerade wie behauptet

VV
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Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 2.74. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und ¢ : [a,b] — M
eine Geodétische von (M, g). Dann heifit ein Vektorfeld J € I'.(T'M) langs ¢ Jacobifeld
(langs c), wenn es die Jacobi-Gleichung (2.4) erfiillt, wenn also %J + R(J,¢)¢ = 0 gilt.

Wir zeigen gleich, dass Jacobifelder genau die Variationsvektorfelder von geodétischen
Variationen sind. Dazu benétigen wir folgende Proposition, die den Vektorraum aller
Jacobifelder ldngs ¢ beschreibt und daher von eigenem Interesse ist:

Proposition 2.75. Es sei (M,g) eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit
und ¢ : [a,b] = M eine Geoddtische von (M,g). Dann ist die Abbildung

T (), G (0)) € TuayM & Ty M

ein Vektorraumisomorphismus vom Raum aller Jacobifelder lings ¢ in den Vektorraum
ToayM & TooyM und somit ist der Raum aller Jacobifelder lings c insbesondere 2n-
dimensional.

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass es zu jedem Paar (v, w) € Ty M @ T,y M genau
ein Jacobifeld ldngs ¢ gibt mit J(a) = v und %(a) = w. Dazu schreiben wir die Ja-
cobigleichung in ein System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung um. Sei dazu
(u1,...,u,) eine Orthonormalbasis von (T M, geq)) und Xi,..., X, € T'(TM) die

eindeutigen parallelen Vektorfelder langs ¢ mit X;(a) = u; fir ¢ = 1,...,n. Es sei ein
Vektorfeld J € I'.(T'M) langs ¢ gegeben. Schreiben wir J = >_1 ; f; X; mit eindeutigen
differenzierbaren Funktionen fi,..., f, : [a,b] — M, so folgt

2
Y

2 n noo.
w2’ = a2 (; fin'> = ;fiXh

da Xi,..., X, parallel sind. Weiter gilt

R(J,&)e = g(R(J,6)e, Xi)X; = 3 g(R(Y_ fiX, ¢)e, Xi) X
i=1 ij=1 i=1
=D Do g(R(Xj 06, X fi | Xi=D | D ajify | X
i=1 \j=1 i=1 \j=1
wobei wir aj; == g(R(Xj,¢)¢, X;) ¢ a,b] — R gesetzt haben und benutzt haben, dass
X1(t), ..., Xn(t) fiir jedes t € [a, b] eine Orthonormalbasis von T,,;) M ist. Schreiben wir
nun v = y i, oyu; und w = Z?:l Biu; mit eindeutigen v, ..., an,B1,..., 8, € R, so
ist also wegen %(a) = >, fila)X(a) = ¥ ,—; fi(a)u; das Vektorfeld J langs ¢ ein
Jacobifeld mit J(a) = v und ¥Z(a) = w genau dann, wenn (f1,..., f,) das folgende
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Anfangswertproblem zweiter Ordnung 16st:

h+> anfi=0, fila)=a1, fi(a)=p,

e * ) * )

fn + Zajnfj =0, fu(a)= an, fn(a) = Bn.

J=1

Da dieses Anfangswertproblem linear ist, existiert eine eindeutige Losung auf ganz [a, b].
Dies zeigt die Behauptung. O

Damit konnen wir nun zeigen:

Proposition 2.76. Es sei (M, g) eine n-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit und
c¢:la,b] = M eine Geoditische von (M, g). Dann ist ein Vektorfeld J € T'.(TM) lings ¢
genau dann ein Jacobifeld lings c, wenn es das Variationsvektorfeld einer geoddtischen
Variation von c ist.

Beweis. Ist J das Variationsvektorfeld einer geodatischen Variation von ¢, so ist J nach
Lemma 2.73 ein Jacobifeld langs c.

Sei umgekehrt ein Jacobifeld J € T'.(T'M) langs ¢ gegeben. Es sei v : (—¢,e) — M eine
differenzierbare Kurve mit v(0) = ¢(a) und 4(0) = J(a) sowie X ein Vektorfeld langs
(—€,€) 2 s v(s) € M mit X(0) = é(a) und Y2 (0) = ¥/ (a). Ein solches ist z.B. durch
X(s) = Y(s) + sZ(s) gegeben, wobei Y € I',(T'M) das eindeutige parallele Vektorfeld
langs v mit Y(0) = ¢(a) und Z € T',(T'M) das eindeutige parallele Vektorfeld langs
mit Z(0) = %(a) ist. Nach eventuellem Verkleinern von € > 0 ist wegen (¢ — a)é(a) €
De(a) = Do) fiir alle t € [a,b] auch (t — a)X(s) € Dy fiir alle (s,t) € (—¢,¢) x [a,b].
Damit folgt, dass

fi(—e€) xa,b] = M, f(s,t) = expy)((t —a)X(s))

eine geoditische Variation von c ist, da fs(t) = cx(s)(t—a), t € [a, b], fiir jedes s € (¢, €)
eine Geodatische ist und

fo(t) = expy o) ((t — @) X(0)) = expe(q) ((t = a)é(a)) = cya)(t — a) = c(a+t —a) = c(t)

fiir alle t € [a,b] gilt. Sei nun J := %(07 -) : [a,b] — M das Variationsvektorfeld von
f. Dann ist J nach Lemma 2.73 ein Jacobifeld lings c¢. Weiter ist wegen (—e, €) 3 s —
f(s,a) = exp, 5 (0) = 7(s) € M gerade J(a) = 8f(O a) = 4(0) = J(a). AuBerdem gilt
mit Lemma 2.42 und wegen af( a) = fo(a) = ¢x(s)(0) = X (s) auch

T = (F5) 0.0 = (F%) 0.0 = F0) = F@.

Aus Proposition 2.75 folgt daher J = J. Insbesondere ist also J das Variationsvektorfeld
einer geodéatischen Variation. O
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Es folgen nun einige Beispiel von Jacobifeldern:

Beispiel 2.77. Es sei ¢ : [a,b] — M eine Geodétische von einer riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g).

(a)

(b)

Das Vektorfeld ¢ langs c ist wegen %c’ = 0 (da ¢ Geodétische) immer ein Jacobifeld

langs ¢, denn es erfiillt %é = 0 und R(¢, ¢)é = 0 und somit die Jacobi-Gleichung.

Ebenso ist X : [a,b] — T M, X (t) := tc(t) ein Jacobifeld, da wegen dv—;X =Ye=0
und R(X (t),¢(t))e(t) = tR(é(t), ¢(t))é(t) = 0 fiir alle ¢t € R wiederum beide Terme

in der Jacobi-Gleichung individuell gleich 0 sind.

Allgemein ist ein Vektorfeld Y langs ¢ der Form Y (¢t) = f(t)é(t) fir f € C([a, b])
wegen g—th = fY und R(Y,é)é = f R(¢,¢)é = 0 genau dann ein Jacobifeld, wenn
f =0ist, also f affin-linear ist.

Wir bestimmen nun die Form von Jacobifeldern lings ¢ mit J(a) = 0. Zur ein-
facheren Notation kénnen wir annehmen, dass a = 0 ist. Wir setzen auflerdem
p :=¢(0) und v := ¢(0). Aus dem Beweis von Proposition 2.76 erkennen wir, dass
wir fiir festes w € T, M das eindeutige Jacobifeld J lings ¢ mit J(0) = 0 und

Y¥2(0) = w € T,M als Variationsvektorfeld der geodétischen Variation

f(s,t) := exp,(t(v + sw))

fiir geniigend kleines ¢ > 0 bekommen (die dort auftauchende differenzierbare
Kurve v kann als die Punktkurve p und das dort auftauchende Vektorfeld X léngs
v kann dann gleich X (s) := v + sw gewahlt werden. Man tiberlege sich dazu, dass
fiir eine Punktkurve v die kovariante Ableitung langs v mit X’ {ibereinstimmt). Es
ist daher also

_9f

(2.5) J(t) = 5

(0,t) = d(exp, ) (tw).

Insbesondere erkennt man, dass Jacobifelder etwas mit dem Differential von exp,
in Punkten ungleich 0, zu tun hat (in diesen Punkten ist das Differential eventu-
ell nicht mehr invertierbar und man kann zur Untersuchung der Invertierbarkeit
Jacobifelder mit J(0) = 0 benutzen).

Auf Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung kénnen wir die Jacobifelder J ldngs einer
Geodatischen ¢ : [0,a] — (M, g) mit J(0) = 0 (und einer Zusatzeigenschaft) aus Beispiel
2.77 (d) auch wie folgt beschreiben:

Proposition 2.78. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Krim-
mung k € R. Weiter sei c: [0,a] — M eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische
von (M, g) und J ein Jacobifeld mit J(0) = 0 und ge)(J(t),é(t)) = 0 (,J steht diberall
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senkrecht auf ¢“) fir alle t € [0,a]. Daneben sei X das eindeutige parallele Vektorfeld
langs ¢ mit X (0) = %(0). Dann gilt

I X (1), falls k> 0,

N
J(t) =< tX(t) , falls kK =0,
sinh(v/—kt)
— X(t) , falls k <0.

fir alle t € [0, al.

Beweis. Es sei ein Vektorfeld J € T'.(TM) langs ¢ tber die rechte Seite in Proposition
2.78 definiert. Dann ist J(0) = 0 = J(0) und ¥ (0) = X(0) = ¥Z£(0) fiir jedes & € R.
Weiter ist

= 4o =

da ¢ eine Geodatische ist. Somit folgt
g9(X(t),¢é(t) = 9(X(0),¢(0)) =0

fir jedes t € [a,b], da sowohl X als auch ¢ parallele Vektorfelder ldngs ¢ sind. Wegen
Proposition 2.67 und da ¢ nach Bogenlénge parametrisiert ist, ergibt sich daher

VJ

0 il
dt

(0), é<o>) = 9(X(0), &(0))

R(J,¢)e = r(g(e,¢)J — g(J,¢)¢) = kJ

und somit
2 2

Ve - N

ﬁJ-f— R(J,¢)e = 2
wenn f,, den Vorfaktor in J vor X fiir konstante Kriimmung x € R bezeichnet, d.h. f,
ist durch J = f.X eindeutig definiert. Durch direktes Nachrechnen sehen wir, dass fiir
jedes k € R gerade f. + kf. = 0 gilt. Also ist auch J ein Jacobifeld lings ¢ und aus
Proposition 2.75 folgt J = J, also die Behauptung. ]

J+kJ = (fu + Kfo)X,

Bemerkung 2.79. In Proposition 2.78 hatten wir alle Jacobifelder ldngs Geodétischer
¢:[0,a] = M in riemannschen Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung mit J(0) = 0
und g, (J(t),¢(t)) = 0 fiir alle t € [0,a] beschrieben. Wir bemerken, dass die letzte
Bedingung ganz allgemein, auch wenn die Kriitmmung von (M, g) nicht konstant ist,
dquivalent zu g, () (%(O),é(O)) =0 ist:

Nach Gleichung (2.5) und dem Gaufl-Lemma (Lemma 2.43) ist mit p := ¢(0), w := %(O)
und v := ¢(0) gerade

Gett ( (1), E(0)) = et (A(exD, u(0), d(exD, )eu(v)) = gp(t0,0) = 1 gogo) (G (0),¢(0))

fur alle ¢ € [0, a].

Ein Jacobifeld .J lings ¢ mit J(0) = 0 und Z—Z(O) = ¢(0) ist nach Beispiel 2.77 (b) durch
J(t) =te(t), t € [0,a] gegeben, so dass sich jedes Jacobifeld J lings c auf einer riemann-
schen Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung mit J(0) = 0 aufgrund von Proposition
2.75 als R-Linearkombination von J wie in Proposition 2.78 und J schreiben lasst.
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Beispiel 2.80. In Beispiel 2.70 (b) hatten wir gesehen, dass (5", gs) (fiir (n > 2)) kon-
stante Krimmung x € R hat, aber die Konstante x € R noch nicht bestimmt. Dies tun
wir nun mittels Proposition 2.78. Dazu betrachten wir die nach Bogenldnge parametri-
sierte Geodétische ¢ : [0, 7] — S™, ¢(t) := cos(t)e1 + sin(t)eqs. Eine geodétische Variation
f von ¢ ist durch

fi(=mm) x[0,7] = S™,  f(s,t):=cos(t)e1 + sin(t)(cos(s)es + sin(s)es)
gegeben. Das zugehdrige Variationsvektorfeld J = %(O, -) ist durch
J(t) = sin(t)es

fir ¢ € [0,7] gegeben und nach Lemma 2.73 ein Jacobifeld. Es ist J(0) = 0 und
gst(J(t),¢(t)) = (J(t),¢é(t)) = 0 und weiter ist X : [0,7] — TS™, X = e3 das ein-
deutige parallele Vektorfeld lings ¢ mit X (0) = %(0) = e3. Aus der Formel fiir J in
Proposition 2.78 folgt daher x = 1.

Zum Abschluss dieses Abschnittes und Kapitels geben hier eine geometrische Interpreta-
tion der Schnittkrimmung K (o) einer Tangentialebene o C T),M in einem Punkt p € M
einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) als Abweichung der asymptotischen Lénge
eines geoddtischen Kreises um p € M vom Radius r > 0 fiir » — 0 vom Wert 27r im
euklidischen Fall. Dazu benétigen wir zunéchst folgendes Lemma iiber die asymptotische
Norm eines Jacobifeldes J langs einer Geodétischen ¢ : [0,a] — M mit J(0) = 0:

Lemma 2.81. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [0,a] — M eine
Geoditische von (M, g). Fir v := ¢(0) € T,M und w € T,T,M = T,M mit |w|, =1,
p := ¢(0), betrachten wir das Jacobifeld

J:[0,a] - TM, J(t) := d(exp,) s (tw)
ldngs c. Dann gilt

Gp(Rp(v, w)w, v
703 = ¢ - 2L Dy

fiir eine Funktion S mit lim % =0.
t—0
Beweis. Wir berechnen die Taylorentwicklung der C°°-Funktion
0.a] 5t [T = F(B) €R
in t = 0 und miissen also zeigen, dass f(0) = f/(0) = 0, f”(0) = 2, f”(0) = 0 und
f""(0) = —8gp(Rp(v, w)w,v) gilt.

Zunéichst ist J(0) = d(exp,)o(0) = 0, woraus sich f(0) = |7(0)]* = 0 und wegen
() =2g (%(t), J(t)) fir alle ¢ € [0,a] auch f’(0) = 0 ergibt. Daneben ist

(1) =29 (52 ®),70) + 20 (S 1), T 1))
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Da Y2 (0) = w ist, folgt daraus wegen J(0) = 0 gerade f”(0) = 2g,(w,w) = 2 ||wHI27 =2.
Daneben ist , )
F(t) = 29 (S ), 7 (1) + 69 (5 (0), T ®)) -

Da J(0) = 0 gilt und sich aus der Jacobi-Gleichung VdTQQJ(O) = —R(J(0),¢(0))e(0) =0
ergibt, folgt hieraus auch f”’(0) = 0. SchlieBlich ist

F"(0) = 2g, ((0),(0)) + 89, (S5(0), 5(0)) + 69, (57(0), £(0))
=80, (2(0), 52(0)) = =8, (S (R(J,0))(0), w)

wobei wir im letzten Schritt die Jacobi-Gleichung fiir J benutzt haben. Wir zeigen nun,

dass ¥ (R(J,¢)¢) (0) = (R (%, ) c') (0) gilt. Sei dazu X € I'.(T'M) ein beliebiges Vek-
torfeld ldngs ¢. Dann gilt unter Benutzung der Symmetrien von R, der Metrizitdt von g

und wegen J(0) = 0 gerade

9(3 (R(J,6)¢), X)(0) =

( 96)(0),7(0)) + g (R(X, &), ) (0)
= g (R(X(0),(0))¢(0), 52(0)) = g (R(G(0), &(0))(0), X (0) ) .

Dies zeigt % (R(J,¢)¢) (0) = (R (V—g, c') c') (0). Somit ergibt sich unter Benutzung der

Symmetrien von R gerade

1"(0) = =89, (5 (R(J,0)(0),w) = =84, (R (%,¢) ¢) (0),w) = =8g,(R(w, v)v, w)
= —8gp(R(v, w)w,v),

was wie oben ausgefiihrt die Behauptung zeigt. O

Wir kommen nun zur Definition eines geoddtischen Kreises:

Definition 2.82. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und o C T, M
eine Tangentialebene in p € M. Weiter sei v,w € o C T, M eine Orthomormalbasis von
0. Betrachte zunéchst die differenzierbare Kurve v : [0,27] — T,M, ~(s) := cos(s)v +
sin(s)w in T, M. Fiir r > 0 klein genug ist dann die differenzierbare Kurve

Vi [0,27] = M, .(s) = exp,(ry(s))
in M wohldefiniert. Wir nennen ~, einen geoddtischer Kreis (vom Radius r >0 um p).

Bemerkung. Ein geodétischer Kreis ist im Allgemeinen keine(!!!) Geodétische, auch nicht
bis auf Umparametrisierung.

Die schon oben angekiindigte geometrische Interpretation der Schnittkrimmung lautet
mathematisch prizise wie folgt:
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Proposition 2.83. FEs sei (M,g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und o C
T,M eine Tangentialebene in p € M. Dann gilt fir die Linge L(vy,) eines geoddtischen
Kreises v, vom Radius r > 0 um p gerade

L(r) := L(vy) = 27r — %K(O‘)T‘S +Q(r)

fiir eine Funktion QQ mit lir% % =0.
r—

Beweis. Wir nehmen im folgenden immer an, dass » > 0 klein genug ist, so dass 7,
wohldefiniert ist. Fiir solche r > 0 ist

ds.

L) = 200) = [ b6y ds = [ dtexmy )i v D)

Nun ist fiir fixes s € [0, 27] nach Gleichung (2.5) das Vektorfeld

Js (’I”) = d(expp)r'y(s) (T’}/(S))

lings 7 — exp,(rc(s)) = v:(s) ein Jacobifeld mit J5(0) = 0 lings dieser Kurve. Nach
Lemma 2.81 ist daher

gp(R(0, 0)w, v)

[PAGI e 3 rt+S(r)
mit einer Funktion S mit liH(l) % = 0. Hierbei ist
r—
b= 2| (expy(ry(s)) = d(exp,Jo(1(5)) = 7(s)

und @ := Y+ (0) = +/(s) nach Beispiel 2.77 (d). Da v(s),7(s) fiir jedes s € [0,2n] eine
Orthonormalbasis von o ist, folgt g,(R(0,w)w,v) = K (o), also

1
2 o =7 = 3K ()" + ().
Wir bemerken, dass || Js(r)||,, () fir r = 0 im Allgemeinen nicht differenzierbar ist wegen
Js(0) = 0 und wir daher nicht einfach die Wurzel ziehen und eine Taylorentwicklung
dieser machen konnen.

Daher berechnen wir nun zunéchst

oy OB =7 0
r—0 7“2 r—0 7“2 ’
was 9
o (1509
r—0 r ’

und somit, da der Bruch fiir » > 0 immer positiv ist, sogar

)

r—0 T

=1
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impliziert. Mit diesem Ergebnis folgt nun

0 = lim 17200 =7 + 5K (o) _ i 159 =7 sl 47 L k(o)
r—0 r4 r—0 r3 T 3
1 s, — 7
= gK(a) + 2}% 3 ,
e ()]
s\ -Tr 1
. 7r(s) _ =
}grtl) 3 = 6K(U).

Dies zeigt, dass

1
1)l 0 = 7 = g K (o) + S(s, 7).

fiir eine Funktion S(s,r) mit hH(l) % = 0 fiir jedes s € [0, 27| ist. Damit ergibt sich
r—
nun

21 27
Loy = | W@mm@wmwb®mzéu@mh@m
27r
= / o)r3 + S(s,r))ds
= 271r — gK(U)T +Q(r)
fiir eine Funktion @ mit hm Q( ) = . O
Bemerkung 2.84. Fiir positive Schnittkriimmung ist also die Lénge eines geodétischen
Kreises vom Radius r > 0 fiir gentigend kleines r kleiner als 27, fiir negative Schnitt-

krimmung gréfler als 27r. Fiir Schnittkriimmung gleich 0 ist der Radius eines geodéti-
schen Kreises gleich 277 bis auf einen Fehlerterm der stirker als 73 fiir » — 0 abfillt.
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Kapitel 3

Globale riemannsche Geometrie

3.1 Der Satz von Hadamard

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Hadamard, der in einer der méglichen
aquivalenten Versionen besagt, dass bei jeder geodétisch vollstandigen riemannsche Man-
nigfaltigkeit (M, g) mit nichtpositiver Krimmung, d.h. die Schnittkrimmung ist fiir jede
Tangentialebene nicht positiv, die Abbildung exp, : T,M — M fiir jedes p € M eine
differenzierbare Uberlagerung ist.

Insbesondere ist dann im Fall, dass M auch noch einfach-zusammenhingend (zur De-
finition, siehe weiter unten) ist, M diffeomorph zu R™. Damit exp, : Tp,M — M eine
differenzierbare Uberlagerung wird, muss exp,, tiberall ein lokaler Diffeomorphismus sein,
also d(exp,,)y : TyM — Texp, ()M fiir jedes v € T, M ein linearer Isomorphismus. Wir
hatten in Beispiel 2.77 (b) bemerkt, dass diese Eigenschaft von d(exp, ), etwas mit weite-
ren Nullstellen von Jacobifeldern ldngs Geodétischer durch p die am Anfangspunkt Null
sind, zu tun hat:

Definition 3.1. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, ¢ : [a,b] — M eine
nichtkonstante Geodétische von (M, g) sowie p := ¢(a) und g := ¢(b). Wir sagen, dass
q entlang ¢ zu p konjugiert ist, wenn es ein Jacobifeld J # 0 langs ¢ mit J(a) = 0 und
J(b) = 0 gibt. Die Dimension des Raumes aller Jacobifelder J langs ¢ mit J(a) = 0 und
J(b) = 0 nennen wir die Multiplizitat oder Vielfachheit von q als konjugierter Punkt.

Bemerkung 3.2. Nach Proposition 2.75 wissen wir, dass der Raum aller Jacobifelder

langs ¢ mit J(a) = 0 gerade n-dimensional ist, n := dim(M). Da weiter das Jacobifeld

J(t) :== (t — a)é(t) nur in t = a gleich 0 ist, ist die Multiplizitit jedes konjugierten

Punktes maximal n — 1.

Beispiel 3.3. (a) Wir betrachten (S, gs¢) und die Geodétische c : [0, 7] — S, ¢(t) :=
cos(t)e; + sin(t)eg. In Beispiel 2.80 hatten wir gesehen, dass J3 : [0,7] — TM,
J3(t) = sin(t)es ein Jacobifeld ist, da J3 das Variationsvektorfeld der geodétischen
Variation

fa:(=m,ym) x [0,71] = 8™, f3(s,t) := cos(t)e; + sin(t)(cos(s)es + sin(s)es)
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von ¢ war. Genauso wie dort sieht man allgemein ein, dass fiir jedest=3,...,n+1
die Abbildung

fi: (—=m,m) x [0,7] = S™,  fi(s,t) := cos(t)e1 + sin(t)(cos(s)ea + sin(s)e;)

eine geodatischen Variation von ¢ mit Variationsvektorfeld J; : [0,7] — TM,
Ji(t) = sin(t)e; ist. Offensichtlich gilt J;(0) = J;(7w) = 0 fiir jedes i = 3,...,n + 1,
so dass —ej ein zu e; konjugierter Punkt der maximalen Vielfachheit n — 1 ist.

(b) Ist (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung « < 0 und
¢ : [a,b] — M eine Geodétische von (M,g), so ist nach Bemerkung 2.79 jedes
Jacobifeld .J lings ¢ mit J(a) = 0 von der Form J(t) = A\J(t) + p(t — a)é(t) fiir
bestimmte A, 4 € R, wobei

700) {(t —a)X(t) , falls Kk =0,
= Y sinh(v/—=k(t—a))
— X(t) ,falls k <0.

fiir alle t € [a, b] ist, ge«)(J(t),¢(t)) = 0 ist fiir alle ¢ € [a,b] und X das eindeutige
parallele Vektorfeld lings ¢ mit X (a) = YL (a) ist. Wir sehen, dass fiir J # 0 das
Jacobifeld J keine weitere Nullstelle aufler ¢ = @ hat. Daher hat (M, g) gar keine

konjugierten Punkte.

Dies gilt nach dem Satz von Hadamard weiter unten allgemein fiir riemannsche
Mannigfaltigkeiten nichtpositiver Kriimmung.

Wie weiter oben schon angedeutet, haben konjugierte Punkte etwas mit den Punkten
v € TyM zu tun, fiir die d(exp,), : TyM — Texp, ()M nicht invertierbar ist:

Proposition 3.4. Es sei c: [0,a] — M eine Geodditische in einer riemannschen Man-
nigfaltigkeit (M, g), p := ¢(0) und v := ¢(0). Fir tg € (0,a] ist der Punkt c(to) entlang
¢ konjugiert zu p genau dann, wenn tov ein kritischer Punkt von exp,, : Ty,M — M ist.
Ist dies der Fall, so ist die Multiplizitit von c(ty) als konjugierter Punkt zu p entlang c
durch die Dimension des Kernes von d(expp)tov tTpM — Ty M gegeben.

Beweis. Nach Gleichung (2.5) ist jedes Jacobifeld J lings ¢ mit J(0) = 0 durch

J(t) = d(expp)tv (tw)

fiir ¢ € [0, a] mit einem w € T,M gegeben. Wir bemerken, dass w = %Z(0) nach Beispiel

2.77 (d) gilt. Nach Proposition 2.75 ist die Abbildung J %(0) ein Isomorphismus
zwischen dem R-Vektorraum aller Jacobifelder J langs ¢ mit J(0) = 0 und 7, M. Daher
ist c(tg) ein konjugierter Punkt entlang ¢, zu p, d.h. es existiert ein Jacobifeld J # 0
lings ¢ mit J(0) = 0 und J(tp) = 0, genau dann, wenn d(exp,,)s» nicht invertierbar ist,
also genau dann, wenn ¢gv ein kritischer Punkt von exp,, ist. Weiter ist die Dimension des
Kernes von d(expy,)tgv : TyM — Ty M deswegen gleich der Dimension aller w € T, M
mit d(exp,)s,w(tow) = 0, also gleich der Dimension aller Jacobifelder J lings c¢ mit

J(0) = 0 und J(tp) = 0. Dies zeigt die Behauptung. O
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Wir kommen nun zur ersten Version des Satzes von Hadamard:

Satz 3.5 (Satz von Hadamard (erste Version)). Es sei (M, g) eine geoddtisch vollstindige
riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Kriitmmung, d.h. es ist K(o) < 0 fir
jede Tangentialebene von M. Dann hat (M,g) keine konjugierten Punkte und exp,, :
T,M — M ist fiir jedes p € M ein lokaler Diffeomorphismus.

Beweis. Wir bemerken, dass wegen Proposition 3.4 und des Umkehrsatzes die zweite
Aussage aus der ersten folgt.

Sei also p € M gegeben und sei ¢ : R — M eine beliebige Geodétische von (M, g)
mit ¢(0) = p (wir kénnen durch eine affin-lineare Umparametrisierung von ¢ immer
voraussetzen, dass ¢ bei 0 durch p geht).

Sei weiter J € I'.(T'M) ein Jacobifeld langs ¢ mit J(0) = 0 und J # 0. Setzen wir
f:[0,a] — [0,00), f(t) := HJ(t)Hi(t), so folgt also f(0) = 0 und unter Benutzung der
Jacobi-Gleichung fiir J weiter

fit) = % (20c0) (S, T®))) = 2000y (T2 (), T®)) + 2000 (S0, L ®)

= ~2g.) (BRI, c0)e(0), 70) +2 [T )|,
> ~29,0) (RO, ()e(t), T (1)

fiir jedes t € R. Nun ist aber g« (R(J(t), ¢(t))é(t), J(t)) gleich 0 falls ¢(t) und J(t) linear
abhéngig sind und sonst bis ein positives Vielfaches gleich K (o) fiir die Tangentialebene
o = span{c(t), J(t)} in T,y M. Da K(o) < 0 ist, erhalten wir also in jedem Fall
=200y (R(J(t),¢(t))é(t), J(t)) > 0, also f(t) > 0 fiir alle t € R. Also ist f konvex, d.h.
es ist

f(st+ (= 9)E) <sfd)+ (1 s)f()

fiir alle s,7,f € R. Da J # 0 ist, existiert weiter ein to € R mit f(to) > 0.
Angenommen, es giabe nun einen konjugierten Punkt c¢(t1) entlang ¢ zu p, t; € R \ {0}.
Dann gilt fiir s =1 — i—? gerade (1 —s)-t; = ’;—(1) -t1 = to und somit

flto) = f(s- 0+ (1 —s)-11)) < sf(0) + (1 —s)f(tr) =0,
ein Widerspruch. Also hat (M, g) keine konjugierten Punkte. O

Bemerkung 3.6. Der Beweis von Satz 3.5 zeigt, dass auch eine geodétisch nicht(!!!) voll-
sténdige riemannsche Mannigfaltigkeit keine konjugierten Punkte besitzt und exp,, :
D, — M ein lokaler Diffeomorphismus ist. Die Vollstandigkeit benétigt man nur dazu,
dass exp,, fir jedes p € M auf ganz T, M definiert ist.

Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir die folgenden, schon im Rahmen der Ubungen
eingefiihrten, Begriffe der Uberlagerungstheorie und beschrinken uns direkt auf den
differenzierbaren Fall:
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Definition 3.7. Eine differenzierbare Uberlagerung ist eine surjektive differenzierbare
Abbildung 7 : N — M zwischen zwei zusammenhidngenden Mannigfaltigkeiten N und
M, so dass es um jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U von p in M gibt, so dass
7 1(U) eine Vereinigung offener disjunkter Mengen von N ist und die Einschrinkung
von 7 auf jede dieser offenen Mengen einen Diffeomorphismus von dieser offenen Mengen
auf U liefert.

Es sei nun 7 : N — M eine differenzierbare Uberlagerung. Dann nennen wir einen Dif-
feomorphismus f : N — N mit mo f = w eine Decktransformation von m und bezeichnen
die Gruppe aller Decktransformationen mit Deck(r). Ist weiter h eine riemannsche Me-
trik auf V und ¢ eine riemannsche Metrik auf M mit h = 7*g, so nennen wir 7 eine
riemannsche Uberlagerung.

Eine riemannsche Uberlagerung ist offensichtlich eine surjektive lokale Isometrie. Die
Umkehrung dieser Aussage gilt (unter einer kleinen Zusatzannahme) auch:

Proposition 3.8. FEs seien (N,h) und (M,g) riemannsche Mannigfaltigkeiten sowie
m: N — M eine surjektive lokale Isometrie. Ist (N, h) zusammenhdingend und geoddtisch
vollstindig, so ist m eine riemannsche Uberlagerung.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass auch M = 7(V) als stetiges Bild der zusammen-
héngenden Mannigfaltigkeit IV auch zusammenhéngend ist. Weiter bildet 7 als lokale Iso-
metrie nach Blatt 9, Aufgabe 2 (¢) Geodétische von (N, h) auf Geodétische von (M, g) ab.
Da 7 eine lokaler Diffeomorphismus ist, bekommt man so alle Geodétischen von (M, g)
und dav (N, h) geodétisch vollstandig ist, ist also auch (M, g) geodétisch vollstandig.
Wir fixieren nun p € M und ¢ € 7~ !(p). Aus der Tatsache, dass Geoditische von (NN, h)
mittels 7 auf Geodétische von (M, g) abgebildet werden, folgt nun, dass fiir jedes v € T, N
gerade m(exp,(v)) = m(cy(1)) = Car,(v)(1) = exp,(dmp(v)) gilt (7o ¢y und cyr (py sind
beides Geodétische ¢ von (M, g) mit ¢(0) = p und ¢(0) = dmp(v), stimmen also daher
tiberein), d.h. dass das folgende Diagramm kommutiert:

T,N 20 N

T,M —— M

exp,,

Wir wihlen nun € > 0 so klein, dass exp,, |z o BZ(0) — M ein Diffeomorphismus

aufs Bild expp(Bg” (0)) = Bl (p) ist. Das obige kommutative Diagramm liefert uns, dass

hq

dann auch exp, | ;nq B*(0) — N fiir jedes ¢ € 7 !(p) ein Diffeomorphismus aufs

©
Bild equ(B? 1(0)) = Bdn(q) ist (da dm, : T;N — T, M invertierbar und sogar eine lineare
Isometrie zwischen (TN, hy) und (7,M, g,) ist). Daher ist | B (g) injektiv und bildet

surjektiv auf Bg ?(p) ab und ist daher nach dem obigen Diagramm ein Diffeomorphismus
von B (q) nach B (p)
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Wir indizieren nun die Element der Urbildmenge 7~!(p) mit Indizes aus einer Indexmen-
ge I, d.h. es soll 7~ 1(p) = {g;|i € I} gelten, und behaupten, dass dann die Gleichheit

(B (p) = U B (a:)

il

gilt. Die obigen Uberlegungen zeigen die Giiltigkeit der Inklusion ,D

Sei also § € Wﬁl(ng(p)) gegeben. Dann ist w(g) € Bdg( ) = exp,(BZ(0)) und es
existiert daher ein o € BZ(0) C T,M mit exp,(?) = m(g). Die differenzierbare Kurve
c:R— (M,g),c(t) := exp,((1—1)7) ist eine Geodétische von (M, g) mit ¢(0) = 7(¢) und
c¢(1) = p. Esist also exp, 4 (v) = ¢(1) = pfiir v := ¢(0) € B2 (0) (da fiir ¢ als Geodétische
die Norm von ¢ konstant ist und ¢(1) = —% ist) und somit () = exp.(5 (tv) fiir jedes
t € R. Setze nun w := (drz)"" (v) € T;N und v : R — N, »(t) = exp;(tw). Da ~y eine
Geodétische von (N, h) und ¢ eine Geodatlsche von (M, g) ist und (7ro'y)(0) =m(v(0)) =
m(G) = ¢(0) als auch ‘ (mory) =dmg(%(0)) = drg(w) = v = ¢(0) gilt und auch 7o~
nach Blatt 9, Aufgabe ( ) eine Geodéatische von (M, g) ist, folgt mo~y = c. Insbesondere
ist w(y(1)) = ¢(1) = p, also y(1) = ¢, fiir ein iy € I. Da 7 eine lokale Isometrie ist,
haben wir L(v|1]) = L(clj,1)) < € und somit also § = 4(0) € B (y(1)) = B (g;,), d.h.
G € Ujer B (g;) und die umgekehrte Inklusion 71'_1(ng (p)) € User B (g;) gilt auch.
Nun ist dp(g;,qj) > € fiir i,j € I, i # j, da sonst ¢; € B (g;) wire und somit 7T|Bdh(qi)
wegen m(g;) = p = 7(g;) nicht mehr injektiv wére. Damit sind aber nach der Drei-

ecksungleichung die Baélle B(é’l (@) vom Radius § paarweise disjunkt und es gilt
2 iel

natiirlich immer noch 7=! (B‘Zg(p)> = Ujer Bdgh(qi). Da 7T|Bdh(q_) : B‘é"(qi) — B;lg(p)
2 2 e\t 2 2

fir jedes ¢ € I ein Diffeomorphismus ist und nach Voraussetzung h = n*g gilt, ist
7: (N,h) = (M, g) wie behauptet eine riemannsche Uberlagerung. O

Damit kénnen wir nun folgende stéirkere zweite Version des Satzes von Hadamard bewei-
sen:

Satz 3.9 (Satz von Hadamard (zweite Version)). Es sei (M,g) eine geoddtisch voll-
stindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Krimmung. Dann ist exp,, :
T,M — M fiir jedes p € M eine differenzierbare Uberlagerung.

Beweis. Sei p € M fix. Nach der ersten Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.5)
wissen wir bereits, dass exp,, : T, M — M ein lokaler Diffeomorphismus ist. Versehen wir
T, M mit der Metrik h := expj, g, so ist exp, : (I, M,h) — (M, g) eine lokale Isometrie.
N ach dem Satz von Hopf-Rinow gibt es aufgrund der geodétischen Vollstdndigkeit von
(M, g) zu jedem Punkt ¢ € M eine lingenminimierende Geodétische von p nach gq.
Insbesondere ist also ¢ = expp(v) fir ein v € T,M. Dies zeigt die Surjektivitdt von
exp, : TpyM — M.

Wir miissen noch die geodétische Vollstédndigkeit von (7),M, h) zeigen, um Proposition
3.8 anwenden zu konnen. Betrachte dazu die differenzierbaren Kurven «, : R — T,M,
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Yu(t) := tv. Diese differenzierbaren Kurven werden unter exp, auf Geodétische von
(M, g) abgebildet und miissen, da exp,, eine lokale Isometrie ist, somit nach Blatt 9,
Aufgabe 2 (c) selbst Geodétische von (T,M,h) sein. Da fiir jedes v € T,M = Ty, M
die Geodaitische 7, von (T,M,h) gerade ,(0) = 0, und 4,(0) = v erfiillt, sind dies
alle Geodatische durch 0, und diese existieren fiir alle Zeiten t € R. Nach dem Satz
von Hopf-Rinow ist daher (7,,M, h) geodétisch vollstéindig, so dass wir Proposition 3.8
anwenden kénnen und diese Proposition die Behauptung zeigt. O

Um die dritte Version des Satzes von Hadamard formulieren zu kénnen, miissen wir die
Fundamentalgruppe von M einfiihren:

Definition 3.10. Es sei M eine Mannigfaltigkeit, p € M fix und cg, ¢y : [0, 1] — M zwei
stetige in p geschlossene Kurven, d.h. es gilt ¢p(0) = ¢o(1) = ¢1(0) = ¢1(1) = p. Dann
nennen wir ¢g und ¢; zueinander homotop (unter Festhaltung der Endpunkte), wenn es
eine stetige Abbildung H : [0,1] x [0,1] — M mit H(0,t) = co(t), H(1,t) = c1(t) und
H(s,0) = H(s,1) = p fir alle t,s € [0,1] gibt. In diesem Fall schreiben wir ¢y ~ c¢;.
Man zeigt leicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller in p geschlossenen
Kurven ist. Dann ist die Fundamentalgruppe w1 (M, p) von M in p definiert als die Menge

m(M,p) :={c:[0,1] = M]|c stetig, c(0) =c(1) =p}/ ~.

Diese Menge wird zu einer Gruppe, indem wir die Gruppenmultiplikation - : w1 (M, p) x
w1 (M, p) — m (M, p) auf m (M, p) durch [c1] - [co] == [c1 * co] mit

1

(c1%c2)(t) := {CI(%) b re [?7 2

c2(2t —1) fallst e [3,1],
fiir c1,co € m(M,p) definieren (Ubung!!!). Dabei ist das neutrale Element durch die
Aquivalenzklasse [p] der konstanten Punktkurve p : [0,1] — M, p(t) = p fiir alle t € [0, 1]
gegeben und das inverse Element von [c] ist die Aquivalenzklasse [¢~] der umgekehrt
durchlaufenen Kurve ¢= : [0,1] = M, ¢ (t) :=¢(1 —¢) fir t € [0, 1].
Ist M zusammenhéingend, so zeigt man leicht, dass die Fundamentalgruppen (M, p;)
und 71 (M, p2) von M in verschiedenen Punkten pi,ps € M zueinander isomorph sind
und man kann dann von der Fundamentalgruppe von M sprechen, die wir durch 71 (M)
notieren.
Wir nennen eine zusammenhédngende Mannigfaltigkeit einfach-zusammenhdngend, wenn
w1 (M) = {e} ist, d.h. wenn jede in einem Punkt p € M geschlossene Kurve ¢ homotop
zur konstanten Punktkurve p ist.

Bemerkung. 71 (M,p) wird oft auch als erste Homotopiegruppe von M in p bezeichnet,
was auch den Index ,,1“ erkldrt. Durch Betrachtung stetiger Abbildungen f : [0,1]" — M,
so dass der gesamte Rand 0 [0, 1]" von [0, 1]™ nach p abgebildet wird, kann man analog
allgemein die n-te Homotopiegruppe m,(M,p) von M in p fir jedes n € N definieren.

Wir geben einige Beispiele einfach-zusammenhidngender Mannigfaltigkeiten:
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Beispiel 3.11. (a) R™ ist einfach-zusammenhéangend: Eine in 0 geschlossene stetige Kur-
ve ¢ : [0,1] — M ist mittels der stetigen Abbildung H : [0,1] x [0,1] — R",
H(s,t) :== (1 — s)c(t) homotop zur konstanten Punktkurve 0.

(b) Fiir n > 2 ist die Sphére S™ einfach-zusammenhéngend:

Leider kdnnen wir hier kein vollstdndiges Argument liefern. Das Problem ist dabei
die Existenz stetiger Kurven c : [0, 1] — S™ mit ¢([0, 1]) = S™. Ist jedoch ¢([0, 1]) #
S™ so gibt es also einen Punkt p € S™ mit ¢([0,1]) C S™ ~ {p}. Da S™ \ {p}
mittels der stereographischen Projektion von p aus homéomorph zu R" ist, folgt
daher direkt aus (a), dass ¢ homotop zur konstanten Punktkurve ¢(0) ist.

Jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit besitzt eine im folgenden Sinne eindeutige
differenzierbare Uberlagerungen 7 : M — M , so dass M einfach-zusammenhéngend ist,
fiir die dann auch folgende Beziehungen zwischen 71 (M), Deck(7) und der Faser von 7
iiber einem Punkt gelten:

Proposition 3.12. Es sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann existiert
eine differenzierbare Uberlagerungen m : M — M , so dass M eine eitnfach-zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit ist. Diese differenzierbare Uberlagerung ist eindeutig in dem
Sinne, dass fiir jede weitere differenzierbare Uberlagerungen p : N — M mit N eine
einfach-zusammenhdngende Mannigfaltigkeit ein Diffeomorphismus F : M — N mit
m = po F existiert. Weiter ist die Gruppe der Decktransformationen Deck(m) isomorph
zur Fundamentalgruppe (M) von M wund fir jeden Punkt p € M bijektiv zur Faser
771 (p) diber p, wobei eine Bijektion durch die Abbildung Deck(r) > F + F(q) € 77 1(q)
mit einem beliebigen q € 7=1(p) gegeben ist.

Beweis. Fiir einen Beweis dieser Aussagen verweisen wir auf [Lee2] und [War]. O

Definition 3.13. Fiir eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit M nennen wir eine
differenzierbare Uberlagerung 7 : M — M mit M einfach-zusammenhéngend eine uni-
verselle Uberlagerung von M. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 3.12 reden
wir oft auch von der universellen Uberlagerung von M. Ist g eine riemannsche Metrik
auf M, so ist § := m*g eine riemannsche Metrik auf M, so dass 7 : (M,§) — (M, g)
eine riemannsche Uberlagerung wird, die sogenannte universelle riemannsche Uberlage-
rung. Oft nennen wir auch M bzw. (]\7 ,g) die universelle bzw. universelle riemannsche
Uberlagerung von M bzw. (M, g).

Bemerkung. Die universelle Uberlagerung 7 : M — M einer zusammenhédngenden Man-
nigfaltigkeit hat die ,universelle Eigenschaft, dass es zu jeder differenzierbaren Uberla-
gerung p : N — M eine differenzierbare Uberlagerung p : M — N mit 7 = po p gibt.
Mit dieser Eigenschaft l&sst sich auch die in Proposition 3.12 erwdhnte Eindeutigkeit der
universellen Uberlagerung zeigen.

Mit Proposition 3.12 kénnen wir nun auch die Fundamentalgruppe von S! bestimmen:

Beispiel 3.14. Da R™ nach Beispiel 3.11 (a) einfach-zusammenhéngend ist, ist die natiir-
liche Projektion 7 : R” — R™/Z"™ = T™ die universelle Uberlagerung von T™.
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Nach Blatt 1, Aufgabe 5 (b) ist die Gruppe der Decktransformationen Deck(7) dieser
differenzierbaren Uberlagerung gleich Z™ (dort wurde dies nur fiir Decktransformationen
gezeigt, die Homéomorphismen sind. Jedoch ist eine solche Decktransformation gerade
durch die Translationen mit einem Element aus Z" gegeben und daher sogar ein Diffeo-
morphismus) und daher gilt m;(7") = Z" nach Proposition 3.12. Insbesondere ist also
71(S1) = Z und daher S! im Gegensatz zu den hoherdimensionalen Sphiren nicht(!!!)
einfach-zusammenhéngend.

Weiter ergibt sich nun die folgende dritte Version des Satzes von Hadamard:

Satz 3.15 (Satz von Hadamard (dritte Version)). Es sei (M, g) eine einfach-zusammen-
hdangende geoddtisch vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Kriim-
mung. Dann ist exp, : TyM — M fir jeden Punkt p € M ein Diffeomorphismus.

Beweis. Sei p € M fix. Nach der zweiten Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.15)
ist exp, : TpM — M eine Uberlagerung. Da T,M diffeomorph zu R" ist, ist T, M nach
Beispiel 3.11 (a) einfach-zusammenhéngend. Daher ist exp,, : T,M — M eine universelle
Uberlagerung von M. Weiter ist idys : M — M wegen M einfach-zusammenhéngend
auch eine universelle Uberlagerung von M und nach Proposition 3.12 existiert ein Dif-
feomorphismus F' : T,M — M mit F' = idy oF = exp,, d.h. exp, : T,M — M ist ein
Diffeomorphismus. O

Bemerkung 3.16. e Die dritte Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.15) besagt
also, dass jede einfach-zusammenhéngende geodétisch vollstdndige riemannsche
Mannigfaltigkeit mit nichtpositiver Krimmung diffeomorph zu R™ ist.

e Weiter besagt die dritte Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.15) dass es
zu je zwei Punkten p und ¢ in einer einfach-zusammenhéngenden geodétisch voll-
stdndigen riemannschen Manigfaltigkeit mit nichtpositiver Kriimmung eine, bis
auf affin-lineare Umparametrisierungen, eindeutige Geodétische zwischen diesen
beiden Punkten gibt. Diese ist dann nach dem Satz von Hopf-Rinow (Satz 2.53)
léngenminimierend.

e Im iiberndchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass jede einfach-zusammenhéngen-
de geoditisch vollstédndige riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) mit konstanter
Kriimmung « € R isometrisch zu einem geeignete Modellraum mit dieser konstan-
ten Kriimmung x ist. Dazu verwenden wir im Fall x < 0 auch die dritte Version
des Satzes von Hadamard (Satz 3.15). Tatséchlich konnen wir diesen Satz und eine
Ubungsaufgabe schon an dieser Stelle verwenden, um zu zeigen, dass eine einfach-
zusammenhingende geodétisch vollstédndige riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g)
die flach ist, d.h. konstante Kriimmung gleich 0 hat, isometrisch zu (R", (-, -)) ist:

Fiir eine solche riemannsche Mannigfaltigkeit ist nach der dritten Version des Sat-
zes von Hadamard (Satz 3.15) exp,, : T,M — M ein Diffeomorphismus. Daher ist
nach Blatt 12, Aufgabe 3 fiir jedes € > 0 die Abbildung

CXPp ’Bfl’(o) 1 (BZ(0), gp) — (epr (BZ(0)) 7g‘expp(B§p(0))>
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eine Isometrie, also exp, : (T,M, g,) — (M, g) eine Isometrie und folglich (M, g)
isometrisch zu (T,M, g,), was natiirlich isometrisch zu (R", (-, -)) ist.

e Wir bemerken, dass fiir die Existenz einer, bis auf affin-lineare Umparametrisierun-
gen, eindeutigen (!!') Geodéatischen zwischen je zwei Punkten einer einfach-zusam-
menhangenden geodétisch vollstdndigen riemannschen Mannigfaltigkeit die Kriim-
mungsbedingung entscheidend ist. Denn fiir (S™, gs) gilt diese Aussage nicht, da
man GroBkreise in zwei verschiedenen Richtungen durchlaufen kann. Trotzdem ist
aufgrund der Kompaktheit von S™ die riemannsche Mannigfaltigkeit (S™, gs;) mit
konstanter Kriimmung gleich 1 nach Korollar 2.55 geodétisch vollstdndig ist und
fiir n > 2 nach Beispiel 3.11 (b) auch einfach-zusammenhéngend.

e Weiter kann nach der dritten Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.15) S™ fir
n > 2 gar keine riemannsche Metrik g mit nichtpositiver Kriimmung tragen, denn
eine solche wére wiederum nach Korollar 2.55 geodétisch vollstandig und somit S™
diffeomorph zu R", ein Widerspruch.

e Im néchsten Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, was man tiber riemann-
sche Mannigfaltigkeiten (M, g) mit positiver Krimmung, d.h. mit K (o) > 0 fir alle
Tangentialebenen o von M, sagen kann. Dort gelten ldngst nicht so strenge Restrik-
tionen an die Topologie wie im Fall von nichtpositiver Kriimmung und tatséchlich
ist die Frage nach der Struktur kompakter Mannigfaltigkeiten mit positiver Kriim-
mung eines der wichtigsten offenen Probleme der riemannschen Geometrie. Z.B.
ist nicht klar, ob S? x S? eine solche riemannsche Metrik besitzt oder nicht.

3.2 Der Satz von Bonnet-Myers

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Bonnet-Myers. Dieser macht eine Aussage
iiber die Topologie einfach-zusammenhéngender geodétisch vollstdndiger riemannscher
Mannigfaltigkeiten mit positiver, nach unten beschrankter Ricci-Krimmung, welche ei-
ne Art Mittelung iiber bestimmte Schnittkriimmungen in einem Punkt darstellt. Eine
genaue Definition wird weiter unten gegeben.

Zum Beweis benotigen wir zwei Variationsformeln fiir das Energiefunktional, welche uns
unter anderem eine weitere Charakterisierung von Geodétischen liefern wird:

Definition 3.17. Es sei ¢ : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve in einer riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Dann ist die Energie E(c) von ¢ definiert als

b
B(e) = [ le(t) ] .

Das Energiefunktional (von (M,g)) ist die Abbildung, die einer Kurve ¢ wie oben den
Wert E(c) zuordnet.
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Bemerkung 3.18. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale (d.h. auf L?([a, b]))

gilt
b 2 b 2
L<c>2=</a ucwc(t)dt) =< / 1-ue<t>uc@)dt)
b b
< [var [ ey dt = (b —a)- B

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn die Funktionen |[¢(t)]|(;) und 1 auf [a, b] propor-
tional zueinander sind, wenn also ¢ proportional zur Bogenlange parametrisiert ist.

Viele der Aussagen iiber das Energiefunktional in diesem Abschnitt gelten entsprechend
auch fir das Ldangenfunktional ¢ — L(c), wenn wir uns auf reguldre differenzierbare
Kurven ¢ beschranken, d.h. solche mit ¢(t) # 0 fiir alle t € [a, b]. Ist ndmlich ¢(t) = 0 fur
ein ¢ € [a,b], so ist die Abbildung [a,b] > ¢t — [|é(t)]|.) € R dort nicht differenzierbar.
Daher ist es technisch einfacher mit dem Energiefunktional statt dem Léngenfunktional
zu arbeiten. AuBlerdem hat das Energiefunktional den Vorteil, dass es nicht(!!!) invariant
unter beliebigen Umparametrisierungen ist und man daher Geodétische direkt und nicht
nur bis auf Umparametrisierung als kritische Punkte dieses Funktionals bekommt.

Die Ungleichung in Bemerkung 3.18 zwischen der Linge und der Energie einer differen-
zierbaren Kurve impliziert, dass langenminimierende Geodéatische zwischen zwei Punkten
auch energieminimierend sind:

Lemma 3.19. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p,q € M mit p # q
und c : [a,b] — M eine lingenminimierende Geoddtische zwischen p und q. Dann gilt
fiir jede andere differenzierbare Kurve v von p nach q die Ungleichung E(c) < E(v),
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn v eine die Linge zwischen p und ¢ minimierende
Geoddtische ist.

Beweis. Da sich durch eine affin-lineare Parametrisierung sowohl E(v) als auch L(7)
nicht dndern, kénnen wir 0.B.d.A annehmen, dass v auch auf dem Intervall [a,b] defi-
niert ist. Nach Bemerkung 3.18 gilt dann E(y) > % > % = E(c), da Geodatische
proportional zur Bogenlidnge parametrisiert sind. Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn
L(v) = L(c¢) = d(p, q), also v die Lange zwischen p und ¢ minimiert, und E(y) = %
ist, also v nach Bemerkung 3.18 proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist. Nach
Satz 2.51 ist dies genau dann der Fall, wenn ~ eine ldngenminimierende Geodétische von

p nach q ist. O

Um kritische Punkte des Energiefunktionals zu definieren und um die Variationsformeln
zu formulieren und zu beweisen, miissen wir erstmal in Verallgemeinerung von Definition
2.71 folgende Begriffe einfithren:

Definition 3.20. Es sei ¢ : [a,b] — M eine differenzierbare Kurve in einer riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g). Eine differenzierbare Abbildung (—e¢,¢€) X [a,b] 3 (¢, s) —
f(s,t) € M mit fo:= f(0,-) = c heilit Variation von c.
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Das Variationsvektorfeld (von f) ist das Vektorfeld V' : [a,b] — TM, V(t) := 6—f(0 t) €
Te4yM léngs c.
Wir nennen eine Variation f von ¢ eigentlich, falls f(s,a) = c(a) und f(s

fir jedes s € (—¢,€) ist. Dann gilt fiir das Variationsvektorfeld gerade V(a)
V(b) = 0.

b) = c(b)

0 und

Zu jedem Vektorfeld ldngs einer differenzierbaren Kurve ¢ finden wir eine Variation von
c fir die V' das Variationsvektorfeld ist:

Lemma 3.21. Es seic: [a,b] — M eine differenzierbare Kurve lings c in einer riemann-
schen Mannigfaltigkeit (M, g) und V : [a,b] — TM ein Vektorfeld langs c. Dann gibt es
eine Variation f : (—€,€) X [a,b] — M mit Variationsvektorfeld V und fir V(a) = 0,
V(b) = 0 kann dieses eigentlich gewdhlt werden.

Beweis. Nach Lemma 2.50 gibt es um jeden Punkt p in M eine offene Umgebung U und
ein § > 0, dass fir alle ¢ € U die Exponentialabbildung exp, auf ng(O) definiert ist.
Da ¢([a,b]) € M kompakt ist, konnen wir ([a, b]) mit endlich vielen solcher Umgebungen
tiberdecken und also annehmen, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir jedes ¢ € [a,b] die
Exponentialabbildung exp, auf Bgc(t) (0) definiert ist.

Es sei nun €' := maxye[qp) [V (t)]] ;) und 0 <€ < %. Wir setzen dann
fi(=e€) xa,b] = M, f(s,t) := exp,;)(sV (1))

und bemerken, dass f wegen der Annahmen an e und § wohldefiniert ist und wegen
fo(t) = expg)(0) = c(t) eine Variation von c ist. Weiter ist

a@%(o,t) = d(exp.())o(V (1)) = V(1)

fir alle t € [a,b], also V' das Variationsvektorfeld von f Offensichtlich gilt fiir V(a) =0
V(b) = 0, dass f(s,a) = expyq)(0) = c(a) und f(s,b) = exp.)(0) = c(b) fiir jedes
s € (—e,€) ist, also f eigentlich ist. O

Damit ergibt sich nun die erste Variationsformel fiir die Energie wie folgt:

Proposition 3.22 (Erste Variationsformel fiir die Energie). Es sei ¢ : [a,b] — M
eine differenzierbare Kurve in einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) sowie f :
(—€,€) X [a,b] = M eine Variation von c. Setzen wir dann

iR B()=BU)= [

folt )Hm dt

so gilt

B B0 =2 [ o (V). Fe) dr+20070),60) - 200V (0),é(a)
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Beweis. Mit Lemma 2.42 und der Metrizitdt von g folgt
2= 4 [l a= [ Lot o= [ 20 (T ) .
_ Q/bg (Zt‘;f, g{) (5, 8)dt
—2/ (o(2. )6 >dt—2/ (L2 o

:2/b (gf Z%{)( t)dt+2g (gi(s,t),%{(svt)y

fiir jedes s € (—e¢, €). Fiir s = 0 ergibt sich daher wegen V' (¢) = d—f(O t)und ¢(t) = %{(0, t)
fir jedes t € [a, b] wie behauptet

t=a

_ _2/ Sé(t)) dt +2g(V(b), (b)) — 29(V (a), &(a)).
O

Wir erhalten aus Gleichung (3.1) direkt die folgende Charakterisierung von Geodéti-
schen:

Korollar 3.23. Es seic: [a,b] — M eine differenzierbare Kurve in einer riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Dann ist ¢ eine Geoddtische von (M, g) genau dann, wenn c ein
kritischer Punkt des Energiefunktionals unter eigentlichen Variationen ist, d.h. wenn fiir
jede eigentliche Variation f : (—e€,€) X [a,b] — M wvon ¢ gerade E'(0) = 0 gilt, wobei
E : (—€,e) — R wie in Proposition 3.22 definiert ist.

Beweis. Wegen Gleichung (3.1) und der Eigentlichkeit von f ist

:—2/ Se(t)) dt.

Ist ¢ nun eine Geodétische, so ist %c’(t) = 0 fiir alle ¢ € [a,b] und daher g (V(t), %c’(t)) =
0 fiir alle Variationsvektorfelder V' eigentlicher Variationen von ¢ und alle ¢ € [a, b].
Sei daher nun E’(0) = 0 fiir alle Variationsvektorfelder V eigentlicher Variationen von c.
Wir zeigen, dass dann %c’(t) = 0 sein muss fiir jedes ¢ € [a, b].
Sei dazu zunéchst ein ¢ty € (a,b) gegeben. Wir wéihlen ein differenzierbares Vektorfeld
W e T'.(TM) ldngs ¢ so, dass € > 0 existiert mit (to — e, to+€) C (a b), supp(W) :=
[t €[, (E) # 0} C (to — €0+ €), W(to) = Fé(to) und g (W(t), ¢(t)) > 0 fiir alle
€ [a,b] (man multipliziere das Vektorfeld %c mit einer geeigneten C°°-Funktion wie
in Lemma 2.8). Nach Lemma 3.21 existiert dann eine eigentliche Variation f : (—e, €) x
[a,b] — M von ¢ mit Variationsvektorfeld W. Da E’(0) = 0 ist fiir die zugehorige
differenzierbare Funktion E : (—e€,e) — R, E(s) := E(fs)), folgt wegen obiger Formel

gerade
o= ["s (w0, Set) ar— |

0—€

to+e€
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und daher, da g (W(t), %c’(t)) > 0 ist fir alle t € (to—e, to+e€), gerade g (W(t), %c’(t))
2

0 fir alle t € (to — €,to + €), also insbesondere H%c’(to)H ) =9 (%c’(to), %c’(to)) =0,
c(to

und somit wie gewiinscht %c’(to) =0.
Daher ist %c’(t) = 0 fiir alle t € (a,b), woraus aus Stetigkeitsgriinden dann auch diese
Gleichheit in ¢t = a und ¢t = b ergibt. Also ist ¢ dann eine Geodatische. 0

Fiir die zweite Variationsformel betrachten wir einen kritischen Punkt ¢ des Energie-
funktionals unter eigentlichen Variationen und bestimmen in diesem kritschen Punkt
eine Formel fiir die zweite Ableitung von E. Der Einfachheit halber und da wir nur
diesen Fall benotigen werden, beschranken wir uns dabei auf eigentliche Variationen:

Proposition 3.24 (Zweite Variationsformel fiir die Energie). Es sei ¢ : [a,b] — M
eine differenzierbare Kurve in einer riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g), f: (—€,€) X
[a,b] — M eine eigentliche Variation von ¢ sowie E : (—e,e) — R definiert wie in
Proposition 3.22. Dann gilt:

(3.2) E"(0 :—2/ (dt2 )+ R(V(¢), (t))é(t),V(t)) dt.

Beweis. Im Beweis der ersten Variationsformel fiir die Energie (Proposition 3.22) hatten
wir gezeigt, dass

's)z—zflbg<gﬁ,zg>( Hdt+2g <g‘£(s,t),g‘:(s,t))

fiir jedes s € (—¢, €) gilt. Da wir eine eigentliche Variation haben, ist f(s,a) = ¢(a) und
f(s,b) = ¢(b) fur alle s € (—¢, €) und daher ist der zweite Term in der Formel fur E’(s)
fiir jedes s € (—e¢, €) gleich 0, d.h. es gilt

— —2/ (af Zg{) (s,t)dt

fir alle s € (—e, €). Ableiten dieser Gleichung nach s ergibt unter Benutzung der Metri-
zitdt von g gerade

=2 [ (T2 T o ['4(2, T T
E = 2/ (ds 8S’dt 8t (37t)dt 2 , g 8S7dsdt at (S,t)dt

b

t=a

Setzen wir s = 0 ein, so ist der erste Term gleich 0, denn es ist ¢ = %(0, -) und da ¢
eine Geodétische von (M, g) ist, haben wir also Y-é(t) = 0 fiir alle t € [a,b]. Daher folgt

unter Benutzung der Formel in Lemma 2.72, angewandt auf 2 6t, und Lemma 2.42 wie
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behauptet
b VvV Vof
1" o
E (0)_/(1 g <dsdt8t

(ver (e ©0) @

(vor (s ) 00+ (= (50 5) 3) 00)
bg<V (ZZ?) 0,t) + R(V (), (t))c’(t)) dt

< — 4+ R(V(t),c'(t))c‘(t)) dt.

O]

Bemerkung 3.25. Wir bemerken, dass E”(0) = 0 ist, wenn das Variationsvektorfeld V
ein Jacobifeld, also auch das Variationsvektorfeld einer geodétischen Variation von ¢, ist.

Nun beweisen wir den Satz von Bonnet-Myers. Dieser besagt unter Anderem, dass eine
zusammenhéngende geodétisch vollstdndige riemannsche Kriimmung mit nach unten
durch eine positive Konstante C' > 0 beschrénkter Ricci-Krimmung (die Definition
folgt gleich weiter unten) eine kompakte Mannigfaltigkeit mit maximalem Durchmesser
diam(M) := diam(M, g) := max {d(p,q)|p,q € M} < % ist. Wir werden gleich sehen,
dass riemannsche Mannigfaltigkeiten mit K (o) > C automatisch auch durch C' nach
unten beschriankte Ricci-Kriimmung haben. Insbesondere gilt dann der Satz von Bonnet-
Myers fiir zusammenhédngende geodétisch vollstdndige riemannsche Mannigfaltigkeiten
konstanter Kriimmung C' > 0. Fiir diese riemannsche Mannigfaltigkeiten beweisen wir
hier direkt die Aussage um spéter besser die Idee des Beweises des allgemeinen Satzes
von Bonnet-Myers zu verstehen und die Einfiihrung der Ricci-Kriimmung zu motivieren:
Sei also (M, g) eine zusammenhéngende geodétisch vollstdndige riemannsche Mannigfal-
tigkeiten konstanter Kriimmung C' > 0. Wir zeigen hier und auch spéter im Fall nach
unten durch C beschrankter Ricci-Kriimmung, dass jede lingenminimierende, nach Bo-
genldnge parametrisierte Geodéatische ¢ : [0,a] — M von (M, g) \f erfullt,

d.h. Lénge kleiner gleich - NG hat. Da nach dem Satz von Hopf-Rinow (Satz 2.53) je zwei

Punkte p,q € M durch eine solche Geodétische von (M, g) verbunden werden konnen,
folgt diam(M) < % Also ist M eine abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von

M und damit nach dem Satz von Hopf-Rinow (Satz 2.53) kompakt.

Sei also nun eine ldngenminimierende, nach Bogenldnge parametrisierte Geodétische
¢ :[0,a] = M von (M, g) gegeben. Wenn wir an die Sphére S vom Radius r := %
denken, die konstante Kriimmung gleich C' hat, dann ist fiir diese eine solche Geo-

détische nicht mehr ldngenminimierend fir ¢ > \ﬂf’ da in t = = mehrere (sogar

Ve
unendlich viele) Geodétische zusammentreffen und fir ¢ > % eine der anderen Geo-

détischen (,,Groflkreis anders durchlaufen“) die Lénge minimiert. Die Tatsache, dass
t = % der Punkt ist, an dem c¢ auf S nicht mehr ldngenminimierend ist, zeigt sich
auch darin, dass nach Proposition 2.78 auf jeder geodétisch vollstdndigen riemannschen
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Mannigfaltigkeit (M, g) konstanter Krimmung C' > 0 fiir jedes paralleles Vektorfeld
X langs ¢ mit gc(t)( (t),¢(t)) = 0 und [[X(?)[y = 1 fir ¢ € [0,a] das Vektorfeld

W :[0,a] = TM, W(t):=sin (\/575) X (t) langs c ein Jacobifeld langs ¢ mit W(0) =0
und W (%) = 0 ist (da W das Variationsvektorfeld einer geodatischen Variation ist,

sollten also deswegen in ¢ (LC) auch auf M mehrere Geodétische aufeinandertreffen.
Man kann zeigen, dass dies auch fiir M der Fall ist. Wir zeigen dies aber nicht, da wir
es nicht fiir den Beweis benétigen. ).

Die Idee ist nun das Jacobifeld W auf das Intervall [0, a] ,,umzuskalieren“ und so ein
Vektorfeld V' ldngs ¢ zu erhalten. Dieses ist dann im Allgemeinen kein Jacobifeld léngs
¢ mehr. Wir berechnen dann E”(0), E : (—¢,e) — R, E(s) := E(fs), fir die zugehorige
eigentliche Variation f : (—e e) [0,a] — M mit Variationsvektorfeld V' und erhalten,
dass E”(0) < 0 ist fir a > f Da E’(0) = 0 ist nach der ersten Variationsformel fiir
die Energie (Proposition 3.22), ist also E(s) < E(0) fir s € (—¢, €) klein genug. Dies ist
aber nach Lemma 3.19 ein Widerspruch zur Minimierung der Lénge zwischen ¢(0) und
c¢(a), und es muss daher a < % gelten.

Zu den Details: Wir setzen also

V:[0,a] - TM, V(t) :=sin (Zt) X (1)
und berechnen
g(%V(t), V(t) =—g (Z—; sin (2t) X (t),sin (£t X(t)) = —Z—; sin® (Zt)

sowie

fiir ¢ € [0,a], wobei o(t) := span {¢(t), X ()} C Ty M fiir t € [0,a] ist. Daher ist nach
der zweiten Variationsformel fiir die Energie (Proposition 3.24) fiir eine nach Lemma
3.21 existierende eigentliche Variation f : (—¢,€) x [0,a] — M mit Variationsvektorfeld
V gerade

E"(0) = —2/ SVt + R(V(), &(8)é(t), V(1)) = 2/; (5 —C)sin” (1) <0

falls a > \fc wéare. Wie oben erldutert gibt dies dann einen Widerspruch zu Lemma 3.19

und wir miissen a < % und damit diam (M) < % haben.
Ein kurzer Blick in den Beweis zeigt, dass man die Bedingung K(o) = C fiir jede
Tangentialebene o von M durch die Bedingung K (o) > C fir jede Tangentialebene o
von M ersetzen kann. Weiter haben wir fiir ein (I!!) paralleles Vektorfeld X ldngs ¢ mit
ety (X (t), ¢(t)) = 0 und [[ X (?)]|.(;y = 1 benutzt, dass K(span {¢(t), X(t)}) > C' ist. Fiir
X haben wir aber n — 1 verschiedene lineare unabhéngige Moglichkeiten fiir X und es
muss nur fiir eine dieser Moglichkeiten K (span {¢(t), X (¢)}) > C gelten. Daher langt es
zu verlangen, dass eine Art Mittelwert {iber bestimmte Schnittkriimmungen in jedem

Punkt grofer oder gleich C' ist. Dies motiviert folgende Definition:
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Definition 3.26. Es sei (M, g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, p € M und v € T, M
mit [|v]l, = 1 gegeben. Dann ist die Ricci-Krimmung Ricy(v) (von (M, g) in Richtung
von v) definiert als das —15-fache der Spur des Endomorphismus T,M 3 u — R(u,v)v €
T,M von T,M, d.h. Ric,(v) := 5 tr(u — R(u, v)v).

Bemerkung 3.27. o Ist u; = v,ug,...,u, eine Orthonormalbasis von 7}, M und setzen
wir o; := span {v,u;} C T,M fir jedes i = 2,...,n, so ist

n n n
1 1 1
Ricy(v) = == E R(uj,v)v,u;) = == E R(uj,v)v,u;) = = E
i=1 i—2 i=2

Die Ricci-Krimmung Ricy(v) von (M, g) in Richtung von v ist also der Mittel-
wert der Schnittkriimmungen der Tangentialebenen oy = span {v,us2},...,0, =
span {v,u,} in p € M.

e Fiir die Sphiire (S, gs) gilt also Ricy(v) = 15 S0 ) K(0y) = 2 30,1 =221 =
1, d.h. (S™, gst) hat konstante Ricci-Krimmung gleich 1.

Warnung: Manchen Autoren verwenden keinen Vorfaktor %, was die Ricci-Kriim-

mung von (S™, gs) als auch die genaue Aussage im Satz von Bonnet-Myers dndert.

e Gilt eine Ungleichung/Gleichung an die Schnittkriimmung in einem oder an allen
Punkten von M, so folgt offensichtlich die entsprechende Ungleichung oder Glei-
chung fiir die Ricci-Kriimmung in einem oder an allen Punkten von M.

Insbesondere haben riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkriimmun-
gen K € R auch konstante Ricci-Krimmung k, d.h. es ist Ric,(v) = & fiir alle
p € M und alle v € T, M mit [jv[|, = 1. Im néchsten Abschnitt sehen wir, dass
die Klasse der riemannschen Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkriimmung
sehr restriktiv ist, was jedoch nicht fiir die riemannschen Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Ricci-Kriimmung gilt, von denen es zahlreiche gibt. Diese riemannschen
Mannigfaltigkeiten werden auch Finstein-Mannigfaltigkeiten genannt, weil die ent-
sprechenden Analoga im Falle von vier-dimensionalen Lorentz-Mannigfaltigkeiten
gerade die Vakuum-Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen (mit oder ohne
kosmologischer Konstante, je nachdem ob k # 0 oder kK = 0 gilt) in der Allge-
meinen Relativitatstheorie darstellen. Fiir eine Einfithrung in die schéne Theorie
dieser Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf [B].

e Durch Skalieren und Polarisieren kann man fiir jedes p € M eine (meist gleich
bezeichnete) symmetrische Bilinearform Ric, : T,M x T,M — R mit Ricy(v,v) =
Ricy(v) fiir v € T, M mit ||v]|, = 1 definieren. Daraus erhélt einen Endomorphismus
ric, : TyM — T, M von T,M tber g(ric,(v),w) = Ricy(v, w) fiir alle v, w € T, M.

e Durch nochmalige Spurbildung (mit einem Vorfaktor %) erhalt man als Kriim-
mungsgréBe scal(p) := + tr(v — ricy(v)), die sogenannte Skalarkrimmung scal(p) €
R in p € M. Wiederum implizieren Ungleichungen/Gleichungen fiir Ric, entspre-
chende Ungleichungen/Gleichungen fiir scal(p).
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Nun koénnen wir den Satz von Bonnet-Myers formulieren und analog zu oben beweisen:

Satz 3.28 (Satz von Bonnet-Myers). Es sei (M, g) eine zusammenhdngende geoddtisch
vollstindige riemannsche Mannigfaltigkeit, so dass ein r > 0 existiert mit

Ricy(v) > %2 >0

fiir alle p € M und alle v € TyM mit [[v]|, = 1. Dann ist (M, g) kompakt mit diam(M) <
mr und w1 (M) endlich.

Beweis. Fiir die ersten beiden Aussagen gentigt es wie oben erldutert zu zeigen, dass jede
langenminimierende, nach Bogenlédnge parametrisierte Geodéatische ¢ : [0,a] — M von
(M, g) gerade a < 7rr erfiillt. Wir nehmen also an, dass es eine soche Geodétische mit
a > mr giabe und wihlen wir parallele Vektorfelder Xs, ..., X, lings c, so dass fiir jedes
t € [0,a] gerade X1(t) := ¢(t), Xa(t), ..., Xu(t) eine Orthonormalbasis von (T¢. M, ger) )
ist (man wihle am Anfangspunkt c(a) eine Orthonormalbasis von (T, M, g.(,)) mit
erstem Vektor ¢(¢) und dann die zugehorigen parallelen Vektorfelder). Weiter definieren
wir Vektorfelder Va,...,V, € I'.(T'M) lings ¢ durch

Vi:[0,a] = M, Vi(t) :=sin (It) X;(t).
fir ¢ = 2,...,n. Dann ist mit o;(t) := span {¢(t), X;(¢)} fir i = 2,...,n gerade
g (F2Vi®) + R(Vi(), é(£)é(t), Vi(t) ) = g (— 2 sin (5¢) Xi(t), sin (21) X,(t))

+sin’ (2t) g (R (X() ())C() i(?))
= sin? (2 )( Lg-f- )

Summation iber i = 2,...,n ergibt wegen Bemerkung 3.27 und da %2 > a—; wegen
a > mr ist, gerade

Zg (3 Vilt) + ROi(0), é)e(), Vi(t) ) = Y- sin® (50) (=3 + K(0i(1)))

Daher ist g (%%O(to) +R(%O(to),c'(to))c'(to),Vio(to)) > 0 fiir mindestens ein ig €
{2,...,n} und ein ¢y € (0,a). Nun ist K(o;,(t)) = g(R(X;,(t),c(t))é(t), Xig(t)) fir
alle t € (0,a) und die rechte Seite ist aufgrund der Parallelitdt von X, und ¢ langs ¢
unabhéngig von ¢ € (0,a), also auch die linke Seite. Da nach obiger Rechnung

9 (32 Vio (o) + R(Viy (t0), é(t) é(to), Viy (to) ) = sin® (5to) (K (o3 (t0) — 52 )
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ist, ist K (04, (t)) — Z—; = K(oi,(to)) — Z—i > 0 fiir alle ¢ € [0, a] und somit

9 (52 Vie(®) + R(Vig (1), é(£)é(t), Vi (£)) > 0

fir alle ¢ € (0,a). Bezeichne f : (—¢,€) x [0,a] — M die nach Lemma 3.21 existierende
eigentliche Variation mit Variationsvektorfeld V;,, so folgt daher fiir E : (—€,¢) — R,
E(s) := E(fs), nach der zweiten Variationsformel fiir die Energie (Proposition 3.24)
gerade

E(0) = —2 / (52 Vi (8) + R(Vig (1), &(0))é(0), Vig (1)) < 0,

und damit wie weiter oben erldutert E(s) < E(0) fir s € (—¢,€) klein genug. Nach
Lemma 3.19 ist dies ein Widerspruch zur Minimierung der Lange zwischen ¢(0) und ¢(a)
durch c. Dies zeigt die ersten beiden Behauptungen.

Zum Beweis der Endlichkeit der Fundamentalgruppe m1(M) betrachten wir die univer-
selle Uberlagerung 7 : M — M. Durch Setzen von § := n*g wird 7 eine riemannsche
Uberlagerung und da 7 dann eine lokale Isometrie ist, gilt dann auch Ri%(ﬁ) > 7%2 fiir

alle p € M und alle o € T;M , wobei Ric die Ricci-Kriimmung von (]T/f ,g) bezeichnet.

Daher ist nach dem gerade schon bewiesenen Teil des Satzes von Bonnet-Myers auch M
kompakt.

Sei nun p € M gegeben. Dann ist 7! (p) diskret in M. Weiter ist 7—!(p) abgeschlossen
und somit als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge M auch kompakt. Daher
muss 7~ !(p) endlich sein, denn sonst gibe es eine Folge (P )nen in 7 (p) mit pp, # Pm
fiir alle n,m € N mit n # m die (nach Ubergang zu einer Teilfolge) aufgrund der
Kompaktheit von 7~!(p) gegen ein Element p in 7~ !(p) konvergiert, ein Widerspruch
zur Diskretheit von 771(p). Also ist 771(p) endlich und da 7~!(p) nach Proposition 3.12
bijektiv zu (M) ist, muss auch m (M) endlich sein. O

Bemerkung 3.29. e Die Sphére S := {z € R| ||z|| =7} um 0 in R"™ vom Radius
r > 0, zusammen mit der durch Einschrénkung von (-, -) induzierten riemannschen
Metrik g, hat konstante Krummung 5 (Ubung!!!). Daher hat (S?,g) auch kon-
stante Ricci-Kriimmung - -z und auﬁerdem Durchmesser diam(S;)') = nr, d.h. es
gilt Gleichheit im Satz von Bonnet-Myers.

e Der n-Torus T™ kann trotz Kompaktheit keine riemannsche Metrik g mit Ricci-
Krimmung Ricy(v) > 0 fiir alle p € M und alle v € T, M mit [jv]|, = 1 tragen:
Denn dann wére aufgrund der Kompaktheit von T auch {v € TT"[ vl = 1}
kompakt und somit existiert ein » > 0 mit Ric,(v) > %2 fiir alle p € M und

alle v € T)M mit [Jv]|, = 1. Daher miisste dann 7™ endliche Fundamentalgruppe
m1(T") im Widerspruch zu 71 (T™) = Z" nach Beispiel 3.14.

e Da die universelle Uberlagerung einer zusammenhiingenden Mannigfaltigkeit N ge-
nau dann kompakt ist, wenn 71 (V) endlich ist, ergibt sich aus der dritten Version
des Satz von Hadamard (Satz 3.15) dass die Fundamentalgruppe einer zusammen-
hiangenden riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) mit nicht-positiver Schnittkriim-
mung unendlich sein muss. Dazu gibt es kein Analogon falls Ric,(v) < 0 fiir alle
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p € M und alle v € T, M mit [[v][, = 1 ist was auch zeigt, dass die Ricci-Kriimmung
deutlich weniger Informationen als die Schnittkriimmung tragt):

Nach einem Satz von Lohkamp [Lo] gibt es fiir jede (ob kompakt oder nicht)
zusammenhédngende Mannigfaltigkeit M der Dimension n > 3 ein C' < 0 und eine
geodatisch vollstédndige riemannsche Metrik ¢ mit Ric,(v) < C < 0 fiir alle p € M
und alle v € T, M mit [|v[|, = 1.

3.3 Kilassifikation riemannscher Mannigfaltigkeiten konstan-
ter Krimmung

In diesem Abschnitt klassifizieren wir einfach-zusammenhingende geodétisch vollstéandi-
ge riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter Krimmung x € R und zeigen, dass diese
fir Kk = 1,0,—1 zu den Modelrdumen (S, gs), (R™,(-,-)) bzw. (Hp,gm, ) isometrisch
sind (fiir andere Werte von x muss man g5 bzw. gp, entsprechend umskalieren).

Das Haupthilfsmittel im Beweis ist folgende Konstruktion die auf Elie Cartan zuriickgeht:
Wir betrachten zwei riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) und (M,g) gleicher Dimen-
sionn Seip € M und p € M fix und i : (T,M,g,) — (Tﬁﬁyﬁ) eine lineare Isometrie.
Weiter sei € > 0 so gewihlt, dass exp,, BZ(0) — expp(Bg”(O)) — Bl (p) ein Diffeomor-
phismus ist und so, dass expy auf BY7(0) = i(exp;l(Bg" (p))) = i(B(0)) definiert ist.
Dann ist die Abbildung

f:BY(p) - M, f:= expy; 0i 0 epr;1

wohldefinert und erfiillt df, = d(expy)o o i o d(exp, D), = i, denn es ist d(expz)o =
idTﬁM und d(exp; 1)p = (d(expp)o)*1 = idi}M = id7,ar. Das néchste Lemma gibt eine
Bedingung an, wann das so definierte f eine lokale Isometrie aufs Bild f (Bg I(p)) C M
ist. Diese Bedingung ist, dass der riemannsche Kriimmungstensor ,invariant“ unter den
linearen Isometrien ¢, : (T,M, g4) — (Tf(q)ﬂ, gf(q)) fur jedes g € ng (p) ist, die man
aus der linearen Isometrie 7 : T, M — T5M mittels Paralleltransport wie folgt bekommt:
Sei g € Bg ?(p) gegeben. Dann gibt es eine eindeutige nach Bogenlidnge parametrisierte
Geodatische ¢ : [0,d(p, q)] — M von (M, g) die vollstandig in B (p) verlduft und ¢(0) =

p sowie ¢(d(p,q)) = q erfiillt. Ist ¢ : [0,d(p,q)] — M die eindeutige Geodétische von
(M,g) mit ¢(0) = p und ¢(0) = i(¢(0)), so gilt

e(d(p, q)) = expy(d(p, )e(0)) = expy(i(d(p, q)¢(0))) = expy(i(exp, ' (9))) = f(q),

d.h. ¢ == Ploio(Pg)~ : TyM — Ty M bildet nach T, M ab und ist als Verkniipfung
dreier linearer Isometrien selbst eine lineare Isometrie. Wir zeigen nun:

Lemma 3.30. Mit den Bezeichnungen von oben und der Bezeichnung R fir den Krim-
mungstensor von (M, g) und R fir den Krimmungstensor von (M,q) gelte

9q(Ry(u, v)w, 2) = 95(q) (Rf(q)(qﬁq(u), Gq(v))bg(w), ¢q(2))
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fiir alle q € ng(p) und alle u,v,w,z € TyM. Dann ist f : ng(p) — f(ng(p)) eine
lokale Isometrie.

Beweis. Essei q € B (p) sowie v € T4 M gegeben. Um die Behauptung zu zeigen, geniigt
es zu zeigen, dass ||dfq(v)||f(q) = ||v||, ist (denn dann ist dfy eine lineare Isometrie und
damit auch bijektiv, also f in ¢ ein lokaler Diffeomorphismus).
Es sei ¢ : [0,]] — M die eindeutige nach Bogenlédnge parametrisierte Geodétische von
(M, g) die vollstandig in B (p) verlauft und ¢(0) = p sowie ¢(I) = ¢ erfiillt, wobei
[ := d(p,q) ist. Nun kann ¢(l) entlang ¢ zu ¢(0) nach Proposition 3.4 nicht konjugiert
sein, da exp,, auf B (0) ein Diffeomorphismus aufs Bild B (p) ist. Daher ist die lineare
Abbildung J — J(I) vom Raum aller Jacobifelder J lings ¢ mit J(0) = 0 nach T, M
injektiv und damit aus Dimensionsgriinden auch surjektiv, also bijektiv. Also existiert
genau ein Jacobifeld J € I'.(T'M) lings ¢ mit J(0) = 0 und J(!) = v und die Behauptung
folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass [|J(1)]|, = ||dfq(J(l))||f(q) gilt.
Dazu wihlen wir parallele Vektorfelder Xy,..., X,,_1, X, := ¢ € ['.(TM) langs ¢, die
fiir ein und damit jedes ¢ € [0,1] eine Orthonormalbasis von (T M, g.(;)) bilden und
schreiben J = 71 | f;X; mit eindeutigen fi,..., f, € C°°(]0,1]). Die Jacobi-Gleichung
fir J gibt uns dann
v2J N Ly
0= L)+ RO, e)e) = 3 (F0) + (R, Xa(t) Xa0). X(0)) Xi(0)

2
dt =1

n

=> (f;-(t) + 2 9(R(X;(t), X (1)) Xn(t), Xu(t) fj) Xi(t),
i=1 j=1
fir jedes t € [0,1], also

0= i+ > g(R(X;, X)X X2) f
j=1

firallei=1,...,n.
Es sei nun ¢ : [0,/] — M wie weiter oben die eindeutige Geoditische von (M,g) mit
¢(0) = p und ¢(0) = i(¢(0)). Dann gilt wie oben erliutert ¢(I) = f(q) und allgemeiner
folgt wie oben ¢(t) = f(c(t)) fiir alle t € [0,1]. Sei weiter J € TZ(TM) das durch

J(t) = be(ry(J(t)) fiir t € [0,1] definierte Vektorfeld lings . Wir zeigen, dass J ein
Jacobifeld léngs ¢ ist und dass J(I) = dfq( (1)) gilt. Daraus folgt die Behauptung, denn
da ¢ = (T,M,gq) — (Ty)M, Gf(g)) eine lineare Isometrie ist und ¢ = c(l) ist, ist

dann [J(1)[l, = [[6g(T D)l = H H = [dfy(J (1)) 4,y Was wie oben bemerkt die
Behauptung impliziert.
Zum Beweis dieser beiden Eigenschaften bemerken wir, dass fiir jedes i € {1,...,n} das

durch X;(t) := ¢ (Xi(t)) fiir ¢ € [0,1] definierte Vektorfeld X; lings ¢ wieder parallel
ist, da

Xilt) = den (Xi(1) = (P, oz‘o(Pf‘[O’ﬂ)—l) (P, (Xi(0) = F]
=P (Xi(0))

clo,1
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fiir jedes ¢ € [0,1] gilt. Da ¢p 4y = (ToyM, gery) = (Lo M, Jz()) eine lineare Isometrie
fiir jedes t € [0,1] ist, ist X1(t),..., X,(t) eine Orthonormalbasis von (T M, Gg(y)) fiir
jedes t € [0,1]. Weiter ist X,, = ¢, da X,, = ¢ ist und somit

Xa(t) = P§  (i(Xa(0))) = P§  (i(&(0)) = P

<o,y <o,y o,y

(c(0)) = (t)

fiir jedes ¢ € [0,1] gilt. Daneben ist J = Y%, f; X;, da bty * TeyM — Tf(c(t))ﬁ fiir
jedes t € [0,1] linear ist. Mit all diesen Eigenschaften und der Voraussetzung folgt dann

=3 (50 + Y a0, Tu) Kalt) Tult), <t>) X0
= zf: fi(t) + ig (R(¢c(t) (X;5(1)s Py (Xn(t)) be() (Xn(t))s Der) (Xi(t))) fj(t)) by (Xi(t))
= 30 )+ 3 0RO (), X () X 1), K1) j<t>> ey (1) = 0.

wobei wir die Gleichheit im letzten Schritt oben schon gezeigt hatten. Daher ist J ein
Jacobifeld lings ¢. Nun ist ¢, = ¢ und somit

Da J(0) = 0 und J(0) = 0 ist, ist nach Beispiel 2.77 (d) gerade

J(t) = dexp, )ieqo (th(O)) L () = dlexpp) (th(O)) ,

und somit
J(1) = d(expy) o) (sz(c») = d(expy)izo) (z (le(O)))

= (d(expp)z(0) © 7 0 (d(expy)is(o) ) (J(1)
= dfy(J (1))
Wie weiter oben erlautert, folgt hieraus die Behauptung. O

Nun klassifizieren wir wie angekiindigt einfach-zusammenhéngende geodétisch vollstén-
dige riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung:
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Satz 3.31. Eine n-dimensionale einfach-zusammenhdngende geoddtisch vollstandige rie-
mannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung k € R ist isometrisch

(i) zu (S", %gst), falls k > 0 1st,
(i) zu (R™,(-,-)), falls k =0 ist
(iii) und zu (Hn, —%an>, falls k < 0 ist.

Beweis. Es sei k € R fix und (M,q) eine einfach-zusammenhéngende geoditisch voll-
standige riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung .

Allgemein zeigt man leicht, dass fiir eine Tangentialebene o in einer Mannigfaltigkeit
M, die Schnittkriimmung K (o) von o beziiglich einer riemannschen Metrik ¢ und die
Schnittkriimmung K (o) von o beziiglich der riemannschen Metrik g fiir ein A > 0 iiber
K(o) = 1K (o) zusammenhéngen (Ubung!!!).

Daher haben die in (i) — (iii) angegebenen ,Modelriume“ nach Ubungsaufgaben und
dem Skript tatséchlich konstante Kriimmung gleich dem jeweiligen « € R.

Zur besseren Notation bezeichnen wir den Modelraum (i), (ii) oder (iii) mit konstanter
Kriimmung gleich x mit (M, g) und wihlen einen Punkt p € M, einen Punkt p € M
sowie eine lineare Isometrie i : (T,M, g,) — (T3M, gy).

Wir unterscheiden nun die Falle kK < 0 und x > 0:

Im ersten Fall ist nach der dritten Version des Satzes von Hadamard (Satz 3.15) sowohl
exp, : TpM — M als auch exp; : T;M — M ein Diffeomorphismus und somit auch
f:M— M, f:= expj 0t 0 exp;l. Sei nun ¢ € M gegeben sowie u,v,w,z € T, M und
sei ¢g = Pg oio (PJ)~! mit den Bezeichnungen wie in (bzw. vor) Lemma 3.30. Dann
ist, wie schon vor Lemma 3.30 bemerkt, ¢, : (T,M, g,) — (Tf(q)H, Jf(g)) eine lineare
Isometrie. Daher folgt unter Benutzung der Formel fiir Kriimmungstensoren riemannsche
Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung x aus Proposition 2.67 gerade

G(R(dq(u), dg(v))dg(w), dq(2)) = K - (?((ﬁq(v)a bq(w)) - G(bg(u), pq(2))
= G(6(u), d4(w)) - G(04(v), 04(2)))

= r- (g(0,w) - 9(u,2) = glu,w) - 9(v,2))
= g(R(u,v)w, 2).

Daher konnen wir Lemma 3.30 anwenden, was uns zunéchst liefert, dass f : (M, g) —

(M,q) eine lokale Isometrie ist. Da wir uns aber oben schon iiberlegt hatten, dass f :

M — M ein Diffeomorphismus ist, ist f : (M, g) — (M,g) sogar eine Isometrie.

Nun betrachten wir den zweiten Fall £ > 0. Dann ist wegen M = S™ die Exponential-
s

abbildung exp,, in einem Punkt p € M auf B¥(0) mit r := Jr ein Diffeomorphismus

aufs Bild expp(pr (0)) = B (p) = S™ ~ {—p}. Definieren wir f wie im ersten Fall,

so folgt mit den gleichen Argumenten, dass f : (S™ ~ {—p},9) — (M,g) eine loka-
le Isometrie ist, wobei g := %gst ist. Nun wihlen wir einen Punkt ¢ € S™ \ {p,—p}
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und erhalten analog, dass h := expy) odfy o exp,t o (8" N {—q},9) = (M,7) ei-

ne lokale Isometrie ist (wir starten also mit i := df, : TuM — Ty M). Es ist nun
h(q) = (expy(q) odfq © expgl)(q) = expy(q)(dfq(0)) = expy(yy(0) = f(g) und dhy = dfy
(wie wir schon vor Lemma 3.30 gezeigt hatten). Da f und h (nach Einschrankung) lokale
Isometrien von (S"~{—p, —q}, g) nach (M, q) sind und S"~{—p, —q} zusammenhingend
ist, folgt aus Blatt 10, Aufgabe 2 (a), dass f und h auf (S~ {—p, —q}, g) iibereinstimmen
(genauer gilt die Aussage auf Blatt 10, Aufgabe 2 (a) nur fiir Isometrien, der Beweis die-
ser Aussage libertragt sich aber leicht auch auf lokale Isometrien). Daher liefern f und h
zusammen eine lokale Isometrie f : (S, g) — (M,g). Da f : 8" — M ein lokaler Diffeo-
morphismus ist, ist die Abbildung offen und somit insbesondere f(S™) C M offen. Weiter
folgt aufgrund der Kompaktheit von S™, dass f(S™) C M auch kompakt und damit ab-
geschlossen ist. Da f (S™) also eine nicht-leere, offene und abgeschlossene Teilmenge des
zusammenhingenden topologischen Raumes M ist, muss daher f (S™) = M gelten. Also
ist f:(S", g) = (M,g) eine surjektive lokale Isometrie zwischen zusammenhéngenden
geodétisch vollstdndigen riemannschen Mannigfaltigkeiten und damit nach Proposition
3.8 eine riemannsche Uberlagerung. Da aber M schon einfach-zusammenhéingend ist,
muss aufgrund der Eindeutigkeit der universellen Uberlagerung nach Proposition 3.12
die Abbildung £ ein Diffeomorphismus und somit eine Isometrie von (S™, g) nach (M, 3)
sein. Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 3.32. (i) Man bemerke, dass (S”, %gst) offensichtlich fiir r := %ﬂ isome-

trisch zu S7', ausgestattet mit der von R"™ induzierten riemannschen Metrik g, ist.

(ii) Ist (M,g) eine zusammenhingende geodétisch vollstdndige riemannsche Mannig-
faltigkeit konstanter Kriimmung x, so ist die universelle riemannsche Uberlage-
rung (M,g) von (M, g) nach Satz 3.31 isometrisch zum Modelraum mit konstanter
Kriimmung « in diesem Satz. Diese Modelraum bezeichnen wir im Folgenden mit
(M., g.). Man sieht leicht ein, dass die Gruppe der Decktransformationen Deck(7)
von 7 : (M,g) — (M, g) eine Untergruppe der Isometriegruppe Isom(M,g) von
(M,q) ist die frei und eigentlich auf (M,g) wirkt. Weiter kann man zeigen, dass
dann Deck() die diskrete Topologie trigt. Mit den Ergebnissen aus Blatt 5, Auf-
gabe 1 und Blatt 10, Aufgabe 2(b) folgt daher:

FEine zusammenhéngende geodétisch vollstdndige riemannsche Mannigfaltigkeit hat
genau dann konstante Kriimmung x € R, wenn sie isometrisch zu (My/T, §x) ist
mit I" eine diskrete Untergruppe der Isometriengruppe von (My,g), die auf M,
frei und eigentlich wirkt, und mit g, die durch g, nach Blatt 10, Aufgabe 2(b)
induzierte riemannsche Metrik auf M, /T
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