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Lineare Algebra 1

1 Lineare Gleichungen und Matrizen

Eine wichtige Motivation fiir die Lineare Algebra besteht darin, Loésungen von linearen
Gleichungssystemen zu bestimmen, und die Struktur der Gesamtheit all ihrer Losungen zu
verstehen. Dies fiithrt zu einem allgemeineren Studium von ,linearen Strukturen®, insbeson-
dere zu den Begriffen des Vektorraums und der linearen Abbildung. Lineare Abbildungen
lassen sich mit Hilfe von Matrizen beschreiben.

Die Symmetrien eines Vektorraums sind durch spezielle lineare Abbildungen gegeben. De-
ren Studium fithrt zum Begriff der Determinante, sowie zu Eigenwerten und Eigenvektoren.
Zur mathematischen Untersuchung von Langen und Winkeln betrachtet man Skalarpro-
dukte auf Vektorrdumen. Dies sind die zentralen Begriffe der Vorlesung Lineare Algebra 1,
die in den folgenden Kapiteln entwickelt werden.

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen mit N = {1,2,3,...}. Gelegentlich
benutzen wir auch die Schreibweise Ny = {0,1,2,3,...}. Fir die Mengen der ganzen, ra-
tionalen und reellen Zahlen verwenden wir die iiblichen Bezeichnungen Z, Q und R. In den
rationalen und reellen Zahlen haben wir die vier Rechenoperationen Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division (durch Zahlen ungleich 0). Dabei gelten die bekannten Rechen-
regeln. Spater werden wir die GesetzméaBigkeiten dieser Rechenoperationen mit Hilfe der
Korperaxiome prézise formulieren.

Im Folgenden betrachten wir lineare Gleichungen zunéchst in den reellen Zahlen. Analoge
Aussagen gelten fiir lineare Gleichungen in beliebigen Koérpern.

1.1 Eine Gleichung und eine Variable
Die einfachste lineare Gleichung ist

ax = b. (1.1)

Dabei sind a, b feste gegebene (reelle) Zahlen, und z ist eine Variable. Wir suchen nach
Losungen der Gleichung, das heifit wir suchen nach reellen Zahlen =z, fiir die (1.1]) gilt.

Beispiel 1.1. Seien a = 2 und b = 3. Dann hat die Gleichung die Form
2z = 3.
Hier gibt es genau eine Losung fir x, ndmlich = = 3/2.
Allgemein hat man verschiedene Félle zu unterscheiden.
1. a # 0. Hier ist x = b/a die einzige Losung von ({L.1)).
2. a = 0. Hier gibt es zwei Unterfalle:

2.1. b=0. Jede Zahl x 16st (1.1)).
2.2. b # 0. Keine Zahl z 16st (1.1]).
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Man kann dies préazise formulieren, indem man die Losungsmenge
M={zeR| axr =10}
angibt. Es gilt in den einzelnen Féllen:
1. M ={b/a}.
2.1. M =R.
2.2. M =0 (leere Menge).

1.2 m Gleichungen und n Variablen

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen hat die Form

a1y + aprs + ... + apxr, = b
911 + A9229 4+ ... =+ AonTy, = b2

. . . (1.2)
Am1iT1 + GmaTa + ... + QunTn = bn

Dabei sind die Koeffizienten a;; und die b; vorgegeben und wir suchen nach Losungen

X1, ..., Ty, fir die (1.2)) richtig ist.

Beispiel 1.2. Das lineare Gleichungssystem

2:1:1 -+ 3:['2 — XT3 = 2
—r1 — 219 + 3x3 = 0

besteht aus 2 Gleichungen in 3 Variablen.

Um Schreibarbeit zu sparen gibt man haufig nur die Koeffizientenmatriz an:

a1 a2 ... Q1 b1

a921 29 ... QAon, b2
G =

Ami @m2 - Qmn  Om

Manchmal betrachtet man auch nur die engere Koeffizientenmatriz

ai; a2 Q1n

ag1  A22 Q2n
A= _

Am1 Am2 ... Qmn

Unter einer Matriz versteht man ein rechteckiges Schema von Zahlen. Hat man m Zeilen
und n Spalten, so spricht man auch von einer m x n-Matrix.
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Zeilen- und Spaltenvektoren sind spezielle Matrizen. Ein Zeilenvektor der Lange n ist eine

1 x n-Matrix, man schreibt (zq,...,x,). Ein Spaltenvektor der Linge m ist eine m x 1-
Y1

Matrix und hat die Form | :

Yym
Eine m x n-Matrix besteht aus n Spaltenvektoren der Lange m, bzw. aus m Zeilenvektoren
der Lange n.

Weitere spezielle Typen von Matrizen sind quadratische Matrizen, obere Dreiecksmatrizen
und Diagonalmatrizen.

Quadratische Matrizen sind n x n-Matrizen. Sie haben die Form

a1 a2 ... Qi
21 G2 ... QA2
Ap1 Ap2 ... Qpp

Obere Dreiecksmatrizen sind quadratische Matrizen fiir die
a;; =0 fir alle ¢ > j

gilt. Dies bedeutet, dass bei ihnen alle Eintrage unterhalb der Diagonalen Null sind. Dia-
gonalmatrizen sind quadratische Matrizen welche

a;; =0 fiir alle ¢ # j
erfilllen. Bei ihnen sind alle Eintrdge auflerhalb der Diagonalen Null.

Beispiel 1.3.

° ((1) g) ist eine obere Dreiecksmatrix,

° (é g) ist eine Diagonalmatrix.

Definition 1.4. Eine m x n-Matrix A heif3t Normalformmatriz, falls sie von der Form

11 Q12 ... QAir A1p4+1 .- A1np
0 Q29 ... dAgr a2p41 ... QA2np
A=10 ... 0 ap, rrgl - Qpp (1.3)
0 ........ 0 0 .0
0 ........ 0 0 ... 0

ist, wobei 0 <7 < min(m,n) und a;; # 0 fir 1 <i <r.
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Falls » = 0, so ist A die Nullmatrix.
Falls r = m, so hat jede Zeile mindestens einen von Null verschiedenen Eintrag, namlich a; ;.

Schreibt man
Ay | Ay
A= (1.4)
Az | Ay

wobei A; Format r x r, Ay Format r x (n — r), A3 Format (m — r) x r und A, Format
(m —r) x (n —r) hat, so lauten die Bedingungen:

i) A; ist obere Dreiecksmatrix mit Diagonaleintrédgen ungleich Null.
ii) Az und A4 sind Nullmatrizen (d.h. alle Eintrage sind Null).

Beispiel 1.5.

1 2 3
0 4 5] ist eine Normalformmatrix mit m =3, n =3 und r = 2.
000

Wir betrachten nun wieder das lineare Gleichungssystem (|1.2]).

Annahme. Die engere Koeffizientenmatrix

ai ai2 e A1n

21 a29 ... Aon
A=

Am1 Am2 ... Amn

habe Normalform wie in (1.3)) mit 0 < < min(m,n).
Die (r + 1)-te bis m-te Zeile von (1.2)) lautet dann

Falls eines der b; mit i € {r +1,...,m} ungleich 0 ist, so hat ([1.2)) keine Losung,.

Angenommen b, = --- =b,, = 0.
Dann ist ([1.2)) dquivalent zu

ai1ry + Q19T2 + . + AT, = b1
99Ty + ... + a9, = bg
(1.5)
Qy + ... + Gz, = b,
mit a; # 0 fir i =1,...,r (und r < n). In diesem Fall existieren Losungen und man findet

alle Losungen wie folgt:
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e gebe w41, ..., x, willkirlich vor,

e berechne x, mit der r-ten Gleichung:

1

Ty = (b’r — Qrr41Tp41 — ° 00 — ar,nIn)>
Qpp

e berechne x,_; mit der (r — 1)-ten Gleichung:
1

Ar—1r—1

Trq = (br—l — Qr_1pTy — " — ar—l,nxn)y

e berechne x; mit der ersten Gleichung.
Also:

Bemerkung 1.6. Wenn die engere Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems
(1.2) Normalform hat, so existieren Losungen genau dann, wenn

brat = = by = 0.

In diesem Fall erhalt man alle Losungen, indem man x,,,...,z, frei vorgibt und damit
Zy,...,or1 wie oben berechnet.

Beobachtung 1.7. Die Losungsmenge des Gleichungssystems hat dann n —r | freie Para-
meter”, namlich z,,q,...,x,. Durch diese sind die tibrigen Variablen x1,...,z, eindeutig
bestimmt.

Diese Beobachtung werden wir prézisieren. Zunéachst zeigen wir jedoch, dass man zu jedem
linearen Gleichungssystem (|1.2)) ein dquivalentes lineares Gleichungssystem in Normalform
finden kann. Dieses kann man dann wie oben lésen.

Idee. Gewisse Umformungen éndern die Losungsmenge einer linearen Gleichung nicht.

ar +by =c

Beispiel 1.8.
{d:c +ey=f

mit Koeffizientenmatrix a b c
d e f

ist dquivalent zu

by =
{ax Ty =c Addieren einer Gleichung zu einer anderen,

(a+d)z+(b+e)y=c+f
{TCLC(]+Tby:TC (r #0)

Multiplizieren einer Gleichung mit einer von

dr +ey = f Null verschiedenen Zahl,
d -

{ rtey=f Vertauschen von zwei Gleichungen,
axr +by =c

mit jeweiligen Koeffizientenmatrizen:
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. a b c
a+d b+e c+ f)’
. [7C rb rc
d e f)’

d e f
¢ (a b c) '
Eine analoge Aussage gilt fiir lineare Gleichungssysteme mit m Gleichungen in n Variablen.

Vereinbarung. Wir definieren die Summe zweier Zeilenvektoren durch
(a1, ... ,a,) + (by,...,by) = (a1 + b1, ..., a, + by,)
und das Produkt einer Zahl A mit einem Zeilenvektor durch
A(ag, ... a,) = (Aag, ..., Aay).

Wir verallgemeinern Beispiel nun auf lineare Gleichungssysteme mit m Gleichungen in
n Variablen.

Definition 1.9. Elementare Zeilenumformungen einer Matrix sind:
i) Addition einer Zeile zu einer anderen,
ii) Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl ungleich Null,
iii) Vertauschen zweier Zeilen.
Elementare Spaltenumformungen sind analog definiert.

Bemerkung 1.10. Formt man ein lineares Gleichungssystem durch elementare Zeilenum-
formungen 1i)-iii) um, so dndert sich die Losungsmenge nicht.

Achtung.
e Elementare Spaltenumformungen dndern die Losungsmenge.

e Fiir Spaltenvertauschungen iii) ist dies lediglich eine Vertauschung der Variablen.
Beispiel: Vertauschen der 1. und 4. Spalte bedeutet Vertauschen von z; und x4 in
den Losungen.

Satz 1.11. Jede m xn Matriz ldsst sich durch endlich viele elementare Zeilenumformungen
i)-7ii) und Spaltenvertauschungen in Normalform bringen.

Beweis. Benutze das GauB-Verfahren, welches wir im Folgenden erkléren. O
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1.2.1 Das Gaufl-Verfahren

Bemerkung 1.12. Durch Kombination von i) und ii) kann man folgende Umformung
durchfiihren:

iv) Addieren des r-fachen der i-ten Zeile zur k-ten Zeile fiir r # 0 und 1 < 4,k < m mit

Beweis.

1. Multipliziere die i-te Zeile mit r.

2. Addiere die (neue) i-te Zeile zur k-ten.

3. Multipliziere die (neue) i-te Zeile mit 7.

Beweis von Satz[L11. Sei A eine m x n-Matrix, A = (a;;).
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei A # 0,,,,. (Im Fall A = 0,,,, sind wir bereits
fertig.)

e Falls notig Spaltenvertauschung, so dass die erste Spalte ungleich 0,, ; ist.

e Falls notig Zeilenvertauschung, so dass die erste Zeile der ersten Spalte ungleich 0
ist.

Damit ist aq; # 0.
e Falls m = 1, so ist A nun bereits in Normalform.

e Falls m > 1:
Addiere fir ¢ = 2,...,m zur i-ten Zeile das —a;;/aq1-fache der ersten Zeile. Wir
erhalten somit eine neue Matrix der Form

fon | )
Vo [ B )

wobei B eine (m — 1) X (n — 1)-Matrix ist. % steht fur Eintrage, die wir nicht weiter
spezifizieren.

e Ab jetzt fithren wir nur noch elementare Zeilenumformungen mit den Zeilen 2,....,m
und Spaltenvertauschungen der Spalten 2, ..., n durch. Damit bleibt die erste Spalte

ail
0

unverandert und wir konnen beliebige elementare Zeilenumformungen und

0
Spaltenvertauschungen fiir die Matrix B vornehmen.
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e Analog zum vorherigen Argument konnen wir damit die Matrix A auf die Form

a11 12 *
0 929 S
0 0 C

bringen, wobei agy # 0 und C' eine (m — 2) x (n — 2)-Matrix ist.
e Setze das Verfahren fort.
e Erhalten nach endlich vielen Schritten eine Matrix in Normalform.
O

Frage. Was ist die Bedeutung von r in der Normalform? Héngt sie von den Wahlen (bei
Spalten bzw. Zeilenvertauschungen) im Gauf-Algorithmus ab?

Beispiel 1.13. Betrachte das lineare Gleichungssystem

r1 + 2z9 4+ 3x3 = 1
—Ty — 2.]72 + x3 = 1
21’1 + 3132 + 4563 =1

Die engere Koeffizientenmatrix transformiert sich wie folgt:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 -2 1] ~10 0 4 |~]0 -1 =2
2 3 4 0 -1 -2 0 0 4

Fur die Koeffizientenmatrix bedeutet dies:

1 2 31 1 2 3 1 1 2 3 1
-1 -2 1 1f{~]0 0 4 2 |~|0 -1 =2 -1/,
2 3 41 0 -1 -2 -1 0O 0 4 2

was folgendem linearen Gleichungssystem entspricht:

r1 + 2x9 + 33 = 1
—T9 — 2x3 = -—1
4])3 = 2

Dieses lineare Gleichungssystem wird durch

Trs =
Ty =
ry = —

O

N[

eindeutig gelost.
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1.2.2 Ubungen

Aufgabe 1.1. Ein lineares Gleichungssystem heifft homogen, wenn die rechte Seite (also
bi,...,bn) gleich 0 ist, und andernfalls inhomogen. Geben Sie jeweils ein Beispiel eines
Gleichungssystems der folgenden Art an:

1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit genau einer Losung.

2. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit unendlich vielen Losungen.
3. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem ohne Losung.

4. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit genau einer Losung.

5. Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit unendlich vielen Losungen.

Aufgabe 1.2. Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Gleichungssysteme:

N 20—y +2z2=2 r -y +z=1
5 - (b) 3z +3y =3 () z +y —z=1
y= x +22=2 r -y +z=-—1

1.3 Die Struktur der Losungsmenge

Beispiel 1.14. Fur (a,b) # (0,0) ist die Losungsmenge der Gleichung ax + by = ¢ eine
Gerade in der ,(z,y)-Ebene®

Dies werden wir nun verallgemeinern.
Definition 1.15.

i) Wir definieren
R™ := {($17...,$n)| Z; €R7i217“‘7n}’

die ,Menge der n-Tupel reeller Zahlen®.
Ein n-Tupel reeller Zahlen ist eine Abbildung
z:A{l,....n} >R, i~ x(3).

Diese ist durch Angabe der Werte x; := x(i) fiir i = 1,...,n eindeutig bestimmt und
man schreibt (z1,...,2,). Es gilt weiterhin ,n-Tupel = Zeilenvektor der Lénge n‘.

ii) Die Elemente des R™ heifien auch Vektoren.

iii) Die Summe zweier Vektoren aus R" ist gegeben durch

(1, xn) + Wy Un) = (X1 + Y1y T+ Yn).
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iv) Das Produkt einer reellen Zahl A mit einem Vektor aus R™ ist gegeben durch

A (1, x) = Az, .. Axy,).

Definition 1.16. Ein lineares Gleichungssystem

a1 + a12T9 4+ ... + aAipnTy, = bl

a21T1 + 9299 4+ ... + oLy — bg

Am1T1 + QmaTos + ... + ampZn = by,
heit homogen , falls by = --- = b,,, = 0. Andernfalls heifit es inhomogen.

Bemerkung 1.17.

i) Homogene lineare Gleichungssysteme sind losbar. Sie haben stets die ,triviale Lo-
sung

x=1(0,...,0).

ii) Ist x eine Losung eines homogenen Gleichungssystems, so ist auch A -z fir alle A € R
eine Losung des Gleichungssystems.

iii) Sind x,y Losungen eines homogenen Gleichungssystems, so auch x + y.
Definition 1.18. Eine Teilmenge W C R"™ heif3t linearer Teilraum, falls
i) 0e W,
i) a,beW=a+beW,
iii) e Roae W = daeW.

Bemerkung 1.19. Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems mit
m Gleichungen in n Variablen ist ein linearer Teilraum des R"™.

Satz 1.20. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen
besitzt im Falle m < n stets eine nichttriviale Losung.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung [1.6| und Satz [1.11] O

Die Loésungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist kein linearer Teil-
raum, denn 0 ist keine Losung.

Definition 1.21. Sei M C R" eine Teilmenge und a € R™. Das Translat von M um a ist
definiert als
a+M={a+z| ve M}
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Definition 1.22. Eine Teilmenge A C R" heiit affiner Teilraum, falls A = () oder A das
Translat eines linearen Teilraums W C R"™ um einen Vektor a € R” ist, also

A=a+W.

Bemerkung 1.23. Ist A =a+W C R", wobei a € R" und W C R" ein linearer Teilraum
ist, so gilt:

i)ae A, da0eW.
i) Ist be A, sogilt A=b+W.
iii) W={a—-blaec A be A}
iv) A ist ein linearer Teilraum, falls 0 € A.
Beweis. Ubung. O

Satz 1.24. Sei
anrr + apry + ...+ anpr, = b
(1.6)

Am1T1 + GmaZTos + ... + QunZn = bn

ein beliebiges lineares Gleichungssystem (homogen oder inhomogen). Sei W die Losungs-
menge des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems

a11r1 + aprs + ... 4+ aipxr, = 0
: : : (1.7)

11 + Qoo + ... 4+ ampr, = O
Falls @ eine Losung u € R™ besitzt, so ist die Losungsmenge M von gegeben durch
M=u+W.
Insbesondere ist die Losungsmenge von (@ ein affiner Teilraum des R™.
Beweis. M D u+W: Sei x € W, also x Losung von (1.7)). Es folgt, dass u+ x eine Losung
von (1.6]) ist.
M Cu+W:Seive M.Daue M, gilt v—u & W und es folgt

v=u+(v—u) cut+W.
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1.3.1 Ubungen

Aufgabe 1.3. Fir welche a € R hat das lineare Gleichungssystem

r+B—ay=1
20 + 6y + 22 =2
204+ Ty+ (a+2)z =4

keine, genau eine oder unendliche viele Losungen in R3? Geben Sie jeweils die Losungs-
menge an.

Aufgabe 1.4. Sei a € R” und W C R" ein linearer Teilraum. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen (siche Bemerkung [1.23)):

i)ac A da0eW.

11

) Istbe A, sogilt A=b+W.
iii) W={a—-0blaec A be A}
iv) A ist ein linearer Teilraum, falls 0 € A.

Aufgabe 1.5. Bestimmen Sie alle linearen Teilraume des R2.

1.4 Lineare Abhingigkeit und Unabhangigkeit

Definition 1.25. Ein m-Tupel von Vektoren aq,...,a,, € R" heif3t linear abhdngig, falls
es A, ..., A\n € R gibt, so dass

D) Mses Am) £ (0,...,0)
i) Aay+ -+ Apy =0 € R7

(,0 € R™ lasst sich nicht-trivial linear kombinieren“) Falls das m-Tupel nicht linear ab-
héangig ist, so heifit es linear unabhdngig.

Achtung. Hier sind die a; nicht Komponenten eines Vektors, sondern selbst Vektoren
a; = (A, .-y Qin)-
Beispiel 1.26.
i) (1,0),(1,1) € R? sind linear unabhéngig.
ii) (1,0),(1,1),(0,1) € R? sind linear abhéingig, denn

(1,0) — (1,1) + (0,1) = 0.
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iii) Fiar ¢ € {1,...,n} sei ¢; :== (0,...,0,1,0,...,0), mit der 1 an der i-ten Stelle, der
i-te Einheitsvektor im R™. Ist = = (x1,...,z,) € R™ beliebig, so gilt

r=ux1€e]+ -+ e,

Diese Darstellung ist eindeutig, insbesondere sind die Vektoren ey, ..., e, linear un-
abhangig.
Bemerkung 1.27. a4,...,a,, sind linear abhangig, falls es einen unter ihnen gibt, etwa

a;, der sich aus den iibrigen linear kombinieren lasst, d.h.

a; = Z Aja;  mit A\; € R geeignet.

j=1
JFi
Beweis. Ubung. ]
Bemerkung 1.28. Seien a4, ...,a,, € R" linear unabhéngig. Dann gilt

i) a; Z0 furallei =1,...,m,
ii) a; # a; fur alle @ # j.

Definition 1.29. Seien aq,...,a,, € R". Das lineare Erzeugnis von ai,...,a,, ist die
Menge aller Linearkombinationen

Lin(a,...,ay) = {Z Aiti; A € R} = Ra; + - + Ra,,.

i=1
Dies ist ein linearer Teilraum des R™.
Beispiel 1.30.
e Lin((1,1)) C R? ist die Diagonale in der Ebene.
e Lin((1,0,0),(0,1,0)) C R? ist die (z,y)-Ebene in R3.
Lemma 1.31. Seien vy,...,v, € R" und wq,...,ws € R". Es gelte
i) r<s,
i) w; € Lin(vy, ..., v.).

Dann sind wy, ..., ws linear abhdngig.
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Beweis. Wegen ii) existieren a; € Rfir1 <i<rund1<j <s, sodass

apvy + ... + aqv, = wq
AV + ... + apU, = Wq
a1sV1 + ...+ apgU, = Ws.

Da r < s hat das homogene lineare Gleichungssystem

all)\l + ... + CL15>\S =0

arl)\l + ... + CLm)\s =0
nach Satz eine nichttriviale Losung (A, ..., As) € R*. Nun gilt

)\171)1 + -+ )\sws = )\1(@111]1 + -+ CLHUT)
+A2(a1201 + - - + ayovy)
+ ...
‘|‘>\5(a13’01 + -+ arsvr)
= Ul(an)\l + a12)\2 + -+ als)\s)
+U2(CL21)\1 + a22)\2 + -+ CLQS)\S>

(b ot o)
= 04---+0=0.
0]
Folgerung 1.32. Je n+ 1 Vektoren im R™ sind linear abhdngig.
Beweis. Nach Beispiel (iii) ist
R™ = Lin(ey, ..., e,).
Mit Lemma folgt die Aussage. O

Definition 1.33. Eine Basis eines linearen Teilraums W C R™ ist ein maximales (d.h. nicht
mehr vergroBerbares) System linear unabhéngiger Vektoren aus W. Dabei vereinbaren wir,
dass der Nullraum {0} C R™ die leere Menge () als Basis hat.

Beispiel 1.34. Nach Folgerung bilden eq, ..., e, eine Basis des R", die ,kanonische
Basis“ des R™.

Bemerkung 1.35. Sei W C R” ein linearer Teilraum und vy, ..., v, eine Basis von W.
Dann ist r < n.

Beweis. Dies folgt aus Folgerung [1.32] O
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Satz 1.36. Jeder lineare Teilraum W C R™ besitzt eine Basis. Je zwei Basen von W sind
gleich lang.

Beweis. Es geniigt den Fall W # {0} zu betrachten. Angenommen W besitzt keine Basis.
Dann gibt es zu einem beliebigen System vq, ..., v, linear unabhingiger Vektoren aus W
stets einen weiteren Vektor v, 1, so dass vy, ..., v,y linear unabhangig sind. Mit Induktion
findet man linear unabhéangige Vektoren vy, ...,v,41 € W C R". Dies steht im Widerspruch
zu Folgerung [1.32] und es folgt der erste Teil der Behauptung.

Seien nun vy, ..., v, und wy, ..., w, zwei Basen von W. Angenommen r # s. Wir kénnen
0.B.d.A. annehmen, dass r < s. Nach Lemma [1.31] existiert ein ¢ mit 1 < i < s, so dass
w; ¢ Lin(vy,...,v.). Da die Vektoren vy, ...,v, linear unabhéngig sind, sind auch die
Vektoren w;, vy, ..., v, linear unabhangig. Dies steht im Widerspruch zur Maximalitat von
vy, ...,0, und es folgt der zweite Teil der Behauptung. O

Definition 1.37. Unter der Dimension eines linearen Teilraums W C R™ versteht man
die Lange einer Basis von W.

Bemerkung 1.38. Seien agy,...,a, linear unabhangig. Dann bilden die Vektoren eine
Basis von

Lin(ay, ..., a,).
Beweis. Ubung. [
Definition 1.39. Sei W C R" ein linearer Teilraum. Ein m-Tupel a4, ..., a,, von Vektoren

heifit Erzeugendensystem von W falls
W = Lin(ay, ..., an).

Bemerkung 1.40. Jede Basis von W ist ein Erzeugendensystem von W.

Beweis. Sei ay,...,ay, eine Basis von W. Angenommen Lin(as, ..., a,) & W. Dann gibt
es ein v € W\ Lin(ay, . .., a,,). Damit sind die Vektoren v, a4, ..., a,, € W linear unabhén-
gig. Dies steht im Widerspruch zur Maximalitdt von aq,...,a, und die Behauptung ist
bewiesen. ]

Satz 1.41. Sei W C R" ein linearer Teilraum und a4, ..., a,, € W. Es sind dquivalent:

i) ai,...,an ist ein mazimales System linear unabhdngiger Vektoren in W (Basis).
i) ay,...,a, ist ein minimales Erzeugendensystem von W.

i11) Die Vektoren ay,...,a, sind linear unabhdngig und bilden ein Erzeugendensystem
von W.

Beweis. (i) = (i1): Nach Bemerkung ist ay, ..., an, ein Erzeugendensystem. Die Mini-
malitét folgt aus der linearen Unabhéangigkeit. (Kein a; ist durch eine Linearkombinationen
der anderen darstellbar und darf deshalb nicht weggelassen werden.)

(ii) = (i): Ubung.

(1) < (4i7) ist nun auch klar. O
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1.4.1 Ubungen

Aufgabe 1.6. Sei t € R. Bestimmen Sie die Dimension des von

1 —1 0
v = 2 s Vg = t+1 y V3 = t s
t+2 t 1

erzeugten linearen Unterraums des R? in Abhingigkeit von t.

Aufgabe 1.7. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Die Vektoren ay,...,a, € R" sind genau dann linear abhdngig, wenn sich einer von
ihnen, etwa a;, aus den iibrigen linear kombinieren lasst, also
m
a; =) _ X
=1
J#

mit geeigneten \; € R.

(ii) Sind ay,...,a, € R" linear unabhéingig, so gilt a; # 0 fir alle j und a; # —a; fir
alle 1, 5.

(iii) Sind ay,...,a, € R™linear unabhangig, so lasst sich jedes Element von Lin(ay, . . ., a,,)
eindeutig als Linearkombination von aq, ..., a,, schreiben.

Aufgabe 1.8. Zeigen Sie: Ist a1,...,a, € W ein minimales Erzeugendensystem eines
linearen Teilraums W C R"”, so ist a4, ..., a, ein maximales System linear unabhangiger

Vektoren in W.

1.5 Der Rang einer Matrix

Definition 1.42. Der Zeilenrang einer Matrix A ist die maximal mogliche Anzahl linear
unabhéngiger Zeilen von A. Der Spaltenrang von A ist analog definiert.

Bemerkung 1.43. Der Zeilenrang von A € R™*" ist die Dimension des von den Zeilen
von A aufgespannten linearen Teilraums von R”. Dies gilt analog fiir den Spaltenrang.

1 10
011

hat Zeilenrang = 2 und Spaltenrang = 2.

Beispiel 1.44. Die Matrix

Satz 1.45. Fir jede Matriz gilt Zeilenrang = Spaltenrang.

Beweis. Benutze 3 Lemmata:
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Lemma 1.46. Elementare Zeilenumformungen vom Typ i)-iv) dandern den Zeilen- und
Spaltenrang einer Matriz nicht.

Beweis. Der von den Zeilen aufgespannte lineare Teilraum andert sich nicht, somit &ndert
sich auch der Zeilenrang nicht.
Spaltenrang: Ubung. (O)

Lemma 1.47. Elementare Spaltenumformungen vom Typ i)-iv) dndern den Spalten- und
Zeilenrang nicht.

Beweis. Wie Lemma (O)

Lemma 1.48. Jede m x n-Matrix ldsst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumfor-

mungen in die Form
E. 0
0 O

Beweis. Durch Zeilenumformungen von Typ i)-iii) und Spaltenvertauschungen erreichen
wir Normalform

tiberfiihren.

any * * *

0 a * *
Ay Ay mit A, = | _22 _ und a;; # 0.
0 ... 0 ap

Wir transformieren die Matrix weiter wie folgt:

e Addiere ein Vielfaches der 1. Spalte zu den anderen Spalten

1. Zeile ~ (aq1,0,...,0)

e Addiere ein Vielfaches der 2. Spalte zu den anderen Spalten

2. Zeile ~~ (0, ags,0,...,0)

o Wir erhalten eine Matrix der Form

a1 O

0 Qo .
s aii#Ofﬁrzzl,...,r.
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e Multipliziere die i-te Zeile mit - fir i =1,...,r.

G
()

Beweis von Satz [1.45 Nach den Lemmata [I.46 geniigt es, die Behauptung fiir den
Fall, dass die Matrix die Form

E. 0

(0

hat, zu zeigen. In diesem Fall ist offenbar

e Wir erhalten eine Matrix der Form

Zeilenrang = r = Spaltenrang.

O
Definition 1.49. Der Rang einer Matrix ist definiert als ihr Zeilenrang (oder Spaltenrang).

Bemerkung 1.50. Der Rang einer Matrix in Normalform (vergleiche §1.2)) ist gleich der
dort auftretenden Zahl r.

Damit konnen wir unsere Ergebnisse zur Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

ey + ... —+ a1nTy, = b1
: (1.8)

amiTi + ... 4+ Guntn, = bn
wie folgt zusammenfassen. Sei

aiy .- Q1np bl aiy .- A1p
G=1] : : ] und A=

Gml - Gmn  bm Aml -  CGmn

Satz 1.51. Das lineare Gleichungssystem @ hat genau dann mindestens eine Lisung,
wenn

Rang(G) = Rang(A).

Die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssystems ist ein linea-
rer Tetlraum der Dimension n — r, wobei r fiir den Rang steht. Die Lisungsmenge des
(in- )homogenen Systems ist ein affiner Teilraum des R™. Dieser ist entweder leer, oder ein
Translat des Losungsraums des homogenen Systems.
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1.6 Matrixmultiplikation

Sei R™*"™ die Menge der m x n-Matrizen. Zunéchst: Sind A, B € R™*" mit Eintrégen a;;,
beziehungsweise b;;, so definiert man die Summe

C=A+BeR™"
durch C' = (¢;;) mit ¢;; = a;; + b;;. Ist A € R ein Skalar, so definiert man
A-A e R™

als die Matrix mit Eintragen A - a;;.
Bemerkung 1.52. Sind A, B € R™*" und A, u € R, so gilt:

MA+B) = M+ AB
A+ u)A = NA+pA
(A A = A(nA).

Matrizmultiplikation ordnet einer [ x m-Matrix A = (a;;) und einer m x n-Matrix B = (bj;x)

eine [ x n-Matrix
C=A-B

zu, wobei C' = (c¢,) mit

Cik:Zaijbjk, fire=1,...,lund k=1,...,n.
j=1

Wichtig. Die Formate von A und B miissen ,passen®.

n
m B
m
[l A C l
n

Beispiel 1.53. Matrixmultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Es gilt zum

Beispiel

11\ (2 0\ (31 2 0\ (1 1) (2 2

0 1)\1 1) \1 1)> \1 1)J\0o 1) \1 2)°
Bemerkung 1.54. Fiir A € R>*™ B € R™" und C € R™? gilt das Assoziativgesetz

A(BC) = (AB)C.
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Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 1.55. Fiir A € R>*™, B € R™" C € R™" und D € R™? gilt das Distri-

butivgesetz
A(B+C) = AB+ AC,
(B+C)D = BD+CD.

Beweis. Ubung. ]

Lineare Gleichungssysteme

anry + ... + apr, = bl

[3)

11 + ... + QupT, = by,
lassen sich elegant mit Hilfe des Matrixprodukts schreiben. Sei A = (a;;) € R™*" die engere
Koeffizientenmatrix. Fasse x = <“”1 > € R und b = ( b; ) € R™*! als Spaltenvektoren
auf. Damit wird zu "

Tn

Ax =b.

1.6.1 Ubungen
Aufgabe 1.9. Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation:
1. Seien A € R™™ und B € R™*?. Dann gilt (AB)" = B'A".

2. Seien A € R™" B € R™" (C € R™ und D € R>™. Dann gilt: (A + B)C =
AC + BC und D(A+ B) = DA+ DB.

Aufgabe 1.10. Es sei E,, die n x n Einheitsmatrix und E;; die n x n-Matrix, die an der
(i, 7)-ten Stelle den Eintrag 1 hat und sonst nur 0. Wir betrachten folgende drei spezielle
Typen reeller n x n Matrizen, sogenannte Elementarmatrizen:

o Fiir ¢ # j sei P;; die Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der i-ten
und j-ten Spalte entsteht.

o Firi# jund ¢ # 0 sei Q;;(c) = E, + cE;; die Matrix mit 1 auf der Diagonale, ¢ bei
(4,7), und sonst 0.

e Firl <i<mnund X # 0 sei S;(\) die Diagonalmatrix, deren i-ter Diagonaleintrag A
ist, und die sonst 1 auf der Diagonale hat.

Machen Sie sich fir n = 3 klar, wie die Elementarmatrizen aussehen. Was bedeutet es
anschaulich eine Matrix A = (a;;) € R™" von links oder rechts mit P;;, Q;; oder S;(\) zu
multiplizieren?
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Aufgabe 1.11. Zeigen Sie: Kommutiert eine Matrix A € R™ " mit allen reellen n x
n-Matrizen (also AB = BA fur alle B € R™"), so ist A ein skalares Vielfaches der
Einheitsmatrix F,, d.h. A = AE,, fur ein A € R.

Hinweis: Betrachten Sie Matrizen E; ;, die an der Stelle (¢, j) den Eintrag 1, und sonst 0
haben.

Aufgabe 1.12. Sei A € R™" mit

1, firj=i+1,
aij = O
, sonst.

Berechnen Sie A¥ = A-A--- A fiir alle 1 < k < n. Benutzen Sie vollstandige Induktion
—_—

k mal

nach k.

1.7 Etwas analytische Geometrie

1.7.1 Langen und Winkel im R"

Wir kénnen bereits Geraden im R™ und allgemeiner auch affine Teilraume beschreiben. Um
kompliziertere geometrische Objekte und die Lage von geometrischen Objekten zueinander
zu beschreiben, miissen wir Langen und Winkel messen kénnen.

Beispiel 1.56. Um einen Kreis in R? mit Mittelpunkt @ und Radius 7,

K,(a) = {z € R*| Abstand von z zu a ist r},

zu definieren, benétigen wir einen Abstandsbegriff. Diesen kénnen wir durch ein Skalar-
produkt erhalten.

Definition 1.57. Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren x = (x1,...,2,),y = (z1,...,x,) €
R"™ ist definiert als

(T, y) =210 + -+ Tl = Z TrYk-
k=1

Es besitzt die folgenden Eigenschaften:
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e Symmetrie: (z,y) = (y, z) fur alle x,y € R™.

e Linearitat in der ersten Variable: (x + 2',y) = (x,y) + (2/,y) und {(azx,y) = a(z,y)
fir alle « € R und z,2’,y € R".

e Linearitdt in der zweiten Variable: (z,y +v') = (z,y) + (x,y’) und (x, ay) = a(x,y)
fur alle « € R und x,y,y" € R"™.

e Positive Definitheit: (x,z) > 0 fiir alle z € R" und (z,2) =0 < = = 0.

Die euklidische Norm von x € R" ist definiert als

)] = /(z, z).

Die GroBe ||z|| gibt den Abstand von z als Punkt im R™ zum Ursprung an und bezeichnet
auch die Ldinge des Vektors x.

Beispiel 1.58. Fiir x = (71, 22) € R? ist ||z|| = \/2} + 23

X2

Damit ist K,(a) = {x € R?| ||z —a|]| = r} C R? Der Einheitskreis (mit Mittelpunkt 0) im
R? ist

K1(0) = {x e R*| [|z]| = 1}
={(z1,22) € Rz\ xf +x§ =1}
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Der Einheitskreis K7 (0) lasst sich auch mit Hilfe des Winkels ¢ eindeutig parametrisieren.
Fir ¢ € R sei

e(¢) = (cos(p), sin(p)).
Dann gilt
K1(0) = {e(p) | ¢ €0,2m)}.

X2

Polarkoordinaten in R2

Fir z € R?\ {0} ist ﬁ:ﬂ € K1(0). Dazu gibt es genau ein ¢ € [0,7), so dass ﬁx = e(9).
Daraus folgt * = ||z|le(¢). Zu x € R*\ {0} gibt es also genau ein Paar von Zahlen
r,0 € Rag x [0,7), so dass

r=r-e(p).
Die Zahl r gibt hierbei den Abstand von 0 an. Die Zahl ¢ den Winkel zwischen der der
21-Achse und dem Vektor x.

Winkel zwischen Vektoren

Der Winkel zwischen e(¢) und e(%)) ist ¢ — . Das Additionstheorem fiir den Kosinus und
Sinus besagt

sin(ip 4 1) = sin(g) cos(1s) = cos(y) sin(1),
cos(p £ 1) = cos(p) cos(y)) F sin(p) sin(y).
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Folglich gilt fiir den Winkel § = 1) — ¢ zwischen e(p) und e(¢)) die Gleichung

cos(0) = cosfi) cos(y) + sin(g)sin(v) = ef¢), (4}

Sind nun z,y € R?\ {0} beliebige Vektoren, so sind IxH x, ”;”y € K;(0), und damit gilt fiir
den Winkel 6 zwischen x und y die Gleichung

cos(0) = G
] - Iyl
Also:

e (x,y) ist ein Maf} fir den Winkel zwischen z und .

o |lz|| = /{x,z) ist ein Maf fir die Lange von z.

Dies gilt analog im R”, da die Messung eines Winkels zwischen x und y sich in der von
x und y aufgespannten Ebene Lin(z,y) abspielt. Viele elementargeometrische Sétze lassen
sich nun einfach beweisen.

Satz 1.59 (Kosinussatz). Fir z,y € R? gilt
lz =yl = llzll + llyll = 2[l= [yl cos(6),

wobei 0 den Winkel zwischen x und y bezeichnet. Fine alternative Formulierung fiir Drei-
ecke ist durch
¢ = a® 4 b* — 2abcos(v)

gegeben, wobei a,b,c die (Lingen der) Seiten des Dreiecks bezeichnen und der Winkel
der Seite (mit Linge) ¢ gegeniiberliegt.

||ff - ?JH c

Beweis. Es ist

lz =yl = (z —y,z —y)
= (z,2,) —(z,y) — (v, 2) + (y,9)
= ||z + llylI* — 2(z, y)
= lz[I* + llyll* = 2/l |yl cos(6).
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Drehung um 7
Fir o = (21, 72) € R? definieren wir
ot = (—xy,1y).

Der Vektor 2t entsteht aus 2 durch Drehung um % (Ubung).

Es gilt (z,x1) = 0, die Vektoren stehen orthogonal zueinander.
Definition 1.60. Fiir x,y € R? definiert man
[2,y] = (z*,y) = 21ys — 2oy1 = det(z,y).
Fir e(yp), e(v) € K1(0) ist
[e(0), e()] = cos(ep) sin(¥) — sin(p) cos(¢))

= sin(y) — ¢)
= + Lénge der Hohe im Dreieck mit Eckpunkten 0, e(p), e(¢))

= + Flache des Parallelogramms, das von e(p), e(¢)) aufgespannt wird.

25
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Daraus folgt der

Satz 1.61. Fiir x,y € R? ist die Fliche des Parallelogramms mit den Ecken 0, .y, +y
gegeben durch

[z, 9]l = [z, )]
Bemerkung 1.62. Fiir z,y € R? gilt

(@, y) + oyl = |zl lyl*.

Geometrie im Raum

Wie im R? ist die Linge eines Vektors x im R?® durch ||z|| = \/(x, z) gegeben. Der Kosinus
des Winkels 6 zwischen z,y € R3\ {0} erfiillt weiterhin die Gleichung

_ {zy)
0s(6) = Ll Tl

1.7.2 Das Vektorprodukt

Im R? gibt es neben dem Skalarprodukt R3 x R?* — R auch das Vektorprodukt (dufere
Produkt) zweier Vektoren, geschrieben

R* xR® =R, (a,b) > axb.

Das Vektorprodukt a x b ist wieder ein Vektor in R3. Dieser ist durch

a1 by asbs — asby a1 az as
as | X b2 = Cl3b1 — albg = det bl bg b3 ,
as b3 a1by — azby €1 €2 €3

wobei die letzte Formulierung symbolisch zu verstehen ist und ey, e, e3 die Standardbasis-
vektoren im R3 bezeichnen.

Bemerkung 1.63. Aus der Definition folgt direkt, dass fiir die Standardbasisvektoren im
R3 die Gleichungen

e;xXe; =0, e Xey=¢€3, €yXez3=e, €3Xe =e
mit ¢ = 1,2, 3 gelten.
Bemerkung 1.64. Das Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften:
e axb=-bxa,
o (at+d)xb=axb+ad xb, (v-a)xb=a-(axb),

eax (b+V)=axbt+axl,ax(a-b)=a-(axb)
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fir alle o € R und a, a’, b, € R®. Weiter gilt die Grassmann-Identitit
ax (bxc)={a,c)b—{(a,b)c
und die Jacobi-Identitat
ax(bxe)+bx(exa)+ecx(axb)=0.
Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, denn es gilt zum Beispiel
(e1 Xep) Xxea=0xey=0%# —eg=e1 Xe3=e1 X (€1 X €3).

Bemerkung 1.65. Eine Algebra mit einem antikommutativen Produkt, welches der Jacobi-
Identitit geniigt, nennt man Lie-Algebra. Die Algebra (R?, x) ist eine Lie-Algebra.

Bemerkung 1.66. Fiir a,b € R? gilt

(a x b,a) =0,
(a xb,b) =0.

Das Vektorprodukt a x b steht senkrecht auf der von a und b aufgespannten Ebene.
Beweis. Dies folgt direkt aus (a X b, c) = det(a, b, c). O
Bemerkung 1.67. Fiir a,b € R3 gilt

(@, b)* + lla x b]I* = [lal*[b]]*.
Beweis. Nachrechnen. [
Folgerung 1.68. Fiir a,b € R3 gilt

la> bl = {lall - [[b]] - |sin(0)],
wobei O den Winkel zwischen a und b bezeichnet.

Beweis. Mit
(a,0) = cos®(0) - ||al|? - [|b]]?

gilt
cos®(0) - [lall* - b + fla x bl1* = [lal* - [[b]

Daraus folgt
lla x bl[* = flall* - [b* - (1 — cos*(0)) = llall* - [[b]|* - sin*(6)
und durch Wurzelziehen die Behauptung. O

Die Lange von a x b ist durch die Flache des von a und b aufgespannten Parallelogramms ge-
geben. Die Orientierung von a x b ist durch die , Rechte-Hand-Regel“ gegeben (a=Daumen,
b=Zeigefinger, a x b=Mittelfinger, der senkrecht auf der Handflache steht).
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1.8 Anhang: Grundbegriffe

Hier sollen einige Grundlagen zu Mengen, Abbildungen und Relationen zusammengestellt
werden.

1.8.1 Mengen

Georg Cantor: , Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Veranschaulichung nach Richard Dedekind: ,wie ein Sack, der gewisse Dinge enthélt.”
Moderne Mengenlehre: Zermelo-Fraenkel Axiome.

Von einem Objekt muss klar sein, ob es einer Menge M angehort. Jedes Objekt kann in
M nur einmal vorkommen. Man spricht in der Mathematik eher von den Elementen einer
Menge, als von den Objekten. Héaufig sind die Elemente Zahlen oder Punkte.

Beispiel 1.69.
e Endliche Mengen, zum Beispiel {1,2,3,4}.

e Die leere Menge, 0 = {}.

e N={1,2,3,...}, die Menge der natiirlichen Zahlen.

o 7 ={0,£1,£2,43,...}, die Menge der ganzen Zahlen.

e Q={2] p,q € Z,q+# 0}, die Menge der rationalen Zahlen.

e R, die Menge der reellen Zahlen.
Ist a ein Element der Menge M , so schreibt man

a€ M.

Sind M und N Mengen und ist jedes Element der Menge M auch ein Element der Menge
N, so heifit M Teilmenge von N. Man schreibt

M C N.

Aus gegebenen Mengen kann man Teilmengen auswéhlen, die durch eine gewisse Eigen-
schaft charakterisiert sind.

Beispiel 1.70.

M = {n € N| n ist gerade}
—{2,4,6,...}.
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MUN
Zwei Mengen M und N heiflen gleich, falls
MCN und NCM
gilt.
Sind zwei Mengen M und N gegeben, so ist die Verei-
nigung MNN
MUN
definiert als die Menge aller x, die in mindestens einer
der Mengen M und N enthalten sind. Der Durchschnitt
MNN
M\N

ist definiert als die Menge aller x, die in sowohl in M als
auch in N enthalten sind. Die Differenzmenge M\N ist
definiert als

{reM| ¢ N}.

Das kartesische Produkt M x N der Mengen M und N ist die Menge
M xN={(m,n)| me M,ne N}
aller geordneten Paare von Elementen m € M und n € N.
Beispiel 1.71.
{1,2} x {4,5} ={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5)}.
1.8.2 Abbildungen

Seien M und N Mengen.

Definition 1.72. Eine Abbildung f von M nach N ist eine Vorschrift, welche jedem Ele-
ment m € M genau ein Element f(m) aus N zuordnet. Man schreibt

f:M— N, mw— f(m).

M heif3t Definitionsbereich von f, und N heifit Wertebereich von f. Das Bild von f ist die
Menge
f(M):={n € N| es existiert ein m € M mit f(m) =n}.

Das Urbild einer Teilmenge A C N ist die Teilmenge

' (A):={meM| f(m)e A} C M.
Der Graph von f ist die Menge

I'y={(m,n) e M xN| f(m)=n}.
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Beispiel 1.73.
e  Multiplikation mit 2¢ f:N = Z, x— f(z) = 2z,
e R R, z+ f(z) =122

Definition 1.74. Eine Abbildung f : M — N heif}t

i) surjektiv, falls es zu jedem n € N ein m € M mit f(m) = n gibt. Dies kann man als
f(M) = N schreiben. Eine Abbildung ist surjektiv, wenn jedes Element (mindestens)
ein Urbild besitzt.

ii) injektiv, falls fir alle m, m’ € M mit f(m) = f(m’) gilt, dass m = m’. Eine Abbildung
ist injektiv, wenn jedes Element hochstens ein Urbild hat.

iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist. Eine Abbildung ist bijektiv, wenn jedes
Element genau ein Urbild besitzt.

Bemerkung 1.75. Ist f : M — N bijektiv, so besteht fiir jedes n € N das Urbild
f7Y({n}) aus genau einem Element. Bezeichnen wir dies mit g(n), so definiert

g:N—=>M, nw— gn)
eine Abbildung, die Umkehrabbildung von f. Es gilt

g(f(m)) = m fiir alle m € M,
f(g(n)) = n fur alle n € N.
Fiir die Umkehrabbildung g schreiben wir auch f=1.

Definition 1.76. Seien A, B und C' Mengen, f : A — B und g : B — C Abbildungen.
Die Abbildung
gof:A—=C, ar g(f(a))

heifit Komposition (Hintereinanderausfithrung) der Abbildungen f und g.
Definition 1.77. Sei M eine Menge. Die Abbildung

idy : M — M, idy(m) =m
heilt Identitat auf M.

Bemerkung 1.78. Sei F': M — N eine bijektive Abbildung mit Umkehrabbildung f=! :
N — M. Es gilt

Lo f=idy,

f
foft=idy.

Beispiel 1.79.
e Die Abbildung f: R — R, f(z) = z? ist weder injektiv, noch surjektiv.
e Die Abbildung f: R.y — R, f(z) = 2? ist injektiv, aber nicht surjektiv.
e Die Abbildung f : Rsg — Rso, f(z) = x? ist bijektiv mit Umkehrabbildung y — /y.
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1.8.3 Relationen

Definition 1.80. Eine Relation auf einer Menge M ist eine Teilmenge des kartesischen
Produkts
M x M.

Man schreibt aRb fur (a,b) € R.

Anstelle von R verwenden wir oft ein intuitiveres Zeichen.

Beispiel 1.81.
1. Die ,,Gleichheitsrelation® ist gegeben durch
R={(a,a)|ae M} C M x M,

es gilt
(a,b) e R < a=0b.

2. Die ,,GroBerrelation auf R* ist gegeben durch
R={(z,y) e RxR| z >y},

es gilt
(x,y) € R & zRy & x >uy.

3. Jede Abbildung f : M — M kann als Relation
R={(a, f(a))| a € M}
interpretiert werden. Es gilt

(a,b) € R < f(a)=h.

4. Fir die Relation
R={(a,b) € Zx7Z| a—bist gerade} C Z X Z

gilt
(a,b) € R < a und b sind beide gerade oder beide ungerade.

Definition 1.82. Eine Relation R C M x M auf einer Menge M heiit Aquivalenzrelation,
falls mit der Schreibweise
a~b < (a,b) € R

gilt:
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i) Reflexivitat: a ~ a fur alle a € M.
ii) Symmetrie: a ~b = b~ a.
iii) Transitivitit: a ~bund b~c = a~c.

Beispiel 1.83. Die ,Gleichheitsrelation und die , gerade/ungerade Relation“ (Beispiel

und sind Aquivalenzrelationen.

Definition 1.84 (Aquivalenzklassen). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M
und a € M. Die Menge
la]={beM|b~a} C M

heiBt Aquivalenzklasse von a. Eine Teilmenge N C M heifit Aquivalenzklasse, falls es ein
¢ € M mit [c] = N gibt. Dann heifit ¢ Reprisentant der Aquivalenzklasse N.

Beispiel 1.85. In Beispiel gilt:

0 ={beZ| bist gerade},

1] ={b€ Z| bist ungerade},
2] = [0],

3] = [1].

Bemerkung 1.86. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Zwei Aquivalenz-
klassen A, B C M sind entweder gleich (A = B) oder disjunkt (A N B = (). Insbesondere
gilt fir a,b € M:

[
[
2=
Bl =1

=[] < [dN[b]#£0 & a~b.

M ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen von ~.
Zur letzten Aussage gilt die folgende Umkehrung:

Bemerkung 1.87. Sei N eine Menge und

iel
die disjunkte Vereinigung von Teilmengen A; C N. Dann definiert
a~b & esgibteini € I mita,be A;
eine Aquivalenzrelation auf N.
Beweis. Ubung. [

Definition 1.88. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Die Faktormenge
M/~ ist die Menge der Aquivalenzklassen in M beziiglich ~.
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Definition 1.89. Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von
M.

M/~ ist eine Teilmenge der Potenzmenge von M.
Beispiel 1.90. In Beispiel gilt:

Z/~ = {[0], [1]}-
Dieses Beispiel verallgemeinern wir.

Definition 1.91. Sei n € N fest. a,b € Z heiflen kongruent modulo n, falls a — b durch n
teilbar ist. Wir schreiben dann
a=b (modn).

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf Z. Die Aquivalenzklasse von a € Z bezeichnen
wir mit [a], oder mit a, falls klar ist, auf welches n sich dies bezieht.

Bemerkung 1.92. Es gilt
la]l, =a+nZ :={a+nt|teZ}.

Die Menge Z/ ~ der Aquivalenzklassen bezeichnen wir in diesem Fall auch mit Z/nZ. Mit
Division mit Rest sieht man

Z/nZ = {[0]n, [L]n, .-, [n — 1]}
(Ubung.) Dies ist eine Menge mit n Elementen.

Beispiel 1.93. Es gilt
4=7 (mod 3),

da
4 —-7=-3

durch 3 teilbar ist.

Beispiel 1.94. Im Fall n = 2 gilt
a=0b (mod?2) < a—bist gerade
und

[0]o = {b € Z| b ist gerade},
[1]s = {b € Z| b ist ungerade}.

Es ist
Z)2Z = {[0]2, [1]}.
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2 Vektorraume

2.1 Gruppen

Definition 2.1. Sei M eine Menge. Eine innere Verkniipfung ,,0“ von M ist eine Vorschrift,
welche je zwei Elementen a,b € M in eindeutiger Weise ein Weiteres zuordnet. Wir konnen
die innere Verkniipfung als Abbildung

o:MxM— M, (a,b)—aob
auffassen.

Definition 2.2. Eine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer
inneren Verkniipfung o: G x G — G, (a,b) — a o b, mit den Eigenschaften

G1) Assoziativgesetz: (aob)oc=ao (boc) fir alle a,b,c € G.
G2) Neutrales Element: Es gibt ein e € G so dass e o a = a fir alle a € G gilt.
G3) Inverses Element: Fiir alle a € G existiert ein ¢’ € G mit a’ oa = e.

Falls zusétzlich das Kommutativgesetz,
aob=>boa fiurallea,be G,

gilt, so heilt die Gruppe abelsch.

Bemerkung 2.3. Sei (G, o) eine Gruppe. Es gilt:

i) Sei e € G ein neutrales Element. Dann gilt a o e = a fiir alle a € G.

)

ii) Es gibt genau ein neutrales Element e € G.

iii) Ist @’ invers zu a € G, dann gilt a o a’ = e.
)

iv) Zu jedem Element a gibt es genau ein inverses Element a’, welches man auch mit a~!

bezeichnet.
Beweis. iii) Zu o' € G existiert nach G3 ein a” € G mit a” o ' = e. Es folgt

aod =eo(aoad)
— (@ 0d) o (ao )

Gzla”o((aloa)oa/)
Céiauo(eoa/)

G2
Za"o0d

= e.
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i) Es gilt
aoeZao(d oa)
“(aod)oa
(iii)
= eoa
G2
= a.

ii) Sei €’ ein weiteres neutrales Element. Es folgt

1 G2 , (@)
e = eoe =e.

iv) Ubung. O
Bemerkung 2.4. Sei (G, o) eine Gruppe und a,b € G. Es gilt:

i) (a) " = a,

ii) (aob)t=bloa"t

Beweis. i) Nach Bemerkung [2.3] (iv) existiert zu a™! genau ein inverses Element. Da a o
a~! = e, ist a das eindeutige inverse Element zu a~!. Es folgt (a™1)™! = a.

ii) Ubung. O
Beispiel 2.5 (Beispiele fir Gruppen).
1) (Z,+), die Menge der ganzen Zahlen mit Addition.

Neutrales Element ist 0,
inverses Element zu n ist —n.

Dies gilt auch fir (Q, +) und (R, +).

2) (R*, - ), wobei R* = R\{0}.
Neutrales Element ist 1,
inverses Element zu a ist é
Dies gilt auch fur (Q*, - ) und (R, - ).

3) ({1}, - ) ist eine Gruppe mit 2 Elementen. Die Gruppentafel lautet

1 -1
1 1 —-1-
—1|-1 1

4) Hier betrachten wie fiir eine natiirliche Zahl n die Menge Z/nZ der Aquivalenzklassen
von Z beziiglich der Aquivalenzrelation ,Kongruenz modulo n“, aus Kapitel
Wir definieren eine innere Verkniipfung auf Z/nZ durch

la], + [b]n := [a + 0],
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Dabei sind a, b € Z Reprisentanten der entsprechenden Aquivalenzklassen. Wir nen-
nen [a+b], auch die Summe der Aquivalenzklassen [a],, und [b],,. Die Definition dieser
Summe ist unabhangig von der Wahl der Reprasentanten und damit wohldefiniert.
Denn sind @’ € [a],, und V' € [b],, andere Reprasentanten, so gilt

[a" 4+ V'], = [a + b],.

Die Menge Z/nZ wird mit dieser Summe von Aquivalenzklassen zu einer abelschen
Gruppe (Ubung).

5) Sei M eine Menge. Definiere
S(M)={f: M — M| f bijektiv},
die Menge der bijektiven Abbildungen von M nach M, und
o S(M) xS(M) = S(M), (f,9) = foy,

die Komposition von Abbildungen. Damit ist (S(M), o) eine Gruppe.
Neutrales Element ist die Identitatsabbildung, idy; : M — M, m — m.
Inverses Element zu f ist f~!, die Umkehrabbildung zu f.

Die Gruppen in Beispiel (1)-(4) sind abelsch (kommutativ), fir (5) stimmt dies im
Allgemeinen nicht. (Beweis in der Ubung.)

2.1.1 Ubungen

Aufgabe 2.1. Sei (G, 0) eine Gruppe mit neutralem Element e. Zeigen Sie:
(a) Fiir alle a,b € G gilt (aob)™ =b"toa™'.

(b) Sei H eine Teilmenge von G. Zeigen Sie, dass (H, o) genau dann eine Untergruppe
von (G, o) ist, wenn H nicht die leere Menge ist und wenn aob~! € H fiir alle a,b € H
gilt.

Nun sei G’ eine weitere Gruppe mit neutralem Element ¢ und es sei f : G — G’ ein
Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(c) Esgilt f(e) =¢.
(d) Firalle a € G gilt f(a™!) = f(a)™.
Aufgabe 2.2. Sei n € N fest. Fiir x, y € Z schreiben wir
r=y modn & nteiltxr—y.

(a) Zeigen Sie, dass = mod n eine Aquivalenzrelation ist.
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(b) Wir betrachten nun die sogenannt Restklasse einer Zahl k € Z, definiert durch
kln=k+nZ={k+nz:z€Z} CZ.

In einer solchen Restklasse liegen also alle Zahlen m, die bei Division durch n den
gleichen Rest wie k ergeben. Die Menge aller Restklassen schreibt man als Z/nZ.

Zeigen Sie Z/nZ = {[0],, [1]n,- .., [n — 1], }.
(c) Wir definieren Addition und Multiplikation von Restklassen mod n durch
la),, + [b],, == [a + b],,

[aln - bl == [a - c|n.

Zeigen Sie, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert sind, dass sie assoziativ und kom-
mutativ sind, und dass (Z/nZ, +) eine abelsche Gruppe ist. Zeigen Sie, dass (Z/nZ, -)
im Allgemeinen keine Gruppe ist.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie, dass Z/nZ genau dann ein Korper ist, wenn n eine Primzahl
ist.

Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Bézout: Sind a, b € Z teilerfremd, so gibt es x,y € Z
mit ax + by = 1.

2.2 Permutationen

Beispiel 2.5] (5) ist insbesondere interessant, wenn
M =M, ={1,...,n}
fiir ein n € N.

Definition 2.6. Mit
Sy = S(M,)

bezeichnen wir die Menge der bijektiven Selbstabbildungen (Permutationen) von M,,. Mit
der Komposition als Verkniipfung heifit diese Menge Symmetrische Gruppe n-ten Grades.

Notation. Eine Permutation o € S, stellt man héufig durch eine Wertetabelle, d.h. durch
ein Schema der Form

<a(11) 0(22) 0?3) N a?n))’
dar.

Beispiel 2.7. (133 ) € S3 ist die Permutation von {1,2,3}, welche 1 auf 3, 2 auf 2 und
3 auf 1 abbildet.
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Beispiel 2.8.

S1= {id{1}},

. 1 2
52:{1(1{1,2}7(2 1)}7
o _ i 123\ /1 23\ /1 23\ /1 23\ /(123
3= g 1 3)0 o 3 1)0°(1 3 2)°\3 2 1)\3 1 2)(

Bemerkung 2.9. Die Anzahl der Elemente von S, ist n!=n-(n—1)-...-2-1.
Beweis. Ubung. O

Definition 2.10. Eine Permutation 7 € S,, heiit Transposition, falls es i,j € {1,...,n}
mit ¢ # j gibt, so dass

und

fiur alle k #£ 1, 5.
Bemerkung 2.11. Es gibt (%) Transpositionen in S,,.

Lemma 2.12. Sein € N, n > 2. Jede Permutation o € S, ldsst sich als Produkt von
endlich vielen Transpositionen schreiben,

O=T10T20...0Ty,.

Beweis. Induktion nach n.

n=2:Esgilt S, = {id{m}, (3 %)} Die Identitdt entspricht einem leeren Produkt, die
Behauptung ist klar.

n > 2 : Die Behauptung sei fiir ein n bewiesen. Wir zeigen, dass sie dann auch fiir n + 1
gilt. Sei 0 € S,41.

1. Fall: o(n+1) =n+ 1.

Dann permutiert o die Ziffern 1,...,n und definiert damit ein Element ¢’ von S,, durch
o' = ol Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢’ ein Produkt von Transpositionen aus .S,,.
Dies liefert eine Darstellung von ¢ als Produkt von Transpositionen aus S, 1.

2. Fall: o(n+1) #n+1.

Sei 7 € S,41 die Transposition, die n + 1 und o(n + 1) vertauscht. Sei 6 = 700 € S,41.
Es gilt 6(n+1) = n+ 1. Wie im 1. Fall folgt, dass ¢ ein Produkt von Transpositionen ist.
Mit o = 7 o ¢ folgt die Behauptung. ]

Die Darstellung von ¢ als Produkt von Transpositionen ist nicht eindeutig.

Beispiel 2.13. Ist 7 € S, eine Transposition, so gilt 72 = id,,. Daraus folgt auch 72" =
idy, fiir alle n € N.
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Es gilt aber:
Satz 2.14. Sein > 2 und o € S,,. Set
O=T,0...0Ty (2.1)
eine Darstellung von o als Produkt von Transpositionen. Setze
sgn(o) = (=)™ € {£1}.
Dann ist sgn(o) unabhdngig von der Wahl der Darstellung in .
Folgerung 2.15. Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung sgn : S, — {£1}, so dass

i) sgn(o oo’) =sgn(o) - sgn(o’) fir alle 0,0’ € S,,.

it) sgn(t) = —1 fir alle Transpositionen T € S,,.
Beweis von Satz[2.1])

Idee. Finde eine Formel fiir sgn(c), die nicht von der Darstellung in (2.1)) abhéngt.
Definiere dazu

A:Z"—=Z, Ay,...,z,)= [ (z:i—x;).

Ist 7 eine Transposition, so gilt
Az, xn) = =A(Trq), -, Te(n))-
Fiir ein Produkt von Transpositionen o = 7y o ... o 7, folgt
A(Zoys - Tom)) = (1) A2y, ..., 2p).
Es gilt daher

A(Z‘U(l), e ,l’g(n))
Az, ..., 2,)

sgn(o) = (=)™ = : (2.2)

wobei die rechte Seite unabhéngig von der Darstellung von ¢ als Produkt von Transposi-
tionen ist. N

Bemerkung 2.16. Die Formel (2.2)) fir sgn(o) gilt fiir alle n-Tupel x = (x4, ..., x,) mit
paarweise verschiedenen Komponenten 1, ..., z,. Insbesondere kénnen wir x = (1,...,n)
setzen und erhalten die niitzliche Formel
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Definition 2.17. Eine Permutation o heifit gerade, falls sgn(o) = +1 und ungerade, falls
sgn(o) = —1.

Beispiel 2.18. Es gilt

wof(e 5 )=

— N =N
w w
~ ~—0

. . 1 2 3).
die Permutation (2 3 1) ist gerade.
2.3 Gruppenhomomorphismen

Gruppenhomomorphismen sind Abbildungen zwischen zwei Gruppen, die mit der Grup-
penstruktur vertréglich sind. Analog werden spater Kérperhomomorphismen und Vektor-
raumhomomorphismen betrachtet.

Definition 2.19. Seien (G, o) und (H,op) Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus ist
eine Abbildung f : G — H, so dass

flgoc d) = f(g)on f(d)
fur alle g,¢' € G.
Beispiel 2.20.
e exp: (R, +) = (R, - ), &+ €.
o sgn: S, — {1}, o sgn(o).
e Sei M = {g,u} eine zweielementige Menge. Definiere darauf eine Addition & durch
©lg u

g9 u-
ulu g

Damit ist (M, @) eine Gruppe und die Abbildung
T (Z,+) = (M, @),

g, falls a gerade ist,
a +—
u, falls @ ungerade ist,

ein Gruppenhomomorphismus.
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e Fir n € N ist die Abbildung
(Z,+) = (Z/nZ,+),
a v [a],
ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 2.21. Ein Gruppenhomomorphismus bildet das neutrale Element von G auf
das neutrale Element von H ab.

Beweis. Sei eg das neutrale Element von G und ey das neutrale Element von H. Es gilt
fleq) = flegogec) = f(ec) on f(eq). Multiplizieren wir diese Gleichung mit (f(eq)) ™,
so folgt ey = f(eq). O

Definition 2.22. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver
Gruppenhomomorphismus.

Beispiel 2.23.
e Die Exponentialfunktion exp : (R, +) — (R~q, - ) ist ein Gruppenisomorphismus.

e Sei (M, ®) die Gruppe aus Beispiel [2.20] Die Abbildung
M — 7./27,
g+ [0,
u— [1]a,
ist ein Gruppenisomorphismus.
Isomorphe Gruppen sind von ihrer Struktur als gleich anzusehen.

Definition 2.24. Eine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit Untergruppe, falls sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

i) e H,
ii) a,be H = ab€ H,
iii) ae H = a '€ H.

Bemerkung 2.25. Eine Teilmenge H einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe,
wenn () # H und
a,be H = ab™' € H.

Beweis. Ubung. O
Bemerkung 2.26. Es gilt:
e H ist eine Gruppe.

e Die natiirliche Inklusion ¢ : H — G ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beispiel 2.27.

* (Z,+) C (R,+).

e Die Menge der geraden Zahlen, (2Z,+) C (Z, +).
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2.3.1 Ubungen

Aufgabe 2.4. Entscheiden Sie jeweils, ob es sich bei den folgenden Abbildungen um Grup-
penhomomorphismen handelt.

(a) (R,+) — (R*,"), z — €*.
) (R*,) = (R, +), &+ 2.
) (R, 4) = (R, +), z = 22,

(d) ({£1},) = ({£1},), @ = 2
) (R?%,+) = (R, +), (z,y) — 17z — 3y.
) ( (Z/nZ,+), x — x + nZ fir n € N.
) (

(h) (C*,) = (C*,), z > iz.

Aufgabe 2.5. Sei (G, o) eine abelsche Gruppe und (H, o) eine Untergruppe. Wir definieren
eine Relation auf G mittels

r=y mod H & a'oyeH.
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die Relation = mod H definiert eine Aquivalenzrelation auf G.

(b) Die Aquivalenzklassen haben die Form z o H = {zoh : h € H} mit z € G. Man
schreibt G/H fiir die Menge aller Aquivalenzklassen.

(c) Die Vorschrift (x o H) o (y o H) := (x oy) o H liefert eine wohldefinierte innere
Verkntipfung auf G/H mit der (G/H, o) zu einer abelschen Gruppe wird.

(d) Die Abbildung
G—G/H, x+—zxoH
definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus.
Aufgabe 2.6. Fiirn € Nsei K,[z] = {Z;‘:O a;xd :ag, ... a, € K} der K-Vektorraum der
Polynome vom Grad < n mit Koeffizienten in K. Wir betrachten die Abbildung

n

D: Kylz] = Kpalz), Y aja? = > jaja’ ™
=0

=0
Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung D : (K,[X],+) — (K,_1]X],+) ist ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus.

(b) Es gilt die Produktregel D(p-q) = (Dp) - ¢ +p - (Dq) fiir p,q € K, [z].
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2.4 Korper

Definition 2.28. Ein Kdrper ist ein Tripel (K, +, - ) bestehend aus einer Menge K und
zwei inneren Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation), so dass gilt:

K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Ihr neutrales Element wird mit 0 bezeichnet.

K2) (K*, - ) ist eine abelsche Gruppe, wobei K* = K\{0}. Ihr neutrales Element wird
mit 1 bezeichnet. Insbesondere ist fiir a,b € K* auch a-b € K*.

K3) Es gelten die Distributivgesetze: a-(b+c¢) = (a-b)+(a-c) und (b+c)-a = (b-a)+(c-a)
fir alle a,b,c € K.

Notation.
e Fir a - b schreibt man héaufig ab.

e Man vereinbart iiblicherweise, dass die Multiplikation stéarker bindet als die Addition.
Damit ist (a-b) 4 (a - c¢) = ab+ ac.

Bemerkung 2.29. Sei (K, +, - ) ein Korper. Es gilt:

i) 0-a=a-0=0 fur alle a € K.

ii) Sind a,b € K und a-b =0, so folgt a = 0 oder b = 0.

iii) Fir alle a,b € K gilt a- (=b) = (—a) -b= —(a-b).

iv) Fir alle a,b € K gilt (—a) - (=b) = a - b.
Beweis. Ubung. O
Beispiel 2.30.

1) (Q,+, - ), der Korper der rationalen Zahlen.

2) (R,+, - ), der Kérper der reellen Zahlen.

3) Sei M = {g,u} eine zweielementige Menge. Definiere

Dlg u ©lg u
glg w —wd  glg g
ulu g ulg u

Dann ist (M, ®, ®) ein Korper.
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4) Fiir ein n € N definieren wir eine Multiplikation auf Z/nZ durch [a], - [b], = [a - b],.
Es gilt dann

(Z/nZ,+, - ) ist ein Korper < n ist eine Primzahl.
Fiir eine Primzahl p wird der Kérper Z/pZ mit F, bezeichnet. (Beweis: Ubung.)
5) (R x R,+, - ) ist ein Korper, wobei
(a,0) + (d',0) = (a+d, b+ )

und

(a,b) - (a',b') = (ad" — b, al’ + a'b).

Das neutrale Element der Addition ist (0,0), das Inverse von (a,b) ist (—a, —b).
Das neutrale Element der Multiplikation ist (1,0), das Inverse von (a,b) # (0,0)
ist (ﬁ, ﬁ) Dieser Korper heifit Korper der komplexen Zahlen, er wird mit C

bezeichnet.
Die Abbildung R — C, r + (r,0) ist injektiv. Es gilt

(r,0) 4+ (r',0) = (r +1',0)

und
(r,0) - (r',0) = (r1',0).

Daher konnen wir R mit dem Teilkorper R x {0} = {(a,b) € C| b = 0} von C
identifizieren und R als Teilmenge von C auffassen.

Notation.

i :=(0,1) € C heiit imaginére Einheit.

Es gilt 2 = —1.

Jedes z = (a,b) € C hat eine eindeutige Darstellung (a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi.
e R(z) := a heiit Realteil von z.

X(z) := b heifit Imagindrteil von z.

e z =a—bi=(a,—b) heiit zu z komplex konjugierte Zahl.

|z] = V2 -z = Va? + b? heiit Betrag von 2.

Bemerkung 2.31. Fiir 0 # 2z € C gilt 27! = %
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Zur geometrischen Veranschaulichung kann man die komplexen Zahlen in der Gaufschen
Zahlebene darstellen.

e Addition in C: Vektoraddition in R2.

e Multiplikation in C: Betrdage werden multipliziert,
Argumente (Winkel) werden addiert.

2.5 Vektorraume

Erinnerung: Fiir R” gibt es die Verkniipfungen

+:R" x R® — R™ Vektoraddition,
- R xR" — R® Multiplikation mit einem Skalar.

Wir haben in Kapitel (1] lineare Teilrdume W C R™ betrachtet. Wir wollen dies verallge-
meinern.

Definition 2.32. Sei K ein Korper. Ein Vektorraum tber K (auch K-Vektorraum) ist ein
Tripel (V,+, - ) bestehend aus einer Menge V' und zwei Verkniipfungen

+:VxV =V, (a,b)—a+d,
K xV =V, (Aa)— X a,

so dass gilt:
V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
V2) Fur die Multiplikation mit Skalaren gilt:

2) (\tp)a =X-atp-a
b) A-(a+b) = Aa-+ b,

) (e =X-(p-a),
d) l-a =a,

fir alle A\, u € K und a,b € V.

C

Das neutrale Element von (V, +) heifit Nullvektor, man bezeichnet es mit 0 oder Oy .
Beispiel 2.33.
1) Die Menge der n-Tupel von Zahlen aus K,
K" ={(z1,...,2,)| x1,...,2, € K},

ist ein K-Vektorraum.
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2) C ist ein R-Vektorraum.

3) Sei X eine Menge und K ein Korper. Sei
Abb(X, K) = Menge aller Abbildungen f: X — K.

(Man schreibt auch K fiir Abb(X, K).) Dann ist Abb(X, K) ein K-Vektorraum mit
Addition gegeben durch

frg: X =K, (f+9)(x)=[f(z)+g(2)
und Skalarmultiplikation gegeben durch
AfrX =K (A @)= Af(z)
fir A € K und f,g € Abb(X, K). Das neutrale Element ist die Nullabbildung

0: X —K, z~0.

4) Lineare Teilrdume des R™ sind R-Vektorraume.
5) Beispiele aus der Analysis:

e Abb(R,R), der Vektorraum der Funktionen f: R — R.
e Der Vektorraum der stetigen Funktionen f : R — R.

e Der Vektorraum der differenzierbaren Funktionen f : R — R.

Definition 2.34. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V heifit linearer Teilraum
oder Untervektorraum, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

e 0e W,

eabeW=a+becW,

e e KiaeW=X-acW.
Solch ein W ist ein K-Vektorraum.

Bemerkung 2.35. Sei V' ein K-Vektorraum und aq,...,a, € V. Dann ist das lineare
Erzeugnis

Lin(ay,...,a,) = Ka; + ...+ Ka,

=1

ein Untervektorraum von V.
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Definition 2.36. Ein K-Vektorraum heifit endlich erzeugt, falls es aq,...,a,, € V gibt,
so dass
V = Lin(a,...,an).

Dann heifit ay, ..., a, FErzeugendensystem von V.
Beispiel 2.37.
e K" ist endlich erzeugt.
e Der Vektorraum der stetigen Funktionen von R nach R ist nicht endlich erzeugt.

Definition 2.38. Ein m-Tupel von Vektoren aq,...,a,, eines K-Vektorraums V heifit
linear abhdngig, falls es A\, ..., \,, € K gibt, so dass

Mseeos ) £ (0,...,0)

und
A1a1+...+)\mam:0.

Andernfalls heifit das m-Tupel linear unabhdngig.

Lemma 2.39. Sei V ein K-Vektorraum. Seien vy,...,v, € V und wy,...,ws € V. Es
gelte

i) r<s,
i) w; € Lin(vy,...,v,.) fir allei=1,...s.
Dann sind wy, ..., ws € V linear abhdngig.
Beweis. Wie in Kapitel Lemma [I.31] ]

Korollar 2.40. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann existiert ein d € N, so
dass je d+ 1 Vektoren in V linear abhdingig sind.

Definition 2.41. Eine Basis eines K-Vektorraums ist ein maximales System linear unab-
hangiger Vektoren.

Bemerkung 2.42. Eine Basis eines Vektorraums ist ein Erzeugendensystem.

Satz 2.43 (Basiserganzungssatz). Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Jedes Sys-
tem linear unabhdangiger Vektoren kann zu einer Basis erginzt werden. Insbesondere besitzt
V' eine Basis.

Beweis. Seien vy, ...,v, € V linear unabhéngig. Falls Lin(vy, ..., v,) =V, sind wir fertig.
Falls nicht, so existiert ein v,.; € V\Lin(vy,...,v,). Es folgt, dass vy,...,v,.41 linear
unabhéngig sind. Dieses Verfahren setzt man fort, wegen Korollar bricht es mit einer
Basis vy, ..., vy ab, wobei r < d' < d. ]
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Satz 2.44. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Je zwei Basen von V' sind gleich lang.
Beweis. Dies folgt aus Lemma [2.39 und Bemerkung [2.42] O]
Definition 2.45. Die Dimension eines Vektorraumes ist die Lange einer Basis.
Satz 2.46. Seien ay,...,a,, € V. Es sind dquivalent:

i) ay,...,ay ist ein mazimales System linear unabhdingiger Vektoren in V' (Basis).

i) ai,...,a, ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

i1) Die Vektoren ay,...,a, sind linear unabhdngig und bilden ein Erzeugendensystem
von V.

Beweis. Wie in Kapitel Satz [I.41] O

Bemerkung 2.47. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Aus jedem Erzeugendensys-
tem von V kann eine Basis ausgewéahlt werden.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 2.48. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und W C V' ein Untervektor-
raum. Es gilt:

i) W ist endlich erzeugt.
ii) Es gilt dim(WW) < dim(V).
iii) Falls dim(W) = dim(V), so ist W = V.

Beweis. i) Angenommen W ist nicht endlich erzeugt. Dann gibt es zu jedem d € N Vektoren

a,...,aq € W die linear unabhéngig sind. Da diese Vektoren auch Elemente von V' sind,
widerspricht dies Korollar [2.40]
ii) und iii) folgen aus dem Basisergianzungssatz (Satz [2.43]). O

Anhang: beliebige Vektorraume

Bemerkung 2.49. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum (nicht notwendigerweise endlich
erzeugt) und M eine Teilmenge von V. Sei Lin(M) die Menge aller endlichen Linearkom-

binationen :
Z )\iai
i=1
mit r € N, \; € K und a; € M. Wir nennen Lin(M) das lineare Erzeugnis von M. Es gilt:

e Lin(M) ist ein Untervektorraum von V.

e M heifit Erzeugendensystem von V, falls Lin(M) = V.
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e M heifit linear unabhéngig, falls fiir jede endliche Summe s = 7 ; A\;a; mit r € N,
Ai € K und a; € M gilt:

s=0 = N=0furallei=1,... r

e Man nennt M eine Basis von V, falls M linear unabhéngig und ein Erzeugendensys-
tem ist.

Man kann mit Hilfe des Lemmas von Zorn zeigen, dass jeder K-Vektorraum V eine Basis
besitzt. Eine Basis von V' besteht aus endlich vielen Elementen, genau dann wenn V' endlich
erzeugt ist.

2.5.1 Ubungen

Aufgabe 2.7. 1. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist: Wenn
Uy und Uy Untervektorrdume eines Vektorraums V' sind, ist auch U; U (U; N Uz) ein
Untervektorraum.

2. Entscheiden Sie, ob die folgende Aussage wahr oder falsch ist: Zwei Untervektorraume
desselben Vektorraums konnen disjunkt sein.

3. Im Vektorraum R? gelte fiir paarweise verschiedene Vektoren a, b, ¢, d, dass Lin(a, b) =
Lin(c, d). Welche der folgenden Behauptungen sind unter dieser Voraussetzung rich-
tig?

(a) Das Tupel (a, b, c,d) muss linear abhéngig sein.
(b) a und b miissen linear unabhéngig sein.
(¢) a muss weder von ¢ noch von d linear abhéngig sein.

(d) Es gilt stets Lin(a, ¢) = Lin(b, d).
4. Welche der folgenden Behauptungen ist stets in jedem Vektorraum richtig?
(a) Lin(vy,vy) = Lin(vg, v1).
(b) Lin(vy,ve,v1 + v9) = Lin(vy, vs).
(c) Lin(vy,ve,v1 + vg) = Lin(vy + vg).

Aufgabe 2.8. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Zeigen Sie, dass jedes endliche
Erzeugendensystem {vy,...,v,} von V eine Teilmenge besitzt, die eine Basis von V ist.

Aufgabe 2.9. Sei V' ein Vektorraum und seien W1, ..., W, C V Untervektorrdume. Wir
schreiben V.= W1 @& ... @ Wy, falls V. = Wy + ... + W und W; N 3, W; = {0} fiir
i€ {l,...,k}. In diesem Fall nennen wir V' die direkte Summe der Unterrdume W;. Zeigen
Sie, dass folgende Bedingungen édquivalent sind:

LV=wWae...aW
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2. Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als
V=W + ...+ Wk
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3 Lineare Abbildungen

Von nun an bezeichnen wir mit K" := K™ den K-Vektorraum der Spaltenvektoren der
Lange n.

3.1 Der Begriff der linearen Abbildung

Beispiel 3.1. Sei K ein Koérper und A € K™*". Ist x € K", so ist y = Ax ein Spaltenvektor
in K. Wir erhalten eine Abbildung

fa: K" — K™,
T — Ax.
Furi=1,...,m ist die i-te Komponente von y = Az durch

Yi = Z Aijj
j=1
gegeben. Da Matrixmultiplikation dem Distributivgesetz gentigt, gilt

falw+y) = Az +y) = Av + Ay = fa(r) + faly)

und
fa(Azr) = A(Ax) = MAz) = Afa(z)

fir alle z,y € K" und A € K.
Die Abbildung f, ist ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung. Allgemeiner:
Definition 3.2. Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:V-=w
heifit linear, falls
i) flz+y)=flz)+ fy) fir alle z,y € V,
ii) f(Ax) = Af(z) fur alle A € K und z € V.
Bemerkung 3.3.

e Lineare Abbildungen heiflen auch Vektorraumhomomorphismen.

e Durch Induktion nach n folgt aus i) und ii), dass

fur alle \; € K und z; € V.
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o Es gilt f(0y) = Oy
Beispiel 3.4.
1. Fir ein A € K™ ™ ist die Abbildung f4 : K™ — K™ linear.
2. Ist U C V ein Untervektorraum, so ist die Inklusion
i: U=V, i(u)=u,
linear.

3. Sei V ein K-Vektorraum und aq,...,a, € V. Die Abbildung
p K" =V, pr) =) 2 q
i=1

ist linear.
4. Eine lineare Abbildung f : R — R hat die Form = — az, wobei a = f(1).

Bemerkung 3.5. Sei ¢ die Abbildung aus Beispiel [3.4] (3). Es gilt

i) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn ay,...,a, ein Erzeugendensystem von V' ist.
ii) ¢ ist genau dann injektiv, wenn die Vektoren ay, ..., a, linear unabhéngig sind.
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 3.6. Sind V., W und X drei K-Vektorrdume und
f VoW g WX
lineare Abbildungen, so ist g o f linear.
Beweis. Ubung. [

Bemerkung 3.7. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und by, ..., b, eine Basis von
V. Dann lésst sich jedes v € V' in eindeutiger Weise als

=1

mit \; = A\;(v) € K darstellen.
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Beweis. Dass es eine Darstellung gibt, folgt aus der Tatsache, dass eine Basis ein Erzeu-

gendensystem ist. Sei
n

U= Z:uibi;

i=1
mit u; € K, ein zweite Darstellung. Es folgt

n

0= Z()\z — 4i)b;.

i=1

Da die Basisvektoren by, ..., b, linear unabhangig sind gilt
Ai = L

fir alle ¢ = 1,...,n. Damit ist die Darstellung eindeutig.

Daraus folgern wir:

Satz 3.8. Seien V und W K-Vektorrdume. Sei by, ..., b, eine Basis von V und wy, ...

beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V-=w

mit
f(bi) = W;

fur allei=1,...,n.

Beweis. Wir definieren f durch lineare Fortsetzung der Bedingung f(b;) = w; fir i =

n
1,...,n. Ist v= > X\ -b; €V, so setzen wir
i=1

n
i=1

Wegen Bemerkung [3.7] ist die Abbildung f wohldefiniert. Wie man leicht nachpriift, ist f
linear. Aufgrund von f(b;) = w; fir alle ¢ = 1,...,n und der Linearitit ist f eindeutig

bestimmt.

]
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3.2 Kern und Bild

Definition 3.9. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann definiert man das Bild von
f als

Bild(f) = f(V) = {f(z)| =z €V},

und den Kern von f durch

Kern(f) ={x € V| f(z) =0}.

Bemerkung 3.10. Fir eine lineare Abbildung f : V' — W ist Bild(f) ein Unterraum von
W und Kern(f) ein Unterraum von V.

Beweis. Bild(f) ist ein Unterraum:
Es gilt 0 = £(0) € Bild(f).
Seien y; = f(z1) und yo = f(x2) in Bild(f), wobei 1,25 € V. Dann ist

[ linear

Y1+ Y2 = f(iEl) -+ f(l’g) = f(l’l + .’IQ) € Blld(f)
Sei A € K und y = f(z) € Bild(f). Dann ist

f linear

Ay = M (z) T E f(x) € Bild(f).

Wir haben gezeigt, dass Bild(f) die 0 enthélt und abgeschlossen unter Addition und Ska-
larmultiplikation ist. Damit ist Bild(f) ein Untervektorraum. Die Behauptung fiir Kern( f)
wird in der Ubung gezeigt. [

Bemerkung 3.11. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Es gilt:
f ist injektiv. & Kern(f) = {0}.

Beweis. ,=: Klar.
»<=“ Sei Kern(f) = {0}. Seien z1,29 € V mit f(x;) = f(x2). Wir miissen zeigen, dass
r1 = x9 gilt. Es gilt

0= f(z1) — flaa) =™ fla1 — ).
Daraus folgt
x1 — xo € Kern(f) = {0},
Es gilt daher
Tl — X9 = 0,
was gleichbedeutend mit

Tr1 = T9

ist. ]
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Satz 3.12 (Dimensionsformel). Seien V' und W endlichdimensionale K -Vektorriume und
f:V = W eine lineare Abbildung. Es gilt

dim(V) = dim(Kern(f)) 4+ dim(Bild(f)).

Beweis. Sei m = dim(Kern(f)) und ey, ..., e, eine Basis von Kern(f). Wir ergénzen diese
zu einer Basis eq, ..., €m, €mi1,- .-, e, von V., wobei n = dim(V') > m.
Es gilt

Lin(f(e1),..., f(en)) = Bild(f).
Wegen f(e1) = ... = f(e,) = 0 gilt sogar

Lin(f(ems1), ., f(en)) = Bild(f).

Behauptung: Die Vektoren f(e;,11),-.., f(e,) sind linear unabhéngig.
Sei dazu
)\m+1f(€m+1) +...+ )\nf(en) = 07

wobei Ajpi1,..., A, € K. Da f linear ist, folgt

f()\m+]_em+1 + e —|‘ )\nen) = O

Dies bedeutet, dass
V= Ami1€me1 + - - - + Apen € Kern(f).

Da ey, ..., e, eine Basis von Kern(f) ist, gibt es A1,..., A, € K mit
—v=Me€;+ ...+ Anem.

Es folgt
)\161+...+)\n6n:0.

Da die Vektoren ey, ..., e, linear unabhangig sind, gilt

AM=...=7,=0.

Die Vektoren f(en41),.-., f(e,) sind daher linear unabhéngig. Da sie Bild(f) erzeugen,
bilden sie eine Basis von Bild(f). Es gilt daher

dim(Bild(f)) = n —m,

dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = m + (n —m) = n = dim(V)
folgt. O]

Korollar 3.13. Seien V und W K -Vektorriume der gleichen Dimensionn. Sei f : V. — W
eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
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i) f ist injektiv.
it) f ist surjektiv.
i) f ist bijektiv.

Beweis. Es geniigt die Aquivalenz von i) und ii) zu zeigen. Da V und W die gleiche Di-
mension haben gilt nach Satz [3.12] dass

dim(W) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).
Es ist nun

f ist injektiv < dim(Kern(f)) =0
< dim(Bild(f)) = dim (W)
& f ist surjektiv.

O

Man vergleiche dies mit der analogen Aussage fiir beliebige Abbildungen f : M — M’
zwischen endlichen Mengen mit #M = #M' = n.

3.2.1 Ubungen

Aufgabe 3.1. Welche der folgenden Abbildungen von R? nach R bzw. R? sind lineare
Abbildungen? Begriinden Sie kurz Thre Antworten.

¢1(z1, T2) = 21 + 22
¢2(ZU1, Ty) = T1 - Ty
¢3($1,$2) = —Z2
G4(1,0) = (21 — 2, 329)
P5(x1,02) = (221 + 72, 29 — 71)
o6(x1, T2) = (221 — 374, 0)
Aufgabe 3.2. Es sei A = (Z Z) € K?*2 eine fest gewihlte Matrix. Wir betrachten die

Abbildung
o: K¥? - K*?  ¢(B) = AB.

1. Zeigen Sie, dass ¢ linear ist.
2. Bestimmen Sie Kern(p) = {B € K?*? : AB = 0} in Abhéngigkeit von a, b, ¢, d.

3. Zeigen Sie, dass ¢ genau dann bijektiv ist, wenn ad — bc # 0.
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Aufgabe 3.3. Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Bestimmen Sie jeweils die
Anzahl der Elemente in den folgenden Mengen:

1. K3 fiir ¢ = 5.
2. Die Menge der K-linearen Abbildungen von K? nach K fiir ¢ = 17.

3. Die Menge der 1-dimensionalen Untervektorrdume von K* fiir ¢ = 3.

3.3 Isomorphismen

Definition 3.14. Eine lineare Abbildung f : V. — W heilit Isomorphismus, falls sie
bijektiv ist.

Bemerkung 3.15. Fiir einen Isomorphismus f : V' — W ist auch die Umkehrabbildung
f~1: W — V linear und damit ein Isomorphismus.

Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 3.16. Sei f : V — W ein Isomorphismus und vy, ..., v, € V. Es gilt:

i) v1,...,v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn f(vy),. .., f(v,) linear unabhan-
gig sind.
ii) vy,...,v, erzeugen V genau dann, wenn W von f(v1),..., f(v,) erzeugt wird.
iii) vy, ..., v, sind genau dann eine Basis von V', wenn f(v;),..., f(v,) eine Basis von W
sind.
Beweis. Ubung. [

Bemerkung 3.17. Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, falls es einen Iso-
morphismus f : V — W gibt. Schreibe V ~ W. Durch ,,~“ wird eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der K-Vektorraume definiert.

Satz 3.18. Sei V' ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,) ein n-Tupel von Vektoren in V.
Die Abbildung

op: K" —V, mHJB(x):in-bi,

i=1
ist linear. Sie ist
i) injektiv genau dann, wenn by, ..., by, linear unabhdingig sind.
i) surjektiv genau dann, by, ..., b, ein Erzeugendensystem bilden.
iii) bijektiv genau dann, by, ..., b, eine Basis von V bilden.

Beweis. Klar. H
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Bemerkung 3.19. Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V, so kénnen wir in Satz [3.18] (iii)
zu v € V das Urbild 05" (v) € K™ betrachten. Man nennt es den Koordinatenvektor von v
beziiglich der Basis B.

Bemerkung 3.20. Satz (iii) besagt, dass es das Gleiche ist, eine Basis eines n-
dimensionalen Vektorraums V' anzugeben, wie einen Isomorphismus K™ — V anzugeben.

Satz 3.21. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension m < co. Es ist
VK" & n=m.

Beweis. ,<*: Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V und op : K" — V wie in Satz

Es folgt mit Satz[3.18] dass op ein Isomorphismus ist.

»,= Sei dim(V) = m und g : K" — V ein Isomorphismus. Es gilt dann dim(Bild(g)) =

dim(V) = m und dim(Kern(g)) = dim({0}) = 0. Aus der Dimensionsformel folgt m = n.
[

Folgerung 3.22. Die Dimension legt einen endlichdimensionalen K-Vektorraum bis auf
Isomorphie fest.

3.4 Lineare Abbildungen und Matrizen
Seien V. W K-Vektorraume und f : V' — W eine lineare Abbildung.

Ziel. Beschreibe f durch eine Matrix.

Dazu miissen wir Basen

B=(b,...,b,) vonV,
C=(c1,...,cm) von W

wahlen. Fir j = 1,...,n schreibe
fb) =) aiei
i=1
mit a,; € K. Dies ist nach Bemerkung in eindeutiger Weise moglich. Dann ist
A = (a;) € K™

eine m x n-Matrix. Die Abbildung f ist durch A eindeutig bestimmt.

Definition 3.23. Die Matrix A heiit Koordinatenmatriz (auch darstellende Matriz) der
linearen Abbildung f beziiglich der Basen B und C. Schreibe

A= MG(f).
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Wichtig. Die Matrix A hingt von der Wahl der Basen B und C' ab (Wahl der Koordina-
tensysteme).

Bemerkung 3.24.
e Hom(V, W) = { K-lineare Abbildungen von V nach W} ist ein K-Vektorraum.
o K™*™ ist ein K-Vektorraum der Dimension mn.
Bemerkung 3.25. Die Abbildung
Hom(V,W) — K™",  fs A= ME(f)
ist bijektiv (und K-linear, also ein K-Vektorraumisomorphismus).

Beweis. Die Abbildung f ist durch Angabe von f(b;) (also der a;; mit ¢ = 1,...,m) fir
j = 1,...,n eindeutig bestimmt. Daraus folgt, dass die Abbildung f — ME(f) injektiv
ist.

Zu beliebig vorgegebenen Vektoren w; = ajjc; + ... + ayjc, € W existiert nach Satz
eine lineare Abbildung mit f(b;) = w;. Es folgt, dass die Abbildung f — ME(f) surjektiv
ist. O]

Beispiel 3.26. Sei V = K" W = K™ und A € K™*". Sei
fa: K" = K™ xw fa(z) = Az,
die A zugeordnete lineare Abbildung. Sei

B = (ey,...,e,) die Standardbasis von K",
C =(e},...,e ) die Standardbasis von K™.

Was ist ME(fa)?
Was ist fa(e;) fiir j =1,...,n? Es gilt

0
a1 e A1p 0
falej) = Aej = | : 1|+ j-te Stelle
Am1  --- Amp 0
0
Q1
=| | =ayel +. . A amjen,
Amyj

woraus

ME(fa) = A
folgt.
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Bemerkung 3.27. Die f4 beziiglich der Standardbasen zugeordnete Koordinatenmatrix
(darstellende Matrix) ist A selbst.

Dies lasst sich leicht verallgemeinern:

Bemerkung 3.28. Seien V und W K-Vektorraume und f : V — W eine lineare Abbil-
dung. Seien B = (by,...,b,) und C' = (¢4, ..., ¢,) Basen von V, beziehungsweise W. Sei
op der Isomorphismus

K" =V, $l—>03($)22$i'bi

und o¢ der Isomorphismus
K™ =W, yreocly) =y ¢
i=1

wie in Satz |3.18 Sei A = MZ(f). Dann kommutiert das folgende Diagramm:

f
V W
opB |0'C
K" K™
A

Das heifit foog =0c o fa.

Korollar 3.29. In der j-ten Spalte von A steht der Koordinatenvektor og'(f(b;)) des
Bildes des j-ten Basisvektors b;.

Wir zeigen nun, dass die Verkettung linearer Abbildungen dem Produkt von Matrizen
entspricht.

Satz 3.30. Seien V,W und X K -Vektorrdume mit Basen B = (by,...,b,), C = (c1,...,Cm)
und D = (dy,...,d;). Seien f:V — W und g : W — X lineare Abbildungen. Seien A, A’
und A" die Koordinatenmatrizen von f,q und g o [ beziglich der gewdhlten Basen. Dann
qgilt

A" = AA.
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Beweis. Wir wissen, dass das folgende Diagramm kommutiert:

gof

Hieraus folgt die Behauptung.

Alternativer Beweis:
Wir zeigen, dass die Spalten von A” und A’A tibereinstimmen. Sei A = (a;;), A" = (a},)
und A” = (a;). Die j-te Spalte von A” ist durch
!
(9o )(b;) =>_ ajjd;

=1

gegeben. Andererseits gilt
(g0 f)(b;) = g(f(b;))
=g (Z ij0k>
k=1

m

= ]; aka(Qc)

m l
=Dy ) ayd;
k=1 =1
l m
= Z (Z a;ka;@) dZ
i=1 \k=1
Durch Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. O

Definition 3.31. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von f ist definiert als
Rang(f) = dim(Bild(f)).

Bemerkung 3.32. Seien B und C' Basen von V und W. Sei A die zugehorige Koordina-

tenmatrix von f. Es gilt
Rang(f) = Rang(A).
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Beweis. Wegen Bemerkung gilt
Rang(f) = Rang(fa)
=dim{Ax| z € K"}
= Dimension des von den Spalten von A aufgespannten Teilraums von K"
= Rang(A).
]

Beispiel 3.33 (Drehungen im R?). Sei B = (e1,e3) = ((§),(9)). Sei f: R? — R? die
Drehung um () mit Winkel a.
Es gilt

und

3.4.1 Ubungen
Aufgabe 3.4. Es seien A und B reelle n x n-Matrizen. Zeigen Sie, dass
Rang(AB) < Rang(B)

gilt.
Hinweis: Betrachten Sie die zugehorigen linearen Abbildungen fa(z) = Az, fg(z) = Bz
und fap(z) = ABx.

Aufgabe 3.5.
1. Wir betrachten die lineare Abbildung

QY : R? - R?, <x1> > ($2> )
i) T
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Bestimmen Sie eine Basis B von R? und eine Basis C' von R? so dass die Darstel-
lungsmatrix ME(p) die Einheitsmatrix ist.

2. Sei 1 die orthogonale Spiegelung in R? entlang einer Ursprungsgeraden. Bestimmen
Sie die Darstellungsmatrix von 1) bzgl. einer ‘geeigneten’ Basis.

Aufgabe 3.6. Es sei ¢ : R? — R? ein Endomorphismus mit ¢* = 0 und ©? # 0. Zeigen
Sie, dass es eine Basis B von R? gibt, so dass die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. B die
Form

0
0
0

0

1
Mi(p) =10 0 1
0 0
hat. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

1. Zeigen Sie, dass es einen Vektor v € R? gibt, so dass v, p(v) und ©?(v) ungleich Null
sind.

2. Zeigen Sie, dass fir dieses v die Vektoren v, ¢(v), ¢*(v) linear unabhéngig sind und
eine Basis von R? bilden.

3. Stellen Sie die Abbildung ¢ beziiglich einer Basis B dar, welche durch Vertauschen
der drei Vektoren entsteht.

3.5 Isomorphismen von Vektorrdumen und Basiswechsel

Definition 3.34. Eine m x n Matrix A € K™*™ heifit invertierbar, falls m = n und falls
es ein A" € K™*" gibt, so dass
AA=1,.

Notation. Schreibe A~ fiir die inverse Matrix A’.
Bemerkung 3.35. Die Menge
GL,(K)={A € K™ | A ist invertierbar}

bildet mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe. Sie heifit lineare Gruppe (n-ten Grades)
iber K.

Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 3.36. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n, W ein K-Vektorraum der
Dimension m und f : V' — W eine lineare Abbildung. Sei A die Koordinatenmatrix von f
beziiglich zweier Basen B und C von V' beziehungsweise W. Es sind dquivalent:

i) f ist ein Isomorphismus,

ii) Esist m = n und Rang(f) = n,
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iii) A ist invertierbar.
In diesem Fall ist die Koordinatenmatrix von f~! beziiglich C und B gleich A~!.

Beweis. (i) < (ii): Satz und Satz [3.21]

(i) = (iii): Sei f ein Isomorphismus und A’ die Koordinatenmatrix von f~! beziiglich C
und B. Es gilt

fltof=id.

Mit Satz [3.30] folgt
Ly = M5(id) = ME(f " o f) = MG(f71) - ME(f),

das heifit

L, =A""A.
A ist somit invertierbar und A=t = MG(f71).
(iii) = (i): Sei A invertierbar, A~'- A = 1,,. Sei

far: K" = K"

far(z)=A"" 2
die zur inversen Matrix gehorende lineare Abbildung. Es ist offenbar f4 ein Isomorphismus
mit (f4)~! = f4-1. Mit Bemerkung folgt, dass f ein Isomorphismus ist. O

Definition 3.37. Sei V' ein K-Vektorraum und B = (by,...,b,) und B’ = (V},...,b))
zwel Basen von V. Schreibe

fir j = 1,...,n. Die Matrix S = (s;;) € K™ heiit Basiswechselmatriz von B nach B’
Bemerkung 3.38.

i) Es gilt S = M5, (idy).

ii) Sei f:V — V die lineare Abbildung mit f(b}) = b;. Dann gilt S = MZE(f).

iii) S ist invertierbar und S—!' = ME (idy).
Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition.
(ii): Ubung.
(iii) folgt aus Bemerkung [3.36 O

Satz 3.39 (Transformationsformel). Seien V und W K-Vektorraume und f : V. — W
eine lineare Abbildung. Seien B und B’ Basen von V', seien C' und C' Basen von W . Sei

A= ME(f), A= ME(f),

Es gilt
A=T-A-S1
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Beweis. Dies folgt aus Satz mit dem kommutativen Diagramm:

A
K" K™
N,
S v T
K" K™

A/

]

Korollar 3.40. Sei V' ein K-Vektorraum und f :V — V eine lineare Abbildung. Seien B
und B' Basen von V und A = ME(f), A’ = ME,(f). Sei S = ME,(idy) die Basiswech-
selmatriz von B nach B'. Es gilt

A = SAS,
Definition 3.41.

i) Zwei Matrizen A, A’ € K™*" heiflen dquivalent, falls es Matrizen S € GL,(K) und
T € GL,,,(K) gibt, so dass
A'=TAS™.

ii) Zwei Matrizen A, A’ € K™ heiflen dhnlich, falls es eine Matrix S € GL,(K) gibt,
so dass

A= SAS™L
Beispiel 3.42.

i) Sei V=W =R2 Sei p: R? —» R? gegeben durch

a r—>1 —3a+4b\ 1 /-3 4\ (a

b 5\4a+3b ) 5\4 3)\b)’
das heiBt ¢ = fa : R* - R? mit A = 2 (5*3). Sei B = (e1,e2) mit e; = (§) und
ez = (V). Sei B’ = (vy,v2) mit v; = (4) und vy = (7?). Dann sind B und B’ Basen

von V' (und von W). Die Basiswechselmatrizen sind durch

_ _ » 1 -2
STt=T 1:Mg(1dR2):<2 1)

und
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gegeben. Mit der Transformationsformel folgt

ME () = ME, (idw) ME(p) ME (idy)
= ME, (idg2 ) ME(f2) ME (idge)
=TAS™!

11 2\ (=3 4) (1 -2
o5 \—2 1/ 4 3/\2 1
1 (5 10)(1 -2

95 \10 =5/ \2 1

1 /25 0

~25\0 —-25

)

ii) Sei ¢ : R? — R3 die lineare Fortsetzung von

A-(8) @)-(2)

((1),(3)) eine Basis von R? ist. Fiir R3

e}

Diese ist nach Satz elndeutlg, da B =
wahlen wir die Basis C = (( ) (1) , (%)

! Die Koordinatenmatrix von 1 ist dann
durch
0
A= MEW 1
2 1
gegeben.

Gesucht ist die Matrix M2, (¢) fiir die Basen
=@, o= ((4)-(1) (D)

Dazu berechnen wir
) 11 _ 2 -1
S = Mg,(lng) = <1 2) , S = <_1 1 )

und



Mit der Transformationsformel folgt
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ME () =TAS™

0 0 1 0

1 -1 0 <_21
0 1 -2 1

8 (2 —1)
L\

-1

-1

3

3.6 Die allgemeine lineare Gruppe

Sei K ein Korper. Die Menge

GL,(K) ={A € K™ | A ist invertierbar}

ist eine Gruppe mit neutralem Element

1, =

0 1

67

Satz 3.43. Ein Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn Rang(A) = n.

Beweis.

t e

A ist invertierbar
fa: K" — K",
fa ist surjektiv
Bild(f4) = K"
Rang(A) = n.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Elementarmatrizen

Permutationsmatrizen:

Fir o € S,, sei

PU = (eg(l), ..

. ea(n)) S GLn(K),

x +— Az ist ein Isomorphismus
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wobei (eq, ..., e,) die Standardbasis von K™ ist. Dann gilt

fr,(ej) = eoj)

und

(fp, o fr,)(ej) = fr.(€s()) = €x(o(j)) = €oron(j)-

Es folgt, dass

Sn — GL,(K), o+~ P,

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beispiel 3.44. Es gilt

010
1 0 0] =Puo
001
Scherungsmatrizen:
Fiir i # j sei
1
1
Qij = 1n+ Eij =
1
/I\
j-te Spalte
Fir A € K sei

Spezielle Diagonalmatrizen:
Fir A€ K* und 1 <i <n, sei
1

1

<« i-te Zeile

< i-te Zeile

Bemerkung 3.45. Jede Elementarmatrix ist invertierbar. Es gilt

Pa_l =P,
S;(AN) =S,

Qi (M) = Qu(=N).
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Zusatzlich gilt
Qij(A) = S;(A7H)Qi;5;(N).

Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung 3.46. Das Multiplizieren einer Elementarmatrix aus GL,,(K) von links an
eine Matrix A € K™*™ bewirkt eine entsprechende elementare Zeilenumformung bei A:

S;(A) - A: Multiplizieren der i-ten Zeile mit .
Qi; - A: Addieren der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.
P ;) - A: Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.

Das Multiplizieren einer Elementarmatrix aus GL,(K) von rechts bewirkt eine entspre-
chende elementare Spaltenumformung.

Satz 3.47. Jede Matriz aus GL, (K) ldsst sich als Produkt endlich vieler Elementarmatri-
zen schreiben.

Beweis. Nach Lemma lasst sich jede Matrix A € K™*™ durch endlich viele elementare
Zeilen- und Spaltenumformungen in die Form

i

bringen. Laut Bemerkung existieren dann Elementarmatrizen X1,..., X, Y7,....Y],
so dass

X1 XA Y- Y = <E0r 8)
Falls A € GL,(K), so ist 7 = n und es folgt
A=X1- o xptyte vy
O

Satz 3.48. Jede Matriz A € GL,(K) ldsst sich durch ausschliefSlich elementare Zeilenum-
formungen in die Finheitsmatriz tiberfihren.

Bemerkung 3.49. Ist A € GL,(K) und sind Xy, ..., X} Elementarmatrizen mit
Xy Xp-A=1,

so gilt
Al =X X

Dies liefert ein Verfahren zur Berechnung von A~!.
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3.6.1 Ubungen

Aufgabe 3.7. Wir leiten einen Algorithmus zum Invertieren von Matrizen her.

Sei K ein Korper und A € K™ ". Zeigen Sie, dass A invertierbar ist genau dann, wenn
sich (A| E,) € K™?" durch elementare Zeilenumformungen in (E, | B) iiberfiihren lésst.
In diesem Fall ist B = A~L.

1 1 2
Aufgabe 3.8. Berechnen Sie die inverse Matrix von A := |2 3 3 | € R3*3,
2 6 —1

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass die Menge
GL,(K)={A e K™" . A invertierbar}

mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe ist.
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4 Die Determinante

4.1 Die Leibniz-Formel

Ziel. Sei A € K™™. Wir suchen ein Kriterium, um zu entscheiden ob A invertierbar ist
(das heiit A € GL,(K)). Wenn A invertierbar ist, was ist A=1?
Die Determinante liefert eine Abbildung K™*" — K, mit der man dies entscheiden kann.

Beispiel 4.1.
1) n=1K>"'~K, det((a))=a.
2) n=2: Fir A= (2%) € K**? definiert man

det(A) = ad — bc € K.

Bemerkung 4.2. Eine Matrix A = (2%) € K?*? ist genau dann invertierbar, wenn
det(A) # 0. in diesem Fall ist

o fa N1 (d —b
A _<c d) ~ det(A) <—c a)'

Beweis. ,<=*: Sei det(A) # 0. Dann gilt

a b d -=b ad — be 0
(c d) (—c a>:< 0 ad—bc)ZdeuA)'lQ'

Es folgen die Invertierbarkeit und die Formel.
»,="“: Sei A invertierbar. Es ist zu zeigen, dass det(A) # 0. Dies folgt aus dem néchsten
Lemma. O]

Lemma 4.3. Fir A,B € K*? gilt det(A - B) = det(A) - det(B). Insbesondere definiert
det einen Gruppenhomomorphismus

det : GLy(K) — K™.
Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung 4.4 (Geometrische Bedeutung der Determinante von reellen Matrizen). Fiir

A= (Z 2) € R?*? ist det(A) ein MaSB fiir den Flicheninhalt des von den Spaltenvektoren

aufgespannten Parallelogramms in R?. Eine analoge Interpretation gibt es auch fiir n > 2.

Beispiel 4.5 (Fortsetzung von Beispiel [4.1]).
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3) n = 3: Wir schreiben

a1 Q12 Aa13
A=]ay axn a93 €K3X3.

31 d3zz2 33
In diesem Fall leistet die Definition

det(A) = (11022033 + A12023031 + 413021032 — 11023032 — (12021033 — A13022a31 € K
das Gewiinschte.
4) n >4 : Was ist die Struktur der Formel fir n = 1,2,37
Die Summanden sind von der Form
A15(1) - A20(2) " - - - * Qno(n)

mit o € S,,. Das Vorzeichen ist sgn(o). Dies fithrt zu:

Definition 4.6 (Leibniz-Formel). Die Determinante einer n x n-Matrix A = (a;;) ist
definiert durch
det(A) = Z sgn(0) - A1,6(1) - A2,6(2) * - - - * Ano(n)-
UESn

Bemerkung 4.7.

e Fiir n =1, 2,3 ist dies unsere vorherige Definition.
e Die Summe hat n! Summanden.

10! = 3628800,
20! &2 2,4 - 10",
30! &~ 2,7-10°.
e Falls n groB ist, so ist die Berechnung praktisch sehr aufwindig.

~» Um det(A) zu verstehen, muss man die Struktur genauer untersuchen.

Wir bezeichnen nun die Spalten von A = (a;;) € K™ mit a4, ..., a,, das heifit
aii a2 Q1n
az1 22 Q2n
a; = , Qg = . gy Qp =
Gn1 An2 Ann

Definition 4.8. Eine Funktion f : K™*" — K heif}t linear in der k-ten Spalte, falls fiir
beliebige feste Spalten ay,...,ax_1,ari1, ..., a, die Funktion

g: K" =K, g(z)=f(a,...,a5-1,%,0xs1,.-.,0p)

linear ist. Das heifit g(z 4+ y) = g(z) + g(y) und g(A\zx) = A\g(z) fir z,y € K™ und X € K.
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Definition 4.9. Eine Funktion f : K™ — K heifit alternierende Multilinearform (der
Spalten), falls gilt:

i) f ist linear in jeder Spalte.
ii) f ist alternierend: Falls A zwei gleiche Spalten hat, so gilt f(A) = 0.
Bemerkung 4.10. Aus Bedingung ii) folgt wegen i) immer

ii’) f ist schiefsymmetrisch: Vertauscht man zwei Spalten, so d&ndert sich das Vorzeichen,
das heif3t

f(al, ey A1, A4y At 1y - - - ,(lj_17aj,aj+1, Ce ,an)

=—flar, ., @i 1,05, Q41,05 1,05, A1, -y Q).

Falls char(K') # 2 (das heiit 1 +1 # 0 € K), so sind ii) und ii’) dquivalent.

Beispiel 4.11. Fiir A = (ccz Z) € K¥*? ist A — det(A) eine alternierende Multilinear-
form, denn:
Es gilt
)
det (iiz, d) = (a+d)d—blc+ )
=ad —bc+ d'd— b
a b a b

= det <c d) + det (C, d) ,

sowie

Aa b a b
det(Ac d)z)\ad—b)\c:)\det<c d)'

Es folgt, dass det linear in der ersten Spalte ist. Die zweite Spalte behandelt man analog.

Weiterhin gilt
det <a a) =ac—ac =0,
c c

die Abbildung ist somit alternierend.
Um dies fiir beliebiges n zu beweisen benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.12. Sei A = (a;;) € K™*". Dann gilt

det(A) = Z sgn(a) . aa(1)71 . a0(2)72 L ag(n)vn.

G’ESTL
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Das heifit, dass det(A) = det(A?), wobei

i1 Q91 ... Qpp
At — (1'12 a'22 cee Qpo
A1n G2 - Gpp
die zu A transponierte Matrix ist.
Beweis. Fur 7,0 € S,, gilt
A1,0(1) " A2,0(2) * -+ " Qnyo(n) = Ar(1),0(r(1)) " Ar(2),0(7(2)) " - -+ " Ar(n),0(r(n))

da lediglich die Reihenfolge der Faktoren vertauscht wird. Es folgt

det(A) = Y sgn(0) - a1,001) * A2,0(2) * - - - * no(n)

O’GSn

— sgn o) as- o(oc— *Qg— oo~ et Qo=1(n) oo~ (n
Y s80(0) Uo1(1)o(o-1(1) * ot (2).0(0- 1 (2)) 1(n),0(0=1(n))

€Sn
7 =sgn(o—1)

= Z Sgn(a_l) “0e-1(1),1 * Ag=1(2),2 " -+ - " Qog—1(n)n
O'eSn

= Z sgn(o) “0g(1),1 * Ae(2),2 - -+ " Gg(n),n
ogESy
= det(A").
O]

Satz 4.13. Die Determinante det : K™ — K (definiert durch die Leibniz-Formel) ist
eine alternierende Multilinearform.

Beweis.

e det ist linear in der k-ten Spalte:
Nach Lemma gilt

det(ay,...,ap_1,a;, + ap, apit, .-, Q)
= > 5g0(0) - o)1~ -+~ o(k-1) k-1 (Ao + Aoy k) * Qo(hi1) ksl * - - Go(n)n
O’ESn
= Z Sgn(g) “Qo(1)1 - Oo(k—1)k—1 a:;(k),k “Qo(k+1),k+1 " - - - " Ao(n)n
O'ESn
+ Z sgn(o) - Ao(1),1 -+« " Qo(k—1),k—1 " ag(k),k COo(k+1),k+1 "+« - * Qo(n)n
og€Sy

/ "
= det(a, ...,k 1,05, Qki1,---,0,) +det(ar, ..., ax_1,a8, Qgi1, .., aQn).
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Weiterhin gilt

det(a,...,ap_1, Aak, Qgi1, ..., Gp)

= Z SgD(O') *Qg(1),1 " -+ Qo(k—1),k—1 " /\acr(k),k *OQo(k+1),k+1 " - -+ " Qo(n),n
€Sy

= Adet(ay,...,ap_1, 0k, Qgt1y- -, Qp).

e det ist alternierend:
Angenommen die i-te und j-te Spalte von A sind gleich mit ¢ # j. Es ist zu zeigen,
dass
det(ay,...,a,) =0.

Sei 7 € S,, die Transposition, die ¢ und j vertauscht. Sei A, = {oc € S,,| sgn(o) =1}
die alternierende Gruppe. Dann gilt S,, = A,, UTA,, und die Vereinigung ist disjunkt.
Fir o € A, gilt sgn(o) = +1 und sgn(7o) = —1. Nun ist

det(A) = Z SgH(O') "Q1,0(1) -+ Ono(n)

O'ESn

= Z A1,0(1) "+ -+ Opo(n) — Z A1,7(0(1)) -+« " An,7(o(n))
O'EAn O’EAn

= Z A1,0(1) "+ -+ Ono(n) — Z A1,0(1) " -+ " Ano(n)
O'EAn UeAn

=0.

]

Satz 4.14. Sei f : K™" — K eine beliebige alternierende Multilinearform der Spalten.
Dann gilt

f(A) = det(A) - f(1,)
fiir alle A € K™,

Folgerung 4.15. Die Determinante ist die einzige alternierende Multilinearform f, die
normiert ist, das heifst, fir die

f(ln) =1
gilt. In diesem Sinne ist die Determinante eindeutig bestimmdt.

Beweis von Satz[{.14 Die j-te Spalte a; von A ist eine Linearkombination der Einheits-
vektoren,

a; = a15€1 + A2;€2 4+ ...+ Apj€n-

Aufgrund der Multilinearitat von f gilt daher:

n
f(A> = Zail : f(el'7a27"'7a’n)
i=1
' n
= Z Qi1 Ajg2* v o Qi f(€i1>€i27 e >€in)-

i1yeyin=1
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Da f alternierend ist, gilt
flei,,€ipy-noyei) =0,
falls i = ¢, fiir ein Paar (k,1) mit k # [. Der zugehorige Summand ist daher gleich 0, es
sei denn die Abbildung
k — 1y
ist eine Permutation der Menge {1,...,n}. Folglich gilt

FA) = > agya - Qo - f(€o(1)s - - €am))-

gESy

Da f alternierend ist, gilt

f(ea(1)7 s 7€a(n)) = sgn(a)f(el, s ,6n)
= sgn(0) f(1n).

f(A) = Z SgN(0) (1)1 * -+ -+ Go(n)n - f(1n) = det(A) - f(1,).

UESn

4.2 Weitere Eigenschaften der Determinante

Satz 4.16 (Determinantenmultiplikationssatz). Fir A, B € K™*" gilt
det(A - B) = det(A) - det(B).
Beweis. Sei A fest. Betrachte die Funktion f : K™*" — K, gegeben durch
f(B) =det(A- B)

=det(A-by, A by, ..., A by),
wobei B = (by,...,b,) mit b; € K. Wegen Satz ist f eine alternierende Multilinear-
form in den Spalten von B. Mit Satz folgt

f(B) = det(B) - f(1n)

= det(B) - det(A).
O

Satz 4.17 (Entwicklung nach der i-ten Zeile). Sei A = (a;;) € K™" und i € {1,...,n}.
Sei A;j die (n—1) x (n— 1)-Matriz, die man erhdlt, indem man die i-te Zeile und die j-te
Spalte von A streicht, also

aia Ce a1,5-1 a1 j+1 e ain
T B R e e = R K
1) T
Ai+1,1 - i1 5-1 Ai41541 - Gipan

Ap, 1 . Qnp,j—1 Qp,j4+1 ce Apon
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Dann gilt

det(A) = i(_].)ﬂrj * Qg det(Az])

j=1

Beispiel 4.18. Sei

ail aiz Aais
3
A=las axn ax| ek 3,

a31 azz 33

Entwickelt man die Determinante von A nach der 1. Zeile, so folgt

det(A) = ay; - det <a22 Z23> — ays - det <a21 a23> + ays - det <a21 a22> _
33

as32 a3l ass @31 a32
Um Satz zu beweisen, bendtigen wir einige Lemmata.

Lemma 4.19. Sei M € K™ eine Block-Dreiecksmatriz
A B
u=(5 5)
mit A€ K™, B e K™ ynd D € K®=>*0=") " Dann gilt
det(M) = det(A) - det(D).

Beweis.

1) Sei zunichst A = 1,. Die Funktion f : K"~ "*(=7) _ K gegeben durch

1, B
f(D) = det <0 D)

ist eine alternierende Multilinearform der Zeilen von D. Mit Satz folgt

£(D) = det(D) - det (10 15) .

Aus der Leibniz-Formel folgt leicht, dass
1, B\
det (O 1n_r> =1.

f(D) = det(D).

Es folgt
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2) Betrachte nun fiir festes D die Funktion g : K™*" — K gegeben durch

g(A) = det (‘3 g) |

Diese ist eine alternierende Multilinearform in den Spalten von A. Mit Satz und
Teil 1) folgt nun

g(A) = det(A) - det (10 g)

= det(A) - det(D).

Lemma 4.20. Sei A = (a;;) € K™". Mit den Bezeichnungen von Satz gilt
det(AU) = (—1)i+‘j det(al, ey A5—1,€4, Qjg1y - - ,an),
wobei e; € K™ der i-te Finheitsvektor ist, und a;, die k-te Spalte von A.

Beweis. Nach Lemma [£.19] ist

(L=

det(A;;) = det \ . . 4 ) .

Durch (j — 1) Vertauschungen benachbarter Spalten und (i — 1) Vertauschungen benach-
barter Zeilen bringt man die Matrix in die Form

0

% «-- % 1 % --- x| < i-te Zeile.

0
/I\
J-te Spalte

Dabei sind die Eintrage auflerhalb der i-ten Zeile und der j-ten Spalte gleich den Eintragen
von A. Wahlt man * geeignet, so erhdlt man die Matrix (ay,...,aj-1,€;, Qj41,.-.,0).
Folglich gilt

det(Al]) = (—1)(i_l)+(j_l) det(al, ey @j—1,€4, 541, - - ,an).
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Lemma 4.21. Sei A = (a;;) € K™". Sei A = (a;;) € K™ die zu A komplementdire
Matriz, definiert durch
dij = (—1)i+j det(AJZ)

(Man beachte die Umkehrung der Reihenfolge der Indizes auf der rechten Seite.) Dann gilt
A-A=A-A=det(A) -1,

Beweis. Mit Hilfe von Lemma bestimmen wir den Eintrag von A - A an der Stelle
(1, k). Dieser ist gleich

||
M:

ajy - (—1)77 - det(Ajz)

1

<.
Il

n
= Z Qjk * det(al, e A1, €5, A1, - - 76Ln)
j=1
n
= det(al, N I I Z A€,y i1y - - - ,an)
j=1
=det(ay,...,a;_1,a, Qiz1, ..., 0p)
= 0k * det(A)
mit
1, 1=k,
ik = ‘
0, ©#k.
Die Matrix A - A berechnet man analog. [

Korollar 4.22. Fine Matriz A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In
diesem Fall gilt

Beispiel 4.23. Fiir A = <Z b) e K¥?ist A = ( d _b>.

Beweis von Satz[[.17. In der Formel A- A = det(A)- 1,, betrachten wir die Matrixeintrige
an der Stelle (i, k):

Zaw%k det(A) - .

Fir ¢ = k folgt
Z aij - (—1)7 - det(A;;) = det(A).
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Bemerkung 4.24. Ebenso kann man fiir A € K™ die Determinante nach der j-ten

Spalte entwickeln:
n

det(A) = Z(—]_)H_] s Qg e det(A”)
i=1
Bemerkung 4.25 (Elementare Spaltenumformungen). Sei A € K"*".
i) B entstehe aus A durch Addition der j-ten Spalte zur i-ten Spalte (i # j). Dann gilt

det(B) = det(A).

ii) B entstehe aus A durch Multiplikation der i-ten Spalte mit A € K. Dann gilt

det(B) = X - det(A).

iii) B entstehe aus A durch Vertauschen zweier Spalten. Dann gilt

det(B) = —det(A).

iv) B entstehe aus A durch Addition des A-fachen der j-ten Spalte zur i-ten Spalte
(¢ # 7). Dann gilt
det(B) = det(A).

Beweis.
iii) Die Determinante ist alternierend.
ii) Die Determinante ist linear in der i-ten Spalte.
iv) Folgt aus Multilinearitat und daher, dass die Determinante alternierend ist:

det(A) = det(ay,...,a,) + A-det(as,...,ai—1,0;,Git1, .., a5, ..., 0)

=0

=det(as,...,a,) +det(a,...,ai—1, ), QGiy1, ..., a5, ...,a,)
= det(al, ey Qi—1, A + )\CLJ‘,CLH_I, ey Gy ,CLn>
= det(B).

i) Folgt aus iv).

Bemerkung 4.26. Bemerkung gilt analog fiir elementare Zeilenumformungen.

Praktische Berechnung der Determinante:
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e Man bringe A € K"™*" durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertau-
schungen auf Normalform

(4.1)

e Man fiithre Buch tiber die Faktoren A bei Umformungen vom Typ (ii) und die Anzahl
der Vertauschungen vom Typ (iii).

e Benutze det(B) =byg - ... bup-

4.2.1 Ubungen

b
d

den Spaltenvektoren von A aufgespannten Parallelogramms.

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie: Fiir A = (CCL € R?*? ist | det(A)| der Flicheninhalt des von

Aufgabe 4.2. Gegeben Sei eine beliebige 2 x 2-Matrix

A — <CCL Z) c C2x2

mit komplexen Eintragen a, b, ¢ und d. Die Determinante einer solchen Matrix ist definiert
durch det(A) := ad — be, die Spur als Spur(A) := a + d.

1. Zeigen Sie, dass
det(A — AEy) = A\? — ASpur(A) + det(A)

fir alle A € C gilt.

2. Zeigen Sie, dass
det(A + B) = det(A) + det(B) + Spur(BA%)

fiir alle Matrizen A, B € C**? gilt, wobei A% = (_d _b> fir A= (29) ist.

c a

Aufgabe 4.3. Sei K ein Korper der Charakteristik ungleich 2 (das heifit 1 4+ 1 # 0 in K,
also 5 € K).

1. Sei M € K™ " eine obere oder untere Dreiecksmatrix. Zeigen Sie, dass die Determi-
nante von M das Produkt ihrer Diagonaleintrage ist.
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2. Sei f: K™™ — K eine Multilinearform (der Spalten). Zeigen Sie, dass die folgenden
beiden Eigenschaften dquivalent sind:

() flar,... a5 ...,0;,...,an) = —f(ar,...,a5,...,0a;,...,a,) fir alle i # j.

(b) f(A) =0 fiir jede Matrix A, die zwei gleiche Spalten besitzt.

Aufgabe 4.4. Wir betrachten Z/57Z als Korper mit 5 Elementen und die Matrix

1 2 X 0

A |0 AF4 00

Tlan 3 1 0
2 4 23 A+1

mit Eintrdgen aus Z/5Z.
1. Berechnen Sie det(A,) € Z/5Z.
2. Bestimmen Sie alle Werte A € Z/5Z fir welche A, invertierbar ist.

Aufgabe 4.5. Zeigen Sie mit Hilfe einer Induktion nach n € N, dass

2 n—1
1z axf - o
1 xy 22 - a2yt
Vi@, .. an) i=det | = I (=)
oo : 1<i<j<n
2 n—1
1 x, x;, --- ap

gilt. Dabei seien z1,...,z, € R beliebig und n > 1. Eine Matrix dieser Form heifit auch
Vandermonde-Matriz.

Hinweis: Bringen Sie die Matrix zunachst durch Umformungen, die die Determinante der
Matrix nicht &ndern, in eine Form, die es Thnen ermoglicht, nach einer Zeile oder Spalte
zu entwickeln.

4.3 Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus von V ist eine K-
lineare Abbildung f : V' — V. Ist f bijektiv, so heilt f auch Automorphismus.

Notation.

End(V) = Hom(V, V),
Aut(V) = Iso(V, V).

Sei f € End(V).
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Ziel. Definiere det(f).

Dazu wihlt man eine Basis von V und betrachtet die darstellende Matrix A = ME(f).
Definiere det(f) = det(A).

Problem. Was passiert, wenn man eine andere Basis B’ von V wahlt?
In diesem Fall erhalt man

A= ME(f) und det(f) = det(A").
Mit der Basiswechselmatrix S = M5, (idy) gilt aber
A=8-A.-5"
Es folgt

det(A’) = det(9) - det(A) - det(S™1)
= det(A) - det(S - S7)
= det(A),

das heifit det(f) ist unabhéngig von der Wahl der Basis von V.

Bemerkung 4.27. Es gibt eine eindeutige Abbildung det : End(V) — K mit der Ei-
genschaft: Wird f beziiglich irgendeiner Basis B von V durch A € K™ dargestellt, so
gilt

det(f) = det(A).

Das heif}t, das Diagramm

; End(v) — 3 g

1 l /iet(A)

ME() A7
Kan

kommutiert.

Bemerkung 4.28. Fir f,g € End(V) gilt

det(f o g) = det(f) - det(g).
Beweis. Dies folgt aus dem determinantenmultiplikationssatz, Satz [4.16] O

Notation. Die lineare Gruppe oder Automorphismengruppe von V bezeichnet man mit

GL(V) =Aut(V) = {f € End(V) | f ist invertierbar}.
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Bemerkung 4.29. Sei B eine Basis von V. Dann definiert die Abbildung f — ME(f)
einen Gruppenisomorphismus

GL(V) — GL,(K).

Bemerkung 4.30. Ein Endomorphismus f € End(V) ist genau dann invertierbar, wenn
det(f) # 0. Die Zuordnung f — det(f) definiert einen Gruppenhomomorphismus

GL(V) — K*.
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5 Eigenwerte und Eigenvektoren

5.1 Diagonalisierbarkeit

Sei K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V' — V ein Endo-
morphismus, das heifit eine K-lineare Abbildung von V' nach V. Ist B = (by,...,b,) eine
Basis von V, so kénnen wir f durch die Koordinatenmatrix A = ME(f) darstellen. Dabei
ist A= (aij) € K™ mit

f(b]) = Zaijbi.
i=1
Frage. Kann man B so wahlen, dass A besonders ,einfach® wird?

Anders ausgedriickt:
Gibt es ein Koordinatensystem in V', in dem sich f ,einfach® darstellen lasst?

Was heif3t hier einfach?
Wir wollen, dass A eine Diagonalmatrix,

a1y 0

A= )

ist. Dies bedeutet
f(bj) = ag;b;
fir alle j = 1,...,n, das heifit f bewirkt eine Streckung um den Faktor a;; in Richtung b;.

Genauere Frage. Sei f : V — V ein Endomorphismus von V. Gibt es eine Basis B =
(by,...,b,) von V| so dass die darstellende Matrix

A= M5(f)

eine Diagonalmatrix ist?

Aquivalente Frage. Sei A € K™". Gibt es eine Matrix S € GL,(K), so dass
SAS™!

eine Diagonalmatrix ist?

In diesem Fall sagt man, dass f bzw. A diagonalisierbar ist. Die Aquivalenz der beiden
Fragen erkennt man, indem man S als Basiswechselmatrix interpretiert.

Achtung.

e Es gibt Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind.
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e Es gibt Matrizen A € K™*" die nicht iiber dem Korper K, aber tiber einem grofleren
Korper L D K diagonalisierbar sind.

Beispiel 5.1. Die Matrix

ist nicht diagonalisierbar.

Beweis. Angenommen es gibt eine Matrix S = (%) € GLy(C) mit

(M0
SAS _<0 A2>.

Es folgt

0 a _(a b 0 1 — GA— )\1 0 g — )\1 0 a b - )\1& )\1[)
OC_Cd 00_ _0)\2_())\2 Cd_)\QC)\Qd‘

Waire A\; # 0, so folgt durch den Vergleich der linken und rechten Seite a = 0, woraus
wiederum b = 0 folgt. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Invertierbarkeit von S. Es
muss daher \; = 0 gelten. Analog folgt Ao = 0. Wegen A\; = Ay = 0 ist die rechte Seite
(und damit die linke Seite) die Nullmatrix, woraus a = ¢ = 0 folgt. Dies widerspricht der
Invertierbarkeit von S, es kann folglich keine Matrix S mit den gewiinschten Eigenschaften
geben. [

a0

ist nicht diagonalisierbar tiber R. Sie ist jedoch diagonalisierbar tiber C.

Beispiel 5.2. Die Matrix

Beweis. Uber R:
Angenommen es gibt eine Matrix S = (2%) € GLy(R) mit

-1 )\1 0
SAS _<O )\2>.

Berechnet man die Determinanten beider Seiten, so folgt

| = det(A) = det(SAS™) = det (Aol f) — .
2

Dis bedeutet insbesondere, dass A\; # 0. Weiterhin folgt

b —a\  fa D\ (0 =1\ L. (M O0\o (A O0)[fa b)Y [Ma \b
(o )= (o) 00 ma= (0 )= (0 ) ()= (e ).
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Es muss daher
b= /\1&, —a = )\1()

gelten. Ware b = 0, so wére auch a = 0 und S nicht invertierbar. Es gilt daher b # 0. Aus
den obigen Gleichungen folgt
b= -\

und wegen b # 0
Af=—1.

Diese Gleichung hat keine Losung in R. Es kann daher kein S € GL2(R) mit den geforder-
ten Eigenschaften geben.

Uber C:
In C hat die Gleichung

die Losung Ay = 7. In der Tat ist

fir

Beispiel 5.3. Die Matrix

ist diagonalisierbar iiber R. Es gilt

(10
s (19

1 -1
S = (1 1 ) € GLy(R).

Wir wollen die Frage der Diagonalisierbarkeit nun genauer untersuchen.

fir

Ist die darstellende Matrix eines Endomorphismus f : V' — V beziiglich der Basis B =
(by,...,b,) diagonal, so gilt
f(bi) = Aib;

mit \; € K fur i = 1,...,n. Dies fithrt zu
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Definition 5.4. Sei f : V — V ein Endomorphismus von V. Ein Vektor v € V heifit
Eigenvektor von f, falls

i) v#0,

ii) es gibt ein A € K mit
fw)=X-v.

Der Skalar A € K heiit dann Eigenwert von f (zum Eigenvektor v).

Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Eigenvek-
toren von f besitzt.

Satz 5.5. FEs sind dquivalent:
i) A € K ist Eigenwert von f (zu einem geeigneten Eigenvektor).
it) det(f — X -idy) = 0.
iii) Ist A die darstellende Matriz von f beziglich einer gewdhlten Basis, so gilt

det(A—X-E) =0.

Beweis. (ii) < (ii1): klar.

(1) = (di): Sei A € K ein Eigenwert von f zum Eigenvektor v € V', das heifit f(v) = Av.
Es folgt

0= f(v)=A-v=(f—X-idy)(v).
Da v # 0 im Kern von f — X - idy liegt, gilt

Kern(f — A -idy) # {0}.

f—A-idy : V — V ist daher nicht invertierbar und det(f — X -idy) = 0.

(17) = (i): Sei det(f — A-idy) = 0. f — A-idy : V — V ist dann nicht invertierbar und es
gilt

Kern(f — A -idy) # {0}.
Es gibt daher einen Vektor v # 0 im Kern von f — X -idy . Fiir diesen Vektor gilt

f)=X-v=(f=A-idy)(v) = 0.

Das heifit
f(v) = Av,

A ist ein Eigenwert von f zum Eigenvektor v. [
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Folgerung 5.6. Um die Eigenwerte von f zu finden, muss man die Funktion

P K— K
A Py(\) = det() - idy —f) = det(\ - E — A)

betrachten.

Korollar 5.7. X\ € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn Pp(\) = 0.

Beispiel 5.8. Fiir die Matrix A = (8 é) gilt

Ps(A) = P;,(\) = det(A- E — A) = det (3 —;) =\

Hieraus folgt, dass A genau einen Eigenwert, namlich 0, hat.

Fiir die Matrix B = <_01 é) gilt
A1

Pp(A) = det(A- E — B) = det (-1 A

) =M+ 1=A—9)(\+1).
B hat keine reellen Eigenwerte, aber die komplexen Eigenwerte +:.

Fir die Matrix C' = G ;) gilt

A—2 -1

Pc()\):det<_1 N_2

Daher hat C' die Eigenwerte 1 und 3.

):()\—2)2—1:)\2—4>\+3:()\—3)(>\—1)-

39

Die Funktion P; ist eine polynomiale Funktion in A. Bevor wir sie weiter untersuchen,

stellen wir einige Grundlagen iiber Polynome zusammen.

5.2 Ringe und Polynome

Definition 5.9. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei inneren Verkniipfungen
+:RxR—R -:RxXxR—R,

so dass gilt:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(R2) Die Verkniipfung ”-” ist assoziativ und es existiert dafiir ein neutrales Element.
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(R3) Es gelten die Distributivgesetze. Fir a,b, ¢ € R gilt also:

(a+b)-c=a-c+b-c
c-(a+b)=c-a+c-b.

Der Ring R heilt kommutativ, falls die Verkniipfung ” - 7 kommutativ ist. Das beziiglich

"+” neutrale Element bezeichnet man mit 0, das beziiglich ” - ” neutrale Element mit 1.

Beispiel 5.10. Die ganzen Zahlen (Z, +, -) sind ein kommutativer Ring. Jeder Korper ist
ein kommutativer Ring. Ist K ein Korper, so bildet K™*" mit der Addition und Multipli-
kation von Matrizen einen nicht-kommutativen Ring. Ist V' ein K-Vektorraum, so bildet
End(V) mit der Addition von Endomorphismen und der Verkettung von Abbildungen einen
nicht-kommutativen Ring, den Endomorphismenring von V.

Bemerkung 5.11. In einem Ring R gelten fiir alle a,b € R :
(i) 0ca=a-0=0
(ii)) (—a)-b=—(a-b) =a- (=)

Beweis. (i) Mita-0=a-(0+0)=a-0+ a-0 folgt die Behauptung durch Kiirzen. (ii)
und (iii): Ubung. O

Bemerkung 5.12. Fiir einen Ring R gilt 1 = 0 genau dann, wenn R = {0}.

Beweis. Ist 0 =1, so gilt fiir alle a € R wegen Bemerkung [5.11} dassa=a-1=a-0=0.
Die Umkehrung ist klar. 0]

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir einen Ring ist der Polynomring tiber einem Korper. Sei
K ein Korper.

Definition 5.13. Der Polynomring iiber K ist die Menge

K[X] = KM
={a:No— K, i+ a;| a; =0 fir fast alle i}

zusammen mit den inneren Verkniipfungen Addition und Multiplikation von Polynomen.

Addition: Wie in K™ (komponentenweise). Fiir (a;), (b;) € K[X] ist

Multiplikation: Nicht komponentenweise, sondern wie folgt:
Fir (a;), (b;) € K[X] definiert man (a;) - (b;) = (¢;), wobei

7
ci =) aj b
§=0
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Mit diesen Verkniipfungen bildet K[X]| einen kommutativen Ring. Die Elemente von K [X]
heiflen Polynome.

Andere Schreibweise:
Ein (a;) € K[X] schreiben wir auch als formalen Ausdruck

Z CLZXZ

1€Ng
Die a; nennt man auch Koeffizienten des Polynoms, X nennt man Variable. Damit haben
wir fir (Cli>, (bl) S K[X]

1€Np 1€Np 1€Np
1€Np 1€Ng i€Ng \j=0

Bemerkung 5.14. Die Abbildung K — K[X], A — X- XY ist ein injektiver Gruppenho-
momorphismus. Wir identifizieren K mit seinem Bild in K[X].
K[X] ist damit ein K-Vektorraum. Es gilt dimg (K[X]) = oco.

Definition 5.15. Der Grad eines Polynoms P = Yoy, a; X" € K[X] ist definiert als

Grad(P) — {max{i €Ng|a; #0}, P #0,
—00, P=0.
Bemerkung 5.16. Fir P,Q € K[X] gilt
i) Grad(P + @) < max(Grad(P), Grad(Q)),
ii) Grad(P - Q) = Grad(P) + Grad(Q).

Beweis. Ubung. [

5.2.1 Polynomfunktionen

Sei P = Yien, aiX' = ap+ a1 X + ... 4+ a, X" € K[X] gegeben. Durch Einsetzen von
Elementen aus K fiir die Variable X erhalt man eine Abbildung

P:K =K, M—=P\)=ag+ar+...4a\"
Wir erhalten eine (K-lineare) Abbildung
K[X] — Abb(K,K), P~ P. (5.1)
Definition 5.17. Ein f € Abb(K, K) heifit Polynomfunktion, falls es ein P € K[X] mit
f=pr

gibt. P heiBt zu P gehérige Polynomfunktion.
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Bemerkung 5.18. Die Abbildung (5.1)) ist im Allgemeinen nicht injektiv.
Beispiel 5.19. Sei K = Fy, P = X + X? € Fy[X]. Dann ist

PZ]FQ%]FQ,
P(0) = 0% +0 =0,
P(1)=1"+1=0,

die Nullfunktion.

Beispiel 5.20. Allgemeiner gilt fir K = F, und P = X? — X € F,[X], dass P die
Nullfunktion ist.

Beweis. Ubung, kleiner Satz von Fermat. ]

Bemerkung 5.21. Das Einsetzen von A € K in Polynome ist mit Summe und Produkt
(von Polynomen) vertréglich, das heifit

(P+Q)N)=PA)+Q(N),  (P-Q)A) =P Q(N).
Wir zeigen nun, dass die Abbildung injektiv ist, falls #K = oo.

5.2.2 Division mit Rest
Satz 5.22. Sei 0 # g € K[X]. Fir alle f € K[X] gibt es eindeutig bestimmte Polynome
q,r € K[X]| mit
i) f=q-g+r,
it) Grad(r) < Grad(g). Dabei ist r = 0 maglich.
Beweis. Sei d = Grad(g) € Np.
Eindeutigkeit:

Seien f =q-g+r =4 -g+r" mit Grad(r) < d und Grad(r’') < d zwei Darstellungen. Es
gilt

(g—q)-g=1r"—r
woraus mit Bemerkung

Grad(q — ¢') +d = Grad(r' —r) < d

folgt. Dies ist nur moglich, falls
Grad(¢ — ¢') < 0.

Es folgt Grad(q — ¢') = —o0, das heifit ¢ = ¢’. Es muss dann auch r = ' gelten, das heifit
beide Darstellungen sind gleich.
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Existenz:
Induktion nach n = Grad(f).
n < d: Setze ¢ = 0 und r = f. Dann gilt f =0-¢+ f und Grad(f) < d.

n > d: Schreibe f = ¢, X"+ ...+, X +comit ¢, Z0und g = ag X4+ ... + a; X + ag. Es
ist
fi=f—cai'- X" g€ K[X]

ein Polynom vom Grad kleiner als n. Nach der Induktionsannahme gibt es ¢;,r; € K[X]
mit
fi=q-g+r und Grad(r) < d.
Es folgt
f=f+c-a;t- X" g
=q-gtrteagt- X"y
= (qu4cn-azt- X" g4y

Die Polynome
¢=q+co-ag’- X" r=r

haben die gewiinschten Eigenschaften i) und ii). O

Bemerkung 5.23. Das im Beweis benutzte Verfahren entspricht dem bekannten Algo-
rithmus fiir Polynomdivision.

Beispiel 5.24. Durch die Polynomdivision

(X3+X2+1): (X +2)=X?—-X+2

X3 4+2X7?
—-X?+1
—X?2-2X
2X +1
2X +4
-3

erhalt man
(XP+ X2+ 1) =(X"-X+2)- (X +2)-3.
—_— ——
q g r
Korollar 5.25. Sei0 # f € K[X] und sei A € K eine Nullstelle von f, das heifit f(A) = 0.
Dann gibt es ein q € K[X] mit Grad(q) = Grad(f) — 1 und

f=a-(X=A).
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Beweis. Division mit Rest impliziert, dass es ¢, € K[X] mit
f=q (X=X +r

und
Grad(r) <0,

also r konstant, gibt. Durch Einsetzen von A erhalt man

0=fN)=qg- A=\ +r=r.
Es folgt die Behauptung. O
Korollar 5.26. Ein Polynom ungleich Null vom Grad n hat héchstens n Nullstellen in K.
Beweis. Induktion nach n, Ubung. [
Korollar 5.27. Fulls #K = oo, so ist die Abbildung (5.1)),

K[X] — Abb(K,K), P+ P,
injektiv.

Beweis. Falls P die Nullabbildung ist, so gilt P(\) = 0 fiir alle A € K. Dies bedeutet fiir
#K = oo, dass P unendlich viele Nullstellen hat. Nach Korollar [5.26 gilt dann P = 0. [

Fir Korper mit unendlich vielen Elementen (wie zum Beispiel Q, R, C) kénnen wir daher
Polynome mit Polynomfunktionen identifizieren.

Definition 5.28. Ist 0 # P € K[X] und A € K, so heifit
(P, A) =max{r e Ng| P=(X —\)"-Q firein Q € K[X]|}

die algebraische Vielfachheit von X in P. Ist A eine Nullstelle von P, so nennt man (P, \)
auch die Vielfachheit der Nullstelle A von P.

Nach Korollar gilt
PN #0 < uPN)=0.

Ist P= (X —\)"-Q mit r = u(P,\), so folgt Q(\) # 0.

5.3 Das charakteristische Polynom

Wir beginnen mit der Bemerkung, dass die Definition der Determinante und deren grund-
legende Eigenschaften sich direkt auf Matrizen B € R™*™ mit Eintragen in einem kommu-
tutativen Ring R verallgemeinern lassen. Sei im folgenden K ein Korper.
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Definition 5.29. Das charakteristische Polynom einer Matrix A € K™*" ist definiert als
Py(X) =det(X -1, — A) € K[X].

(Beachte, dass die Matrix B = X - 1,, — A Koeffizienten im Polynomring K[X] hat.)
Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus f : V' — V eines endlich dimensio-
nalen K-Vektorraums V' ist definiert als

Pr(X) = Pa(X),

wobei A die Koordinatenmatrix von f beztiglich einer Basis B von V ist. (Diese Definition
ist unabhéngig von der Wahl der Basis B.)

Bemerkung 5.30. Das charakteristische Polynom P4(X) einer Matrix A € K™*" ist ein
normiertes Polynom vom Grad n. (Normiert heifit, dass der fithrende Koeffizient gleich 1
ist, das heifit P;(X) = X"+Terme niedrigerer Ordnung.)

Beweis. Wende die Leibnizformel auf die Definition an. O]

Definition 5.31. Sei A = (a;;) € K™*". Die Spur von A ist die Summe der Eintrége auf
der Diagonalen,

Spur(A) = a;.
i=1

Die Spur eines Endomorphismus f : V' — V eines endlich dimensionalen K-Vektorraums
V ist definiert als die Spur einer Koordinatenmatrix von f.

Satz 5.32. Sei A € K™ und
PiaX)=co+a X +...+c, X"
das charakteristische Polynom von A. Es gilt

Cn =1,
Cn—1 = — Spur(A),
co = (—1)"-det(A).

Beweis. c,: Bemerkung [5.30]
Co-
co = P4(0) =det(0-1,, — A) = det(—A) = (—1)"det(A).

cn_1: Beweis mit der Leibniz-Formel (Ubung). O]

Als Polynom vom Grad n hat das charakteristische Polynom P, hochstens n Nullstellen
in K (Korollar [5.26)). Nach Korollar [5.7] sind die Nullstellen von P4 genau die Eigenwerte
von A. Es folgt
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Bemerkung 5.33. Eine Matrix A € K™ hat hochstens n Eigenwerte. Analog gilt dies
fiir Endomorphismen f :V — V.

Lemma 5.34. Seien vy,...,v, € V Eigenvektoren eines Endomorphismus f:V — V zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., N, € K. Dann sind die Vektoren vy, ..., vy,
linear unabhdngig.

Beweis. Da Eigenvektoren ungleich 0 sind brauchen wir nur den Fall m > 2 zu betrachten.

Dann existiert ein maximales r € {2,...,m}, so dass vy, ..., v, linear unabhéngig sind. Zu
zeigen ist r = m.
Angenommen es gilt 7 < m. Dann ist also r+1 < m und vy, ..., v,4; sind linear abhéngig.
Seien aq, ..., a4 € K mit

a1V + ...+ U = 0. (%)

Wenden wir f auf diese Linearkombination an, so folgt
oAUy + o+ i A1V = 0.
Andererseits konnen wir mit A1 multiplizieren und erhalten
Q1A 101 + ot Q1 A1V = 0.
Subtrahieren wir diese Gleichung von der oberen, so folgt

(A = Ap)vr + o F a1 (A — A1) 01 = 0.

Da die Vektoren vy,...,v, linear unabhéngig und die Eigenwerte Aq,...,\, verschieden
von A4 sind, folgt

ay,...,0 =0.
Die Linearkombination muss daher trivial sein und somit sind vy, ..., v,y linear unab-
hangig, im Widerspruch zur Annahme r < m. O]

5.4 Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit

Sei K ein unendlicher Kérper (zum Beispiel K = Q,R,C) und V ein K-Vektorraum der
Dimension n € N. Sei f : V — V ein Endomorphismus und Py(X) = det(X -idy —f) €
K[X] dessen charakteristisches Polynom (normiertes Polynom vom Grad n).

Frage. Wann ist [ diagonalisierbar?
Aquivalente Frage. Wann besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von f?

Bemerkung 5.35. Wenn f diagonalisierbar ist, so zerfallt Py in Linearfaktoren in K[X].
Py hat also n Nullstellen in K (mit Vielfachheiten gezihlt).

Dieses Kriterium ist notwendig, aber nicht hinreichend.
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Beweis. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von Eigenvektoren. Seien Ay, ..., A, die zugehorigen
Figenwerte. Dann ist
A1
Mg(f) = . )
An
woraus
PrX)=(X—=X\) ...- (X = \)

folgt. ]

Satz 5.36 (Ein hinreichendes Kriterium). Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und
[V =V ein Endomorphismus. Das charakteristische Polynom Pr(X) besitze n paarweise
verschiedene Nullstellen in K. Dann gibt es eine Basis von V aus FEigenvektoren von f.

Beweis. Seien Ay, ..., A, die Nullstellen von Py (also die Eigenwerte von f). Seien vy, ..., v, €
V' Eigenvektoren zu Ay,...,\,. Nach Annahme sind die \; paarweise verschieden. Nach
Lemma sind dann die Eigenvektoren vy, ..., v, linear unabhingig. Da dim(V) = n
bilden sie eine Basis von V. [

Beispiel 5.37. Fir die Matrix C = (? ;) gilt

X-2 -1

Pc(X):det< 1 X _9

) = X? —4X +3=(X-3)(X —1).
Nach Satz ist C' diagonalisierbar.

Beispiel 5.38. Fir die Matrix A = (é 1) gilt

PA(X) = (X — 1)%

Das Polynom P, hat demnach eine Nullstelle mit Vielfachheit 2. Mit Satz ist keine
Aussage moglich.

Beispiel 5.39. Fiir die Matrix A = (? _01> gilt

Py(X) = X*+1.

Das Polynom P4 hat keine Nullstellen in R. Mit Satz ist (fir K = R) keine Aussa-
ge moglich. In C[X] gilt Ps(X) = (X +4)(X — 7). Nach Satz ist A daher tber C
diagonalisierbar.

Frage. Wann hat das charakteristische Polynom P; genau n verschiedene Nullstellen in
K?
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Antwort. Dies hangt von P; und vom Grundkorper K ab. Im allgemeinen muss ein Po-
lynom gar keine Nullstellen in K haben.

Beispiel 5.40. Das Polynom X2 + 1 € R[X] hat keine Nullstellen in R und das Polynom
X? — 2 € Q[X] hat keine Nullstellen in Q.

Definition 5.41. Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht konstante
Polynom in K[X] eine Nullstelle in K hat. Wegen Korollar impliziert dies, dass sich
jedes Polynom P € K[X] vom Grad n in der Form

P=C-(X—o) - (X—ag) ...- (X —ap)
schreiben lasst, wobei aq,...,a, € K und C' € K*.
Bemerkung 5.42.

i) Dann sind C' und ay, ..., a, eindeutig durch P bestimmt (Ubung).
Beispiel: C' = fithrender Koeffizient.

ii) Die Nullstellen sind genau die «;.
iii) Die «; miissen nicht verschieden sein.

Bemerkung 5.43. Ein Polynom P € K[X] vom Grad n > 0 iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper hat genau n Nullstellen (mit Vielfachheiten gezahlt).

Satz 5.44 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis wird zum Beispiel in den Vorlesungen Funktionentheorie und Algebra
gefiihrt. ]

Folgerung 5.45. Uber C lassen sich ,mehr® Matrizen diagonalisieren als iiber R oder Q.
Dieses Kriterium ist hinreichend, aber nicht notwendig.
Ziel. Ein hinreichendes und notwendiges Kriterium.
Definition 5.46. Der Figenraum von f zu X ist definiert als
Eig(f,\)={ve V]| f(v)=A-v}CV.

Dies ist ein Untervektorraum von V. Die Berechnung von Eig(f, \) besteht in der Losung
eines linearen Gleichungssystems. Es gilt:

A ist Eigenwert von f

& Eig(f,\) # {0}
< dim(Eig(f,\)) > 0.

Die geometrische Vielfachheit von A (beztglich f) ist definiert als dim(Eig(f, \)).
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Bemerkung 5.47. Es gilt stets

1(Pr, A) = dim(Eig(f, A)).

Beweis. Sei vy, ...,v, eine Basis des Eigenraums Eig(f, \). Ergénze diese zu einer Basis
B = (v1,...,Vp,Vp41,...,0,) von V. Die Koordinatenmatrix von f beziiglich B hat die
Form
A 0
" r

- o ) fuer

Pr(X) = (X =N\ -det(X - E,_, — A,

Es gilt daher

woraus
pw(Pp,A) >

folgt. ]
Beispiel 5.48. Fiir die Matrix A = ($§) € R**? und den Endomorphismus f = f4 gilt

Pu(X) = Pp(X) = X2

A hat nur den Eigenwert 0 mit algebraischer Vielfachheit u(P4,0) = 2. Der zugehorige
Eigenraum Eig(A, 0) ist die Losung des linearen Gleichungssystems

a5)-o
(0= (5 0)-(2) = (3) o

Eig(4,0) = R - (é) .

Fiir eine Losung (§) gilt

das heifit b = 0. Es folgt

Daher gilt
dim(Eig(4,0)) = 1.

Satz 5.49. Sei f :V — V eine Endomorphismus. Es sind dquivalent:
1) f ist diagonalisierbar.

2) i) Py zerfillt in K[X] vollstindig in Linearfaktoren (hat also mit Vielfachheiten
genau n = dim(V') Nullstellen in K ).
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i) Fir jede Nullstelle X von Py gilt
u(Py, \) = dim(Eig(f, 1)),
3) Sind A1, ..., N\ die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt
V =Eig(f,\) @ ... Eig(f, \).
Beweis. (1) = (2)“: Klar (wie Bemerkung |5.35]).
»(2) = (1)“: Wir konnen nach i) Py als Produkt von Linearfaktoren
Pr(X)=(X—=X)" ... (X =\)" € K[X]

schreiben, wobei Ay, ..., A, die paarweise verschiedenen Nullstellen von Py mit zugehorigen
algebraischen Vielfachheiten und n; = p(Py, A;) sind. Es gilt

n = Grad(Pr) =ni + ... +n,.
Nach ii) ist
n; = dim(Eig(f, \;)).
) eine Basis von Eig(f, \;) fiir i = 1,...,7. Wir betrachten das n-Tupel

B:(vg),... v U%Q),... v ...,UY),... v

? 7 ng 0 ? " ng ? TNy

Sei vgi), R

von Vektoren aus V.

Behauptung: B ist linear unabhéngig (und damit eine Basis aus Eigenvektoren).

(@)

Beweis: Seien a;” € K firi=1,...,rund j =1,...,n; mit

agl) . vil) + ...+ aslll) . v,(lll)

+a? @ 4 1 a® @

ng ng

+...+a§”-v§’“)+...+a§2-v<’”>:0.

Ny

Schreibe
wi=aol W 44 aﬁfi) : vffi) € Eig(f, \).
Dann gilt
wy+...+w,. =0.

Mit Lemma folgt

wy =...=w, =0,
das heif3t
agi) . vgi) +.+ O‘Sz? . vffl_) =0
fir alle 7 = 1,...,r. Da die Vektoren v](-i) fiir jedes ¢ linear unabhéngig sind folgt
04]@ =0
fir allei=1,...,r und y = 1,...,n;. Die Behauptung ist damit bewiesen.

»(1) = (3)“: klar.
»(3) = (1)“: Ubung. O
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5.5 Trigonalisierung

Definition 5.50. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus
f:V =V heilt trigonalisierbar, falls V' eine Basis B besitzt, so dass

a1 *

ME(f) =

eine obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 5.51. Fin Endomorphismus f :V — V ist genau dann trigonalisierbar, wenn Py €
K[ X] vollstandig in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis. ,=*: Klar.

L= Essel Pr(X)=(X—A)-...-(X —=\,) (wobei die \; nicht verschieden sein miissen).
Sei 0 # v, € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A;. Diesen kénnen wir zu einer Basis
v1, Vs, . ..,0, von V erganzen. Die darstellende Matrix von f beziiglich dieser Basis hat die

Form

(M ox )

Vo | 4 )
Dabei ist A die darstellende Matrix des folgenden Endomorphismus:
Sei W = Lin(vg,...,v,) C V, dim(W) =n — 1. Fir w € W gilt

Flw) = o+ t(w) o
W ek

mit eindeutig bestimmten @ € W und t(w) € K. Die Zuordnung

w— w=: g(w)
definiert einen Endomorphismus g : W — W. Die darstellende Matrix von g beziiglich der
Basis vy, ..., v, von W ist A und es gilt P;(X) = (X — Xa) - ... (X — A,). Per Induktion

nach n = dim(V’) konnen wir annehmen, dass A eine obere Dreiecksmatrix ist. O

Korollar 5.52. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K ist jeder Endomorphis-
mus eines endlichdimensionalen K -Vektorraums trigonalisierbar.

Bemerkung 5.53. Trigonalisierung ist nicht eindeutig.

Beispiel 5.54. Die obere Dreiecksmatrix (1) ist dhnlich zur oberen Dreiecksmatrix
a 0\ (1 1\ (a? 0\ (1 a
0 1/\0 1 0 1/ \0 1

fir a € K*.

Frage. Kann man durch zuséatzliche Bedingungen erreichen, dass die Transformation auf
obere Dreiecksgestalt eindeutig wird?

Diese Frage behandeln wir spater (im Kapitel zur Jordanschen Normalform).



102 Jan Hendrik Bruinier

6 Die Jordansche Normalform

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oo.

Definition 6.1.

i) Ein Polynom @ € K[X|\{0} teilt P € K[X], falls es ein A € K[X] gibt mit

Schreibe Q|P.

ii) P,Q € K[X] heiflen teilerfremd, falls die konstanten Polynome ungleich Null die
einzigen gemeinsamen Teiler von P und () sind.

Satz 6.2. Seien P, Q) € K[X] teilerfremd. Dann existieren A, B € K[X], so dass
AP+ BQ =1
gilt.
Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 6.3. Sei K algebraisch abgeschlossen. Dann sind P, @Q € K[X] genau dann
teilerfremd, wenn sie keine gemeinsamen Nullstellen in K haben.

Definition 6.4. Sei f : V — V ein Endomorphismus. Ein Unterraum W C V heifit
invariant, falls f(W) C W. In diesem Fall kann man f auf W einschrénken und erhélt eine
lineare Abbildung

Bemerkung 6.5. Sei W ein invarianter Unterraum von V und g = f|y. Dann ist P, ein
Teiler von Py in K[X].

Beweis. Ubung (H6). O

6.1 Der Satz von Cayley-Hamilton

Sei P = a,2" + a, 12" ' + ...+ ay € K[X] ein Polynom und f : V — V ein Endomor-
phismus. Wir kénnen f in P einsetzen, das heift

P(f) = anf™ + an-1f" " + ...+ agidy € End(V)

betrachten.
Hierbei schreiben wir auch f° = idy .
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Bemerkung 6.6. Das Einsetzen ist mit den Ringoperationen vertréglich, d.h. es gilt

(P +Q)(f) = P(f) + Q(f) und (P-Q)(f) = P(f) e Q(f)

fiur alle P,@ € K[X]. D.h. einfach, dass die Abbildung K[X] — End(V') gegeben durch
P +— P(f) ein Homomorphismus von Ringen ist. Ihr Bild K[f] = {P(f) | P € K[X]} ist
ein kommutativer Unterring von End(V).

Satz 6.7 (Cayley-Hamilton). Sei f : V. — V' ein Endomorphismus und Py € K[X]| das
charakteristische Polynom von f. Dann gilt

Ps(f) =0¢€ End(V),
das heifst P(f)(v) =0 fiir allev e V.

Beweis. Sei v € V. Es ist zu zeigen, dass Py(f)(v) = 0. Fir v = 0 ist dies klar. Sei v # 0.
Schritt 1:

Sei r € N minimal, so dass v, f(v), f>(v),..., f"(v) linear abhingig sind. Dann gibt es
oy -, o1 € K, sodass f7(v) = coutcr f(v)+. . .+¢,_1 f7H(v). Offenbar ist r < n = dim(V)
und v, f(v), f2(v),..., f7~(v) sind linear unabhéngig. Sei

U = Lin(v, f(v), f2(v),..., f'(v)) C V.

Offenbar ist B = (v, f(v), f*(v),..., f7*(v)) eine Basis des Unterraums U und U ist f-
invariant, das heif3t

flv € End(U).
Beziiglich der Basis B hat f|y die darstellende Matrix

0 Co

1 . c

A= M5(flv) = !
1 Cr—1

X —Cp
1 —C1
X
-1 X — Cr_1
= (X — Cr—l) : XT_I - Cr_g)(ﬂr_2 — CT_3XT_3 — — Cp
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Die Determinante wurde hierbei nach der letzten Spalte entwickelt. Es folgt

PflU(f)(U) = fr(v) - Cr—lfr_l(v> — ... le(v) — CpU = 0
Schritt 2:
Nach Bemerkung gilt Py, | P, das heifit es gibt ein Polynom @ € K[X] mit

Py(X) = Py (X) - Q(X).

Es folgt
Py (f)(v) = P, (f)(v) -Q(f)(v) = 0.

=0

6.2 Zerlegung in Hauptraume

Satz 6.8. Sei f: V — V ein Endomorphismus und P € K[X] ein Polynom mit P(f) =0
(zum Beispiel das charakteristische Polynom von f). Es sei P = P, - Py, € K[X]| mit
teilerfremden Faktoren Py, P, € K[X]. Dann gilt

V=Viel
mit
Vi = Kern(Fi(f))-
Die Raume V; sind f-invariant.
Beweis. Nach Satz [6.2] existieren A;, Ay € K[X] mit
Al‘P1+A2'P2:1.

Es folgt
Ai(f) o Pi(f) + Aa(f) o Po(f) =idy,

das heif3t
Ai(f) o Pi(f)(v) + As(f) o Pa(f)(v) = v

=:v2 =v1

fiir alle v € V. Nach Voraussetzung gilt
By(f)(v2) = Po(f) 0 As(f) o Pi(f)(v) = As(f) o P(f)(v) = 0,

——r
=0
das heifit
ve € Kern(Ps(f)).

Analog zeigt man
v € Kern(Py(f)),
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es folgt
V=Vi+h

Es bleibt noch Vi N'Vy = {0} zu zeigen. Fur v € Vi N V5, gilt

v=A1(f) o Pi(f)(v) +A5(f) o Pa(f)(v) = 0.

]

Bemerkung 6.9. Sei f: V — V ein nilpotenter Endomorphismus, das heifit f™ = 0 fur
ein m € N. Dann ist Pp(X) = X" mit n = dim(V').

Beweis.
/=0
= det(f)" =0
= det(f)=0

Da f linear ist, gibt es daher ein nicht-triviales Element im Kern von f, das heifit es gibt
einen Eigenvektor zum Eigenwert 0. Erginze v zu einer Basis B = (v, by, ...,b,) von V.
Die darstellende Matrix ist

wobei A’ € K(=Ux(=1) pilpotent ist. Bs gilt
Pp(X) = X - Pa(X),
per Induktion nach dim(V") folgt die Behauptung. O

Definition 6.10. Sei f : V — V ein Endomorphismus, A ein Eigenwert von f und r € N.
Der r-te verallgemeinerte Figenraum von f zum Eigenwert X ist definiert als

Eig,.(f, ) = Kern((f — Aidy)").
Bemerkung 6.11.

i) Fir r = 1 erhdlt man den gewohnlichen Eigenraum,

ii) Eig,(f,A) ist f-invariant.

iii) Es gilt Eig,(f,\) C Eig,(f, A\) C Eigs(f,A\) C ...
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iv) Da V endlichdimensional ist, existiert ein N € N mit

ElgN(f: )‘) = EigN+1(f7 >‘) =
das heifit, dass die Inklusionskette stationir wird. Dann heif3t
Hau(f) /\) = ElgN(fa )‘) = U Elgr(f7 /\)
r=1
Hauptraum von f zum Eigenwert .
Bemerkung 6.12. Sei A ein Eigenwert von f mit algebraischer Vielfachheit m.
i) Dann gilt dim(Eig,.(f,\)) < m.

ii) Die Einschrankung ¢ von f auf Eig,(f, A) hat das charakteristische Polynom P,(X) =
(X — A)* mit p = dim(Eig,.(f,\)).

Beweis. ii): Sei W = Eig,.(f,A), g : W — W die Einschrankung von f auf W. Nach der
Definition von W gilt
(g — )\ldw)r = O,

das heifit g — Nidy € End(W) ist nilpotent. Nach Bemerkung [6.9| gilt P,_xia,, (X) = X#
mit p = dim(W). Es folgt

Py(X) = det(X idw —g)

— det((X — A)idyw —(g — Midy))
= Py_xidy (X — )
— (X -

i): W = Eig,.(f,A) ist nach Bemerkung f-invariant. Nach Bemerkung ist P, ein
Teiler von Py. Daraus folgt p < m. O

Satz 6.13. Das charakteristische Polynom Py von f zerfalle in Linearfaktoren,
Pr= (X —A)™ .- (X = Xp)™
mit \i # \; fiiri # j. Dann gilt
V = Eig,,, (f, A1) © ... @ Eig,, (f, Ax)-
Durch Einschrinken von f erhdlt man Endomorphismen
fi - Eig,,. (f, M) — Eig,,.(f, M)

und es gilt
Py(X) = (X = A)™ € K[X].
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Beweis. Induktion nach k:

k = 1: Hier ist Py(X) = (X — A\)™ = (X — A)". Nach dem Satz von Cayley-Hamilton
(Satz gilt Ps(f) = 0 € End(V). Dies bedeutet gerade, dass (f — A1)" = 0, woraus
Eig,(f, \1) =V folgt.

Sei nun k > 1: Wir faktorisieren Py(X) = P;(X) - Po(X) mit

PX) = (X =)™,
Po(X) = (X — Xo)™ - . (X — A)™.

Die Polynome P; und P, sind teilerfremd und nach Satz gilt
V=Vielh

mit

Vi = Kemn(Pi(f)) = Kemn((f — Aidy)™) = Eig,,,, (f, A1),

V2 = Kern(P(f)).
Sei f1 = flv, : Vi = V4. Nach Bemerkung gilt

Pp (X) = (X = A"

mit ¢ < my. Da V; und V, f-invariant sind mit V' = V; @ Vs, gilt Pr(X) = Py, - Py, -

Behauptung: pu = m;.

Angenommen die Behauptung gilt nicht, das heifit u < m;. Dann gilt (X — Ay)| Py, , das
heiit \; ist eine Nullstelle von Pf|v2' Daraus folgt, dass A; ein Eigenwert von f|y, : Vo — V5
ist. Es existiert daher ein Vektor 0 # vy € V5 mit f(vg) = A\jvy. Weiterhin gilt

ve € Kern(f — Ay idy) € Kern((f — Ay idy)™) = V4.

Es folgt

0£veVinly,
was im Widerspruch zu V = V; @& V5 steht. Es folgt die Behauptung.
Da p = m; folgt

Pr(X)=(X-M)'=(X-\)™ =P,
Py, (X) = Ry(X).

Per Induktion kénnen wir annehmen, dass die Behauptung fiir V5 und f|y, bereits bewiesen
ist. Es folgt die Behauptung fiir V und f. ]
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Bemerkung 6.14. Py zerfalle in Linearfaktoren. Sei A ein Eigenwert von f mit algebrai-
scher Vielfachheit m. Dann gilt fiir alle r > m

dim(Eig,(f,A)) = m.
Insbesondere gilt, dass Hau(f, \) = Eig,,(f, A).
Beweis. Folgt aus Bemerkung [6.12] (i) und Satz |6.13] O

Satz 6.15. Sei f : V. — V ein Endomorphismus und Py zerfalle in Linearfaktoren. Es
sind dquivalent:

i) f ist diagonalisierbar.
it) Fir alle Figenwerte A von f gilt Eig(f, \) = Hau(f, \).

Beweis. (i1) = (i): Nach Satz und der Voraussetzung gilt
V =Hau(f, \1) & ... ® Hau(f, \r) = Eig(f,\1) @ ... & Eig(f, \¢).

Dann ist f bereits diagonalisierbar.

(i) = (i1): Da f diagonalisierbar ist, gilt nach Satz und Bemerkung (6.14
dim(Eig(f, \)) = u( Py, A) = dim(Hau(f, \)).
Da Eig(f, ) C Hau(f, \) folgt daraus Eig(f, \) = Hau(f, A). O

Korollar 6.16. Sei f : V. — V ein diagonalisierbarer Endomorphismus und W C V' ein
invarianter Unterraum. Dann ist auch fly : W — W diagonalisierbar.

Beweis. Sei g = f |we End(W). Da f diagonalisierbar ist zerféllt P, iiber K in Line-
arfaktoren. Da dann P, ein Teiler von Py ist, muss auch P, iiber K in Linearfaktoren
zerfallen.

Wir zeigen nun, dass ii) in fiir ¢ erfillt ist. Wir haben die Inklusionen
Eig(g,A) C Hau(g, A) C Hau(f, A) = Eig(f, A).

Sei w € Hau(g,\). Da Hau(f,\) = Eig(f,\) gilt, ist g(w) = f(w) = Aw fur alle w €
Hau(g,A) und damit bereits Hau(g,\) C Eig(g,A) womit die Gleichheit Hau(g,\) =

Eig(g, \) gezeigt ist. O
Satz 6.17. Seien fi,..., fm € End(V) diagonalisierbar und es gelte fio f; = fjo fi fir alle
1,7. Dann konnen fi,..., fm simultan diagonalisiert werden, das heifit es existiert eine
Basis vq,...,v, von V, so dass jedes v; ein Eigenvektor aller f; (firi = 1,...,n, und

j=1,...,m) ist.



Lineare Algebra 109

Beweis. Hier beweisen wir nur den Fall m = 2. Sei f := fi, g := f5. Seien A{,..., \; die

Eigenwerte von f und
Vi = Eig(f, Ai).

Behauptung: V; ist g-invariant.
Sei v € V; (das heifit f(v) = \v). Es gilt
flg(v)) = g(f(v)) = g(Xiv) = Xig(v).
Dies bedeutet gerade, dass g(v) € Eig(f, \;) = Vi, der Raum V; ist also g-invariant.

Mit Korollar folgt, dass g|y, fir alle i = 1, ...,k diagonalisierbar ist. Man erhélt eine
Basis von Eigenvektoren von ¢, die automatisch auch Eigenvektoren von f sind. ]

Korollar 6.18. Sind f,g € End(V') diagonalisierbar und vertauschbar, so sind auch fog
und f £ g diagonalisierbar.

Beweis. Ubung. [

6.3 Die Jordan-Zerlegung

Sei f : V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V. Das charakteristische Polynom
Py € K[X] zerfalle in Linearfaktoren

Pr(X)= (X = A)™ .- (X = Ap)™
mit \; # \g fir ¢ # j. Nach Satz gilt
V=We&...oV

mit
Vi = Hau(f, \;) = Eig,,.(f, M)

Es sei
pi: V=V

der Projektionsoperator auf V;, das heifit die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit

v, fallsv eV,
pi(v) = .
0, fallsveV;, j#u.

Fiarv=v,+ ... +v; mit v; € V; ist also
pi(v) = v;.

Die p; sind offensichtlich diagonalisierbar und kommutieren miteinander.
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Bemerkung 6.19. Der Projektionsoperator p; lasst sich als Polynom in f mit Koeffizienten
in K darstellen.

Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢+ = 1. Wir faktorisieren Py = P, - P,
mit

PL(X) = (X =)™,
Py(X) = (X —Xg)™ ..o (X = X\p)™.
Die Polynome P; und P, sind teilerfremd. Nach Satz existieren @1, Q2 € K[X] mit
Q1 P+ Q2 P =1¢€ K[X] (%)
Nach Satz gilt V1 = Kern(Py(f)). Es folgt py = (Q2 - P2)(f), denn fir v € V; gilt

Qs+ B)(N)(w) 2w = (Qr- P)(f)(w)
=V — Ql(f) S Pl(f)(”)

und fiir v € V; mit i = 2,...,k gilt nach Satz[6.13
v eV, =Kern((f — N\ idy)™) C Kern(Py(f)),
das heifit Py(f)(v) = 0. O

Satz 6.20 (Jordan-Zerlegung). Sei f € End(V) und Py € K[X] zerfalle in Linearfaktoren
in K[X]. Dann existiert eine Zerlegung

f=g9+h

mit g,h € End(V) wobei g diagonalisierbar, h nilpotent und g o h = h o g. Eine solche
Zerlequng ist eindeutig und g, h sind Polynome in f mit Koeffizienten in K.

Beweis.
Existenz: Mit den Eigenwerten Ay, ..., A\x und den Projektionsoperatoren py, ..., p; defi-
nieren wir

Per Konstruktion ist g diagonalisierbar und nach Bemerkung [6.19|ist g ein Polynom in f
mit Koeffizienten in K. Sei

h=f—g.
Dann ist auch A ein Polynom in f mit Koeffizienten in K.

Es ist noch zu zeigen, dass h nilpotent ist. Da V; fiir alle ¢ = 1,...,k ein h-invarianter
Raum ist, gentigt es zu zeigen, dass

hlv. € End(V})
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nilpotent ist. Es gilt
hlv, = flv. = Aiidy, = (f = Asidy)
Wegen V; = Kern((f — \;idy)™) gilt (h

Findeutigkeit: Sei f = g + h eine Zerlegung von f mit g diagonalisierbar, h nilpotent und
g, h seien Polynome in f mit Koeffizienten in K. Sei f = ¢’ + h' eine zweite Zerlegung mit
¢’ diagonalisierbar, h’ nilpotent und ¢’, A’ vertauschbar (nicht notwendigerweise Polynome
in f). Da ¢’ und A’ vertauschbar sind, vertauschen sie auch mit f = ¢’ + h’. Da g und h
Polynome in f sind, vertauschen ¢’ und A’ dann auch mit g und h. Aus g+h=f=¢'+h’
folgt

Vi

v,)™ =0, das heifit h|y; ist nilpotent.

g—g =h"—h.

Die Endomorphismen g, ¢’ sind diagonalisierbar und vertauschen. Nach Korollar ist
daher auch g— ¢’ diagonalisierbar. Die Endomorphismen h, i’ sind nilpotent und vertausch-
bar. Dann ist auch A’ — h nilpotent, denn in der Summe

o= =3 (V) ayon

ist, fiir N grof genug, in jedem Summanden (h')" oder hV~% gleich 0. Damit ist g — ¢
diagonalisierbar und nilpotent, das heifit alle Eigenwerte von g — ¢’ sind 0. Es folgt g = ¢’
und h = H'. O

Korollar 6.21. Sei A € K™*". Das charkteristische Polynom Py € KI[X] zerfalle in
Linearfaktoren

Py(X) = (X =)™ o (X = X)),
wobei \; # A; fir i # j. Dann existiert eine Matriz S € GL,,(K), so dass

4
SAS = ,
Ch

wobei die Blocke C; € K™ ™ obere Dreiecksmatrizen der folgenden Gestalt sind:

)‘i * *

*

Ai

Beweis. Ubung. [

6.4 Zyklische Vektoren

Zyklische Vektoren sind das ,,Gegenteil“ von Eigenvektoren.
Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus.
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Definition 6.22. Ein Vektor a € V heifit zyklisch beziiglich f, falls
V = Lin(a, f(a), f*(a),...).
Falls V einen zyklischen Vektor besitzt, so nennt man (V, f) zyklisch.
Beispiel 6.23. Fiir a € V ist
Via) :=={P(f)(a)| P € K[X]}
der von a erzeugte zyklische Untervektorraum. Fir aq,...,a, € V ist
Viay,...,am) =V(a) + ...+ V(ay)

der kleinste Untervektorraum von V' der V(ay), ...,V (a,,) enthilt. Fir geeignete Vektoren
ai,...,a, €V (zum Beispiel eine Basis) gilt V = V(ay,...,an).

Satz 6.24. Es existiert eine Zerleqgung
V=Vie...eV,
so dass fir allei =1,...,m gilt:
i) Vi ist f-invariant, so dass f; := f|y, € End(V}),
it) (Vi, f) ist zyklisch.
Beweis. Durch Induktion nach dim (V). Falls dim(V') = 1, ist die Aussage klar.

Sei nun dim(V') > 1 und die Behauptung bewiesen fiir Vektorraume kleinerer Dimension.

Schritt 1: Es sei m € N die minimale Anzahl von Erzeugern von V' als K[f]-Modul. Das
heifit, m sei minimal, so dass es aq,...,a,, € V mit

V = V(al,...,am)
gibt. Im Allgemeinen gibt es dann viele solche m-Tupel und die Summenzerlegung
V=V()+...+V(ian)

ist im Allgemeinen nicht direkt. Wir zeigen nun, dass die Summe fiir eine geeignete Wahl
von aq,...,a, €V direkt ist.

Schritt 2: Fine Relation zu (aq,...,a,) ist ein m-Tupel (Ry,..., R,,) von Polynomen in
K[X] so dass

Ry(f)(a1) + ...+ Ru(f)(am) =0
gilt. Man kann zum Beispiel Ry = ... = R,, = Py wéhlen. Ist (Ry,..., R,,) eine nicht-
triviale Relation, so heift

min{Grad(R;) | i=1,...,m, R; #0} € Ny
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der Grad der Relation. Es sei d € Ny minimal mit der Eigenschaft:

Es gibt ay,...,a, € V mit V =V(ay,...,a,) und
eine nicht-triviale Relation (Ry, ..., Ry,) zu (a4, ..., a,) vom Grad d.

Sei (Ry, ..., R,,) eine solche Relation mit minimalem Grad d und ohne Beschrankung der
Allgemeinheit Ry # 0 und Grad(R;) = d.

Behauptung: Bei geeigneter Wahl von (a4, ..., a,,) konnen wir sogar erreichen, dass

(und Ry # 0, Grad(R;) = d).
Denn: Falls Ry # 0, so wahle A, B € K[X] mit

R2 - ARl —f- B
und Grad(B) < Grad(R;). Setze

by = ay + A(f)(az),

bi:CLi

fir i =2,...,m und
S’1:]%17
SQ:RQ—ARlzB,

fir i = 3,...,m. Dann gilt V =V (by,...,b,) und

S1(f)(01) + -+ S () (b)) = 0,

das heiBt (Si,...,S,) ist eine nicht-triviale Relation zu (by, ..., b,,). Weiterhin gilt dann
B = 0, denn sonst wére (S1,...,5,,) eine Relation mit Grad kleiner als d, was der Mini-
malitdt von d widerspriache. Auf diese Weise erreicht man Ry = 0 und analog Ry = ... =

R, =0.

Schritt 3: Sei (Ry, ..., R,) eine Relation mit der Form wie in der obigen Behauptung. Es
ist also insbesondere R;(f)(a;) = 0.

Behauptung: Es gilt V(a1) NV (aqg, ..., a,) = {0}.

Sei dazu P, € K[X] mit
Pl(f)<a1) € V(CLQ, PN ,am).

Dann existieren P, ..., P, € K[X] mit

Pi(f)(a1) + ...+ Pu(f)(am) = 0.
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Wie in Schritt 2 ziehen wir ein Vielfaches der Relation R;(f)(a;) = 0 ab, nutzen Division
mit Rest und die Minimalitat der Relation Ri(f)(a;) = 0, um zu zeigen, dass P, durch R;
teilbar ist. Daraus folgt Pi(f)(a1) = 0 und damit die Behauptung.

Schritt 4: Wir haben nun
V=V(a)®V(a,...,an).

Da dim V' (as, ..., an,) < dim(V), folgt die Behauptung per Induktion. O

Wir betrachten nun die die Zerlegung in zyklische Untervektorraume speziell fiir nilpotente
Endomorphismen.

Sei V' ein K-Vektorraum mit n = dim(V) < oo.

Bemerkung 6.25. Ein Endomorphismus ist genau dann nilpotent, wenn Pp(X) = X™.

Beweis. ,=“: Bemerkung [6.9]
»<=*“: Sel Py(X) = X™. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (Satz gilt

f"=P(f) =0,
das heifit f ist nilpotent. ]

Satz 6.26. Sei f : V — V ein nilpotenter Endomorphismus und (V, f) sei zyklisch. Dann
existiert eine Basis B von 'V, so dass die darstellende Matriz MB(f) die Form

0 1 0
1
0 0

hat.

Beweis. Sei a € V ein zyklischer Vektor. Es ist Py(X) = X™ mit n = dim (V') (Bemerkung
6.27)). Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt f™ = 0 und es folgt f"(a) = 0 fiir alle
r > n. Damit ist f""'(a), f""2(a),..., f(a),a ein Erzeugendensystem des Vektorraums V.
Da dies genau n = dim(V") Vektoren sind, bilden diese eine Basis. Beziiglich dieser hat die
darstellende Matrix die geforderte Form. ]

Satz 6.27. Sei f : 'V — V ein nilpotenter Endomorphismus und sei V =V, & ... dV,
eine Zerlegung von V in f-invariante zyklische Unterraume, so dass

dim(Vy) > dim(V4) > ... > dim(V},).

Dann sind m und das Tupel (dim(V}),...,dim(V,,)) eindeutig durch f bestimmit.



Lineare Algebra 115

Beweis. Flur den Beweis bezeichnen wir fur a € V' die Grofle
h(a) :=dim(V(a)) € Ny

als die Hohe von a. Nach Satz ist h(a) = min{r € Ng| f"(a) =0}. Ista = a;+...4+an
mit a; € V;, so gilt
h(a;) < h(a)

fiur alle i = 1,...,m und es existiert ein ¢ mit h(a;) = h(a).
Sei a € V mit V(a) = V1. Wegen dim(V;) > dim(V;) ist a ein Element maximaler Héhe in
V.SeiV=W;®...& W eine zweite Zerlegung in f-invariante zyklische Unterraume mit

dim(W;) > dim(Ws) > ... > dim(Wy).

Wir schreiben
a=w;+...+wg

mit w; € W;. Es existiert ein ¢ mit h(w;) = h(a). Weil a maximale Hohe hat gilt dann
h(a) = h(w;) < dim(W;) < dim(Wi_;) < ... < dim(W,) < h(a).
Es folgt die Gleichheit
dim(W;) = dim(W;_1) = ... = dim(W;) = h(a) = h(w;).
Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ = 1, das heifit
h(wy) = h(a) = dim(W;) = dim(V}).

Es gilt
wi=a—wy—...—wxg EVi+(Wad...0W,).
Fir alle r € Ny gilt dann
ffw) eVi+ (Wod...0Wy).

Dies bedeutet
W1 C%+(W2€BEBW]C)J

woraus

V:VYI‘F(WQ@...@W;C)
folgt. Aus Dimensionsgriinden ist die Summe direkt, also
WQ(WQ@...@Wk):{O}. (*)

Esseip: V = Vo&...d YV, die Projektion auf den zweiten Summanden der Zerlegung
V=V&(Vad...®V,,). Insbesondere ist Kern(p) = V;. Die Einschrankung o = plw,e._ew,
definiert eine lineare Abbildung

o Wo®..oW, > Vod...8V,,.
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Wegen (|« ist Kern(o) = {0}, das heifit o ist injektiv. Aus Dimensionsgriinden ist o dann
auch surjektiv, also ein Isomorphismus. Wir erhalten die zwei Zerlegungen

Vod..oV,=cWa)®...0a(Wy)
in fly,e. ev,-invariante zyklische Unterrdume. Per Induktion nach dim(V') folgt & = m

und dim(V3) = dim(Ws), ..., dim(V;,) = dim(W,,). O

6.5 Die Jordansche Normalform

Erinnerung: Eine r x r Matrix J heifit Jordanblock zum Eigenwert A € K, falls sie von
der Form

Al 0
J:

1

0 A

ist. Eine Matrix aus K™*" ist in Jordanscher Normalform, falls sie eine Block-Diagonalmatrix
der Form

Ji 0
J
0 Im,
ist, wobei die J; Jordanblécke (moglicherweise unterschiedlicher Grofie) sind.

Beispiel 6.28 (Jordanblocke).

r=1: (A)

Al
r=2: (0 /\>
A1 O
r=3: 0 X 1
0 0 X

Satz 6.29 (Jordansche Normalform). Sei f : V' — V' ein Endomorphismus. Wenn Py €
K[X] vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt, so gibt es eine Basis B von V', so dass ME(f)
in Jordanscher Normalform ist. Die Matriz ist dann durch f (bis auf die Reihenfolge der
Jordanblicke) eindeutig bestimmdt.

Beweis. FEzistenz: Nach Satz konnen wir V' zunéchst in die Hauptraume von f zerlegen:

V = Hau(f, )\1) EB e EB Hau(f, )\k)
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Es gentigt daher, die einzelnen Hauptraume zu betrachten. Ohne Beschrénkung der Allge-
meinheit hat f dann nur einen Eigenwert A und f — Aid ist nilpotent. Es gentigt, f — Aid
zu betrachten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist f dann nilpotent. Nach Satz
hat V' eine Zerlegung in f-invariante zyklische Teilrdume

V=V&...oV,,

ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei daher f nilpotent und (V) f) zyklisch. In diesem
Fall folgt die Behauptung aus Satz [6.26]

Eindeutigkeit: Es sei eine Basis B gegeben, so dass M2(f) Jordansche Normalform hat.
Fasst man alle Jordanblocke zu einem festen Eigenwert zusammen, so erhélt man die
darstellende Matrix von f eingeschrankt auf den zugehorigen Hauptraum Hau(f, \). Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit habe f nur einen Eigenwert A. Wieder betrachten wir

ME(f = Nid) = ME(f) — AE,

ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist f somit nilpotent. Die Jordanblécke entsprechen
f-invarianten zyklischen Unterrdumen. Die Eindeutigkeit folgt nun aus Satz [6.27] O

Korollar 6.30. Sei A € K™ und Py € K[X] zerfalle in Linearfaktoren. Dann existiert
S € GL(n, K), so dass
SAS™!

in Jordanscher Normalform ist. Die Normalformmatriz ist bis auf die Reihenfolge der
Jordanblocke eindeutig bestimmd.

Bestimmung der Jordanschen Normalform eines Endomorphismus f:V — V:

1. Berechne das charakteristische Polynom und faktorisiere es in Linearfaktoren

Pr(X) = (X — A)™ -+ (X =A™

2. Bestimme die Hauptraume

Hau(f, \;) = Eig,,,(f, Ai) = Kern((f — A;idy)™).

3. Es geniigt die einzelnen Hauptraume zu betrachten. Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit hat f nur einen Eigenwert A und

Py(X) = (X = A"

4. Es geniigt f — \id zu betrachten. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit ist f nilpo-
tent und
Pr(X) =X".
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Es existiert eine Basis B von V', so dass

J(dy)
A=ME(f) = . e Kmn,
J(dn)
0 1 0
Jay=| 7 |exrm
o
0 0

Dabei ist m Anzahl der Jordanblécke und
Rang(A) =n — m.

Es gilt

d—k k<d

0, k> d.

Sei 8y = #{i| d; = d} die Anzahl der Jordanblécke der Lange d. Es folgt

Rang(J(d)*) = {

Rang(A*) = Rang(f*) = ZRang = Ba-(
d>k

Damit kann man die Anzahl 3, rekursiv berechnen.
i) Angenommen A* = 0 (zum Beispiel k = n). Dann gilt

0 = Rang(A*) = Zﬁd- —

>k X7 >0 >O

woraus g = 0 fiir alle d > k folgt.
ii) Es gilt
Rang(A*™1) = > Ba-(d—Ek+1)=py.

d>k—1
iii) Es gilt
Rang(A* )= Y By (d—k+2) =B 2+ B,
d>k—2
woraus

Be-1 = Rang(A*?) — 24,
folgt.

Allgemein gilt '
By = Rang(f'™") — 2011 — 3Bjr2 — - -
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Bestimmung einer Jordanbasis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist f ein nilpotenter Endomorphismus, das heifit
Pi(X) = X" Essei d € Nmit f? =0 # f9!. Dann gibt es keine Jordanblocke der
Lange groBer d und 34 = Rang(f?"!) Jordanblécke der Linge d. Seien vy, ..., v, linear
unabhéngig, so dass

V=(Kv&...® Kuvg,)®Kern(f1).

Setze

Md = {Ul, Ce 7Uﬁd}7
By = MgU f(My)U...U f¥(My).

Dann ist By linear unabhéngig und B, U {0} ist f-invariant. Der Untervektorraum
Vy := Lin(By)
ist daher f-invariant und f|y, : V3 — Vj hat beziiglich der Basis
(f5 o), 772 (0n), .o, f (), v, - ,fd_l(v/gd), S, 08)

von V; die darstellende Matrix
J(d)

J(d)

mit 3; Jordanblcken. Betrachte nun ein Komplement zu Vy + Kern(f?=2) in Kern(f4-1).
Die Dimension ist gerade B4_1. Sei My_; eine Basis des Komplements. Setze

By = Mgy U f(Mg_1)U... U f97(My_y).
By_1 ist linear unabhéngig und By_; U {0} ist f-invariant. Der Untervektorraum
Vd—l = Lin(Bd_l)

ist daher f-invariant. Nach Umnummerierung von By_; hat die darstellende Matrix von
flvi_y : Vaer — Va_y die Gestalt

J(d—1)
J(d—1)

mit 34 ; Jordanblocken. Betrachte nun ein Komplement zu Vy + V1 + Kern(f?3) in
Kern(f4-2).

Durch zusammenfiigen von By, By 1, ..., By erhédlt man eine Jordanbasis.
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Ein explizites Beispiel:

Betrachte die Matrix

3 4 3
A=1-1 0 -1
1 2 3

Es ist
PA(X) =det(X - FE — A)
= (X —3)2X +4+6+2(X —3)+4(X —3)-3X
(X -2
das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren und es gibt nur einen Eigenwert,

niamlich 2. Hieraus folgt, dass der Hauptraum zum Eigenwert 2 der ganze Raum, K3, sein
muss. Die Matrix

1 4 3
B:=A-2F=|-1 -2 -1
1 2 1
ist nilpotent. In der Tat:
0 2 2
B*=|(0 -2 -2,
0o 2 2
B*=0
Es ist
Rang(B) = 2,
Rang(B?) = 1,
Rang(B*) = 0.

Daraus folgt 8; = 0 fiir alle d > 3 und 3 = Rang(B?) = 1. Es gibt daher genau einen
Jordanblock der Léange 3, die Jordan-Normalform von B ist

010
0 01
000

Die Jordan-Normalform von A = B 4+ 2F ist dann
2 1 0
0 21
00 2
Kontrolle:
Po = Rang(B) — 203 =2—-2-1=0,
B1 = Rang(B%) — 28, =333 =3—-0—3 =0.
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Bestimmung einer Jordanbasis:

Es gilt B> =0 # B? (d = 3) und

0 2 2 1 0
Kern(B?) = Kern (0 —2 2) = Lin ((0) : ( 1 )) :
0 2 2 0/ \-1

((5)-(3)-(1) Bs gilt

010
MEB)=[0 0 1],
000
2 10
MEA) =10 2 1
00 2
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7 Linear- und Bilinearformen

7.1 Linearformen und der Dualraum

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Definition 7.1. Eine lineare Abbildung f : V — K heifit Linearform. Die Menge V* :=
Hom(V, K) aller Linearformen auf V' heifit Dualraum von V. Der Dualraum V* ist ein
K-Vektorraum.

Bemerkung 7.2. Ist V' endlichdimensional, so gilt dim(V') = dim(V™*).

Beweis. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V' und nehme 1 als Basis des K-Vektorraums
K. Zu einem Homomorphismus f : V — K betrachten wir die Koordinatenmatrix

A= MP(f)=(ai,...,a,) € K"
wobei

a; = f(b;).

Sei £ = (ey,...,e,) die Standardbasis von K™ und op : K™ — V die lineare Abbildung
mit e; — b;. Dann haben wir das kommutative Diagramm

v f

0B

K
|idK
K

Kn

z— Az

und wir erhalten einen Isomorphismus
dp:V* = K" fes MP(f).
O

Definition 7.3. Die zur Basis B von V' duale Basis B* = (b},...,b}) besteht aus den
eindeutig bestimmten Linearformen b, fiir die

* 17 l:.]a
b; (b;) = dij = {

furi,j € {1,...,n} gilt. Es gilt also
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Bemerkung 7.4. Fir V = K" = K™! und B = E kommutiert das folgende Diagramm
von Isomorphismen

e; — 6: dg 6? — 62
K" (Kn)* len
x> at

Definition 7.5 (Dual einer linearen Abbildung). Sei h : V' — W eine lineare Abbildung.
Die zu h duale (transponierte) Abbildung ist definiert durch

R W* = V* bW (f)=foh.
Bemerkung 7.6. Sind h; : V — W und hy : W — X lineare Abbildungen, so gilt
(hg o hy)" = hj o hj.
Ist h: V — W ein Isomorphismus, so auch ~A* : W* — V* und es gilt (h*)~! = (h71)*.
Beweis. Ubung. [

Lemma 7.7. Sei f : V. — W linear, B = (by,...,b,) eine Basis von V und C =
(¢1,...,¢n) eine Basis von W. Sei f*: W* — V* die duale Abbildung zu f und C*, B* die
dualen Basen. Ist

A= ME(f),

so gilt
Al = MG (F).

Beweis. Ubung. [
Wir erhalten als Korollar zwei Identitaten, die uns schon gut bekannt sind.
Korollar 7.8. Fir Matrizen A und B gilt

(AB)! = B'A!
und

(At)fl — (Afl)t
falls A invertierbar ist.
Definiere ein ,Produkt®

(«,-):V'xV = K,
(fs2) = (f,2) = f(x).
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e Dies ist eine bilineare Abbildung, das heif3t

<f1 +f27x> = <f1,l’> + <f2,ZL‘>,
<f,$1+ZL’2> = <f,l’1>+ <f,$2>,
(Af.z) = Mf,z) = (f, M)

fur f, f1,fo € V¥, z,x1,20 € V und )\ € K.
e Ist h: V — W linear und f € W*, so ist h*(f) € V* und

(h*(f),x) = (f, h(z)).
Definition 7.9. Sind f € V* und x € V mit

{f,x) =0,

so heifit f orthogonal zu x. Schreibe ., f L x“ Ist M C V eine Teilmenge, so sei der
Untervektorraum

MY ={feV*| (f,z)=0firallexz € M} C V*

das orthogonale Komplement oder der Annulator von M. Ist F© C V* eine Teilmenge, so
sei der Untervektorraum

FO={zeV|(fz)=0firalle fe F} CV
das orthogonale Komplement oder Annulator von F.
Bemerkung 7.10. Fur M, My, My, C V gilt
i) My c My = MJcC M,
ii) M° = (Lin(M))°,
i) M < M,
iv) M° c MO,

Weiterhin folgt aus iv) zusammen mit i) und iii) bereits, dass M° = M gilt.
Analoge Aussagen gelten fir F, Fy, Fy, € V*. Fir Teilrdume M, My C V beziehungsweise
Fi, Fy, e V™ gilt

(M, + My)° = M} N MY,
M} + M3 c (M, N Ms)°.
Lemma 7.11. Sei V' ein endlichdimensionaler K - Vektorraum und M C 'V eine Teilmenge.

Es gilt
dim(M°) = dim(V) — dim(Lin(M)).
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Beweis. Sei U = Lin(M). Wegen U° = M? reicht es, dim(U°) = dim(V) — dim(U) zu

zeigen. Sei m = dim(U) und n = dim(V). Sei (by, ..., b,,) eine Basis von U. Setze diese zu
einer Basis (b1, ...,bm,bme1,--.,b,) von V fort. Betrachte die duale Basis (b7, ...,b") von
%8

Behauptung: b%, 4, ..., b} bilden eine Basis von U°.

Sei f =", z;bf € V* beliebig. Es gilt
fel’ & (fib;)=0 firalle j=1,...,m

& z;=0 firalle j=1,...,m,
woraus die Behauptung folgt. ]
Der Raum V** := (V*)* heifit Bidualraum von V. Wir haben die lineare Abbildung

V->V™ x—z,
wobei Z die Abbildung “Auswerten an z” ist, d.h.
PV K, a(f) = f(z) = (fa).

Bemerkung 7.12. Die Abbildung V' — V** x — & ist injektiv.

Beweis. Es reicht, x # 0 = & # 0, zu zeigen. Sei dazu b; = x # 0 beliebig. Ergénze dies
zu einer Basis B von V. Fir f = b} aus der dualen Basis B* von V* gilt (f,z) = f(z) =
bi(b1) =1 # 0, woraus & # 0 folgt. O

Bemerkung 7.13. Ist dim(V) < oo, so ist V' — V**| 2+ & ein kanonischer Isomorphis-
mus.

Satz 7.14 (Dualitétssatz). Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum. Dann ist
() VIxXV =K, (f,2) = ({f,x) = f(z)
nicht ausgeartet, das heifst
(f,x) =0 firallexeV = f=0,
(f,x) =0 fir alle f€eV* = x=0.
Fur einen Teilraum M C 'V gilt
dim(M°) = dim(V) — dim(M).

Beweis. Falls (f,z) = 0 ist fir alle x € V, so heifit dies f(z) = 0 fur alle z € V, also
ist f = 0. Falls (f,z) = 0 ist fiir alle f € V** so ist £ = 0 und somit x = 0 nach
Bemerkung [7.13] Die Zusatzaussage iiber die Dimensionen haben wir bereits in Lemma
[L11] bewiesen. O

Folgerung 7.15. Ist V endlich-dimensional und U C V' ein Teilraum, so gilt U = U,
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7.2 Bilinearformen
Sei K ein Korper.

Definition 7.16. Seien V, W K-Vektorraume. Eine Abbildung 5 : V x W — K heif}t eine
Bilinearform, falls § linear in beiden Variablen ist, das heif3t

Bla +a',y) = Bz,y) + B, y),
Blz,y+y) = B(z,y) + B(z.y),
Bz, y) = AB(z,y) = Bz, Ay)
fir z,2" € V, y,y € W und X\ € K. Die Bilinearform heifit nicht ausgeartet in der ersten

Variablen, falls
flx,y)=0firalley e W = 2=0

und nicht ausgeartet in der zweiten Variablen, falls
B(z,y)=0firallez eV = y=0.

Ist V.= W, so heifit 5 : V x V eine Bilinearform auf V. Mit Bil(V, W) = Bilg(V, W)
bezeichnen wir die Menge aller Bilinearformen 3 : V x W — K. Die Menge Bily (V, W) ist
offenbar ein K-Vektorraum.

Beispiel 7.17.
1) Die Multiplikation eines Koérpers,

KX K, (r,y)—x-y,

ist eine Bilinearform.

2) Sei B = (b;;) € K™™. Dann ist die Abbildung fp, gegeben durch

Bp: K"x K™ — K, (z,y)+ 2'By,

1 Y1
eine Bilinearform. Fiir x = ( : > und y = ( : ) ist
Tn Ym

n m

Be(z,y) = Z > by,

i=175=1
Man nennt g die von B vermittelte Bilinearform.

3) Aus der Analysis:
Sei f : G — R eine auf einer offenen Teilmenge G C R™ definierte (total) differen-
zierbare Funktion. Fir jedes x € G ist dann die totale Ableitung (das Differential)
f'(x) = df (z) eine Linearform auf R™. Ist df : G — (R")* wieder (total) differenzier-
bar, so kann man f”(x) fir alle z € G als Bilinearform sehen.
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4) Die Abbildung (-,-): V*xV = K, (f,z) — (f,x) = f(z) ist eine Bilinearform.

Bemerkung 7.18. Seien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume mit dim(V') =
dim(W). Dann ist jede Bilinearform 5 : V x W — K genau dann nicht ausgeartet in der
ersten Variablen, wenn sie nicht ausgeartet in der zweiten Variablen ist.

Beweis. Wir zeigen eine Richtung, die andere geht analog. Angenommen 3 :V x W — K
sei in der ersten Variablen ausgeartet. Dann existiert ein v; € V,v; # 0, sodass f(vy, w) =0
ist fiir alle w € W. Erganze v; zu einer Basis vy, ..., v, von V und sei wy, ..., w, eine Basis

von W.
Da (v, w) = 0 fiir alle w ist, miissen wir also nur noch das lineare Gleichungssystem

S 2B vy, wy) = 0 fiir j = 2,...,n,
=1

l6sen. Dies sind n — 1 Gleichungen in n Variablen, d.h. das homogene System besitzt eine
nicht-triviale Losung (A1, ..., A,) € K"\ {0} und w = \jw; +. ..+ \w, erfillt f(v,w) =0
fir alle v € V. [

Sei B : VxW — K eine Bilinearform. Zu einem festen x € V betrachten wir die Abbildung
fi(z) W = K, yw— [(z,y).
Diese ist linear, weshalb (31 (z) fir jedes € V eine Linearform ist. Es ist also
GV —>W*
eine lineare Abbildung von V' in den Dualraum W* von W. Es gilt

Bz, y) = Ai(@)(y) = (Fi(2), y)
fir allez € V und y € W.
Satz 7.19. Die Abbildung
Bilg (V, W) — Homg (V,W*), B+ [
ist ein Isomorphismus von Vektorraumen. Weiter gilt:
a) Ist dim(V') = n und dim(W) = m, dann ist dim(Bil(V, W)) = mn.
b) B ist genau dann nicht ausgeartet in der ersten Variablen, wenn [y injektiv ist.

Beweis. Zu h € Hom(V, W*) definieren wir eine Bilinearform 3, : V. xW — K, Bn(z,y) =
(h(x),y). Der Homomorphismus h +— [}, ist eine rechts- und linksseitige Umkehrabbildung
des Homomorphismus  — ;. Die Eigenschaften a) und b) sind klar. ]
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Bemerkung 7.20. 1) Die Abbildung 3 — [ ist ein basisunabhéngiger Isomorphismus
von Vektorrdumen. Deswegen konnen wir Bilinearformen V x W — K mit den
entsprechenden linearen Abbildungen V' — W* identifizieren.

2) Vollig analog kann man eine Abbildung £y : W — V*| y +— Ba(y) = B( -, y) definie-
ren.

Definition 7.21. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume. Es sei dim(V') = n
und dim(W) = m. Sei f: V x W — K eine Bilinearform und sei (vy,...,v,) eine Basis
von V, (wy,...,wy) eine Basis von W. Dann heiit die n x m-Matrix B = (b;;) mit
bi; = B(vi, w;) die Gram-Matriz (oder Strukturmatriz) der Bilinearform [ in Bezug auf die
Basen (v1,...,v,) von V und (wy,...,w,,) von W.

Satz 7.22. Ist B die Gram-Matriz der Bilinearform 5 :V x W — K beziiglich der Basen
(v1,...,v,) von V und (wy, ..., wy,) von W, so ist Bt die Koordinatenmatriz der linearen
Abbildung y : V. — W* beziglich der Basen (vy,...,v,) von V und (wy,...,w}) von W*.

m

Beweis. Fliri=1,...,nund 5 =1,...,m gilt nach Definition
Pr(vi)(w;) = bi;.

Daraus folgt
61<’UZ’> = waw;"

J=1

]

Bemerkung 7.23. Analog zeigt man, dass B die Koordinatenmatrix der linearen Ab-
bildung (s : W — V* beziiglich der Basen (wy,...,w,) von W und (vf,...,v}) von V*
ist.

Bemerkung 7.24. Seien § und B wie oben.
1) Firx = z01 4+ ... + 2pv, und y = yrwy + . .. + YWy, gilt

n
B(x,y):(:tl azn)B

Dies folgt direkt aus der Bilinearitat von f.

2) 8 ist durch B (und die gewédhlten Basen) eindeutig festgelegt. Dies erklart die Be-
zeichnung Strukturmatrix.

3) Die Abbildung
Bilg(V, W) = K"™™ 35 B

ist ein (nicht-kanonischer) Isomorphismus. Nach Satz [7.19| entspricht dieser Isomor-
phismus der Abbildung, die man erhalt, indem man zunachst g auf 5 abbildet und
dann [, auf ihre Darstellungsmatrix bzgl. der gewéhlten Basen.
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Satz 7.25. Sei B die Gram-Matrixz der Bilinearform B :V x W — K beziglich der Basen
C von V und D von W. Seien C' und D' weiter Basen von V, beziehungsweise W, mit
zugehoriger Gram-Matriz B'. Dann gilt

B = (M (idy))" - B - MY (idw).

Beweis. Ubung. ]

Lemma 7.26. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 8 : 'V xV — K eine Bi-
linearform auf V. Seien B eine Gram-Matriz von B beziglich einer Basis von V und B’
eine Gram-Matriz beziiglich einer weiteren Basis von V. Dann gilt

det(B’) = a* det(B)
mit einem a € K*.
Beweis. Dies folgt aus Satz mit C =D und C' = D'. ]

Definition 7.27. Seien B,C € K™*". Dann heiit C' kongruent zu B (tiber K), falls es ein
S € GL(n, K) gibt, so dass
C = S'BS.

Schreibe C' ~ B.

Bemerkung 7.28. Es ist C' ~ B genau dann, wenn es einen K-Vektorraum V und eine
Bilinearform  auf V' gibt, so dass sowohl B als auch C' als Strukturmatrizen (Gram-
Matrizen) von /3 (beziiglich geeigneter Basen) auftreten.

Sei f: V xW — K eine Bilinearform und f : V' — V ein Endomorphismus. Dann ist auch

Bf:VXW%Kv Bf(ﬂ?,y):ﬁ(f(l‘),y)

eine Bilinearform.
Frage. Erhélt man jede Bilinearform v : V x W — K als ein 3,7

Satz 7.29. Seien V,W endlichdimensionale K-Vektorraume mit dim(V') = dim(W) und
sei B :V xW — K eine nicht ausgeartete Bilinearform. Zu jeder Bilinearform ~ : V X
W — K existiert dann genau ein Endomorphismus f : V. — V, so dass v = [y, das
heifit v(z,y) = B(f(x),y) fir alle x € V und y € W. (Analog gilt dies fiir die zweite
Komponente.)

Beweis. Betrachte die Abbildung

fr:V =W xw Bz, ).
———
y—B(zy)
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Da ( nicht ausgeartet ist, ist 5y injektiv. Wegen dim (V) = dim(W) = dim(W*) muss
dann bereits ein Isomorphismus sein. Es gilt

Y(z,y) = B(f(x),y) firallex eV, ye W
& m=pof
& (B)ltom = f

Der Endomorphismus f := (3;)"! oy, hat daher die geforderten Eigenschaften und ist
aufgrund der Aquivalenz eindeutig bestimmt. [

Satz 7.30 (und Definition). Seien V' und W endlichdimensionale K-Vektorrdume der
gleichen Dimension, 5 : V. x W — K eine nicht ausgeartete Bilinearform. Zu jedem
Endomorphismus h : V. — V' existiert genau ein Endomorphismus h* : W — W mit

B(h(x),y) = Bz, h*(y))

fir alle x € V und y € W. Man nennt h* den zu h (rechts-)adjungierten Endomorphis-
mus (beziiglich ). Analog gibt es zu jedem Endomorphismus g : W — W genau einen
Endomorphismus *g : V. — V' mit

Bz, 9(y)) = B("g9(z),y)

fir allex € V undy € W. Dies ist der zu g (links-)adjungierte Endomorphismus (beziiglich
B)-

Beweis. Nach Satz fiir die zweite Komponente existiert zu g, : V x W — K ein
h*: W — W mit
Bu(w,y) = Bz, h*(y)),
das heifit
B(h(z),y) = Bz, h"(y)),

firallex € V und y € W. O

Bemerkung 7.31. Die adjungierte Abbildung kann man als eine Verallgemeinerung der
dualen Abbildung ansehen, welche man als Spezialfall erhélt, wenn man die nicht ausgear-
tete Bilinearform die Paarung V* x V — K, (f,z) — (f,z) = f(z) verwendet.

Bemerkung 7.32. In der obigen Situation gilt *(h*) = h.

Satz 7.33. Seien V, W, 8 wie im vorherigen Satz. Sei vy, ..., v, eine Basis vonV , wy, ..., w,
eine Basis von W und B die zugehdrige Strukturmatriz von 3. Hat ein Endomorphismus
h von V' beziiglich vy, ..., v, die Koordinatenmatriz A, so hat h* beziiglich w+, ..., w, die
Koordinatenmatriz

B'A'B.
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Beweis. Die Bedingung
B(h(z),y) = Bz, h"(y))
fir alle x € V und y € W ist dquivalent zu
W' o By = Byo b

In dieser Gleichung bezeichnet h' die zu h duale Abbildung h' : V* — V*. Da 3 nicht
ausgeartet ist und V' und W die gleiche Dimension haben, ist [, ein Isomorphismus. Es
folgt

h* = Byt o hl o Bs.

Die Koordinatenmatrix von 3, ist B. Die von h' ist A’. Damit folgt die Behauptung. [

Definition 7.34. Sei 5 : V x W — K eine Bilinearform. Zwei Vektoren x € V und y € W
heiflen orthogonal zueinander beziiglich g, falls f(z,y) = 0. Sind X C V und Y C W
Teilmengen, so definiert man deren orthogonale Komplemente durch

Xt ={yeW| B(x,y) =0 fir alle v € X},
LY ={z € V| B(z,y) =0 fir alle y € Y'}.

Bemerkung 7.35.
i) Die Mengen X+ C W und 1Y C V sind Untervektorriume.
ii) Es gilt X+ = (Lin(X))* und 1Y = +(Lin(Y)).
iii) Es gilt W = Kern(f;) und V+ = Kern(3,).
Beweis. Ubung. [

Satz 7.36 (Dimensionsformel fiir orthogonale Komplemente). Seien V, W endlichdimen-
sionale Vektorrdaume und B :V x W — K eine Bilinearform. Fiir jeden Teilraum X C V
qgilt

dim(X) 4 dim(X*) = dim(W) + dim(*W N X).

Fiir jeden Teilraum Y C W gilt
dim(Y) 4 dim(*Y) = dim(V) + dim(V+ NY).
Beweis. Betrachte den Homomorphismus 37 : V' — W* und seine Einschriankung
Bilx : X — W™,

Wegen *W = Kern(f) gilt
LW N X = Kern(Bx).

Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt

dim(Bild(8]x)) = dim(X) — dim(*W N X),
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nach Lemma [7.17] gilt
dim(Bild(3:]x)) + dim((Bild(3;|x))°) = dim(W*) = dim(W).
Es ist (Bild(8]x))? = X+, woraus
dim(Bild(6]x)) = dim(W) — dim(X™)
und schlieBlich die Behauptung folgt. O
Korollar 7.37. Es gilt
dim (V) + dim(V+) = dim(W) + dim(+W).
Beweis. Satz mit X =V. ]

Korollar 7.38. Falls dim(V) = dim(W), so ist dim(V+) = dim(+W). In diesem Fall ist
die Bilinearform [ genau dann nicht ausgeartet beziiglich der erstem Variable, wenn sie
beziiglich der zweiten Variable nicht ausgeartet ist (vergleiche Bemerkung .

Korollar 7.39. Seien V,W endlichdimensionale K -Vektorraume der gleichen Dimension
und BV x W — K eine nicht ausgeartete Bilinearform. Dann gilt fir Teilrdume X C V
und Y C W

dim(X) + dim(X*) = dim(V),
dim(Y) 4 dim(*Y) = dim(V).
Auferdem gilt H(X+) = X und (1Y)t =Y.

Korollar 7.40. Sei V' endlich-dimensional, B eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V'
und U C 'V ein Teilraum. Dann gilt 3,(U+) = U° C V*.

Beweis. Es ist UY = {f € V* | f(x) = 0 fiir alle z € W} und klarerweise ist 5, (U+) =
{y = Bi(z)(y) | * € W*} € U°. Da nach den Dimensionsformeln (Satz[7.14/ und Korollar
gilt dim(U+) +dim(U) = dim(V) = dim(U) + dim(U?), wonach dim(U~+) = dim(U"?)
ist und somit die Gleichheit folgt (denn f ist injektiv nach Annahme). O

Symmetrische und schiefsymmetrische Bilinearformen

Definition 7.41. Eine Bilinearform g : V x V — K heif3t symmetrisch, falls

B(z,y) = By, v)

fiir alle z,y € V. Sie heifit schiefsymmetrisch, falls

ﬁ(xay) = _6(y7x>

fir alle z,y € V.
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In beiden Fillen gilt X+ = +X fiir X C V, und wir schreiben stets X+ dafiir.

Bemerkung 7.42. Sei 5 : V x V — K eine Bilinearform und sei B die Gram-Matrix von
B beziiglich einer Basis von V. Es gilt

B ist symmetrisch < B = B,
(3 ist schiefsymmetrisch < B = —B"

Beweis. Ubung. [

Bemerkung 7.43. Sei char(K) # 2 (das heifit 1 + 1 # 0 € K). Fur eine Bilinearform
B :V xV — K sind dann dquivalent:

i) [ ist schiefsymmetrisch,
ii) [ ist symplektisch, das heifit 5(x,z) = 0 fur alle z € V.
Beweis. (i) = (ii): Es gilt
flz,x) = —p(z,z) fur alle z € V

= 2f(z,z)=0firalez eV
= f(x,z) =0 fur alle z € V.

(17) = (i): Es gilt
0=0(x+y,z+y) =Bz x)+6(x,y) + By, z) + By, v)
=0 -0

fir alle x,y € V', woraus
fir alle z,y € V folgt. ]

Satz 7.44. Sei f:V xV — K eine nicht ausgeartete symplektische Bilinearform. Dann
existiert eine symplektische Basis, das heifit eine Basis uy, vy, ..., Unp, Uy von V beziiglich
der die Strukturmatriz die Gestalt

H
B = c K2m><2m

H

0 1
-1 0
einer beliebigen Gram-Matrix von [ ein Quadrat.

hat, wobei H = . Insbesondere ist dim(V') = 2m gerade und die Determinante
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Beweis. Sein = dim (V). Sei uy # 0 ein beliebiger Vektor aus V. Da [ nicht ausgeartet ist,
gibt es einen Vektor v; mit S(uy,v1) = 1. Sei Vo = Kuy + Kvy CV und W = Vi- C V. Es
ist dim(Vp) = 2 und S|y, hat die Strukturmatrix H beziiglich der Basis uy,v;. Da 8 nicht
ausgeartet ist gilt nach der der Dimensionsformel fiir orthogonale Komplemente (Satz

dim(W) = dim(V') — dim(Vp) = n — 2.

Die Einschrankung Bl : W x W — K ist eine nicht ausgeartete symplektische Bilinear-
form. Die Behauptung folgt per Induktion nach dim(V"). Weiter gilt det(H) = 1 und daher
det(B) = 1. Daraus folgt mit Lemma [7.26] dass die Determinante jeder Gram-Matrix von
£ ein Quadrat ist. O

Definition 7.45. Sei : V xV — K eine Bilinearform. Eine lineare Abbildung s : V' — V'
heifit Isometrie, falls

Bs(x),s(y)) = Bz, y)
fir alle z,y € V.

Bemerkung 7.46. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und S : V x V — K eine
nicht ausgeartete Bilinearform. Fiir einen Endomorphismus s : V' — V sind dquivalent:

i) s ist eine Isometrie (beziiglich ().

ii) Es gilt s* o s =1idy.

1 * *

iii) s ist invertierbar und s=* = s* = *s.

v

)
)
) Ist by, ..., b, eine Basis von V', B die Strukturmatrix von § und S die die darstellende
Matrix von s beziiglich dieser Basis, so gilt B = S'BS.
Beweis. Ubung. O

Korollar 7.47. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension 2m und 3 : 'V x V. — K eine
nicht ausgeartete symplektische Bilinearform. Dann ist (V,3) ~ (K*™, 8g) mit B wie in
Satz und vermittelter Bilinearform Sp, welche B wie in Beispiel [7.17 (2) zugeordnet

18t.

8 Euklidische und unitare Vektorraume

8.1 Euklidische Vektorraume

Auf R" ist das Standard-Skalarprodukt durch
(-,):R"xR* 5 R,

(IJJ) =a"- Yy = Zﬂﬁiym
i=1
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definiert. Diese Abbildung ist linear in jeder Variablen, symmetrisch (das heifit (z,y) =
(y,z)) und es gilt (x,z) > 0 fir alle z € R™\{0}.

Wir wollen vergleichbare Abbildungen allgemeiner betrachten.

Definition 8.1. Sei V' ein R-Vektorraum. Ein (euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine
positiv definite symmetrische Bilinearform (-,-) : V' x V' — R. Dabei heifit positiv definit:
Es gilt (x,z) > 0 fir alle z € V\{0}.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,(-,-)) bestehend aus einem R-Vektorraum
V' und einem euklidischen Skalarprodukt auf V. Wegen ii) ist auch fiir festes z € V' die
Abbildung y +— (z,y) linear.

Notation.
e Zwei Vektoren z,y € V heiflen orthogonal zueinander, falls (x,y) = 0. Schreibe z L y.

e Die euklidische Norm von x € V ist definiert als

2]l = /(z, z).

e Die Vektoren zy,...,z, € V heiflen Orthogonalsystem, falls x; # 0 fiir alle i =

1,...,mund
ZT; L Z;
fir alle 7 # j.
e Die Vektoren zq,...,xz, € V heilen Orthonormalsystem, falls

(i, 25) = 0
fur alle 4, 7.
Bemerkung 8.2. Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhangig.
Beweis. Sei x1,...,x,, ein Orthogonalsystem und Aq,...,\,, € R mit
ANz 4. A, = 0.
Nimmt man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit x; so erhalt man
N (g, x5) = Mz + ...+ A, ;) = (0,25) =0,
—

#0

woraus

>\j :O
fir alle j = 1,...,m folgt. [
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Bemerkung 8.3. Wir erinnern an das orthogonale Komplement W+ eines Untervektor-
raums W:

W+ ={aecV| {a,z) =0 fir alle z € W}.
Es gelten:

i) W+ C V ist ein Untervektorraum von V.
i) Wnwt ={0}.

Proof. Der Punkt i) ist genau Bemerkung (7.35|
Zu ii): Sei z € W N W+, Dann ist (z,z) = 0 und somit z = 0. O

Bemerkung 8.4. Im Gegensatz zum allgemeinen Fall benotigen wir keine separate Nota-
tion +T, da das Skalarprodukt symmetrisch ist.

Bemerkung 8.5. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Seien
U1, .., Uy € V, wobei m < dim(V'). Dann existiert ein v € V\{0} mit (v,v;) = 0 fiir alle
1=1,...,m.

Beweis. Sei W = Lin(vy,...,vy,). Es ist dim(W) < dim(V). Nach Korollar ist
dim(W+) = dim(V') — dim(WW) > 0, und deshalb existiert ein v € W+ mit v # 0. O

Korollar 8.6. Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonor-
malbasis.

Beweis. Mit Bemerkung [8.5] finden wir induktiv eine Orthogonalbasis v1, ..., v,. Dann ist
||T11HU1> e mvn eine Orthonormalbasis. O

Satz 8.7. Sei W C V ein Untervektorraum. Es gilt
V=WaoWw,

das heifit V ist die direkte Summe von W und W+ (jedes v € V lisst sich eindeutig als
v=w+w mitweW undw € Wt schreiben).

Beweis. W und W+ sind Untervektorrdume mit dim(W) + dim(W+) = dim(V) (nach der
Dimensionsformel in Korollar [7.39)) sowie W N W+ = {0} (nach Bemerkung [8.3). Damit
gilt, dass V =W @ W+, [

Das Gram-Schmidt-Verfahren

Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Das heifit V' ist ein R-
Vektorraum der Dimension n < oo und (-,-) : V x V — R ist ein euklidisches Skalarpro-
dukt.

Satz 8.8. V besitzt eine Orthonormalbasis.
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Dieser Satz entspricht Korollar[8.6 Wir geben hier einen neuen Beweis mit Hilfe des folgen-
den Satzes, welcher das ,,Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren* beschreibt.

Satz 8.9. Sei W C V' ein Untervektorraum. Jede Orthonormalbasis (w1, ..., wy,) von W
liasst sich zu einer Orthonormalbasis (wy, . .., Wy, Wi, - - ., W) von V' erginzen.

Beweis. Falls V =W, so sind wir bereits fertig.
Angenommen V' # W. Dann gibt es einen Vektor v € V\W. Sei

0 = (wy,v)wy + ... + (Wi, V)W,
Dies ist das Bild von v unter der orthogonalen Projektion
PW V=W

von V auf W. Es gilt dann
wi=v—10€ W,
denn
<wk)w> - <'LUk,'U> - <wk7@> - <wkav> - <wkav> <wk7wk> — 0
=1

fir k=1,...,m. Esist w # 0 da v # 0. Setze

1
Wpt1 i= ——W
[Jw]
Dann ist (wy, ..., wm,11) eine Orthonormalbasis von VT{ = Lin(wy, ..., Wmy11). Dieses Ver-
fahren wiederholt man nun fir den Untervektorraum W C V. [
Beweis von Satz[8.8 Wende Satz 8.9 auf W = {0} C V an. O
Bemerkung 8.10. In der Praxis ergénzt man (ws,...,w,,) zunichst zu einer Basis
(W1, .y Wiy Upsts - - -, Uy) von V. Dann beginnt man mit v = v,,41 € V\W und macht
danach mit den Vektoren v,,.2,...,v, weiter. Es gilt dann
Lin(wy, . .y Wiy Wing 1y« -+ s Wink) = LAN(W1, -+ oy Wiy Uty + -+ Ut k)

furalle k=1,...,n—m.

Algorithmus 8.11 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren). Der folgende
Algorithmus berechnet zu linear unabhéngigen Vektoren wy,...,w,, € V ein Orthonor-
malsystem von m normierten, paarweise orthogonalen Vektoren, das denselben Untervek-
torraum erzeugt. Die einzelnen Vektoren vy, ..., v, des Orthonormalsystems erhalt man,
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indem zuerst jeweils ein orthogonaler Vektor berechnet und anschlieBend normalisiert wird:

——w; (Normalisieren des ersten Vektors wy)
Uy = wy — (v1,ws) - v1  (Orthogonalisieren des zweiten Vektors ws)
= ——v, (Normalisieren des Vektors v3)

vy = w3 — (v, ws3) - v1 — (vg, w3) - vy (Orthogonalisieren des dritten Vektors ws)

1
vg = vy (Normalisieren des Vektors vj)
]|
j—1
v = wj — z:l(vi, wj) - v; (Orthogonalisieren des j-ten Vektors wy;)
-
1, . ,
v = ‘ S (Normalisieren des Vektors v7)
v
j
m—1
R T Z (Vi Wy,) - v;  (Orthogonalisieren des m-ten Vektors w,,)
i=1
1 ..
Uy = T v/ (Normalisieren des Vektors v!,)

Beispiel 8.12. Sei R* mit dem Standardskalarprodukt versehen und sei U C R* der von
den Vektoren

-1 1 1
1 1 1
by = , byi=| 3], und byi= |7
1 3 1

aufgespannte Untervektorraum. Mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahren bestimmen wir eine Orthonormalbasis von U.
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Es ergeben sich die folgenden Schritte:

—1
1
U1:b1: 1 N
1
1
1 15
1 1 1 .
V1 = 77Uy = 1 =1 11>
[Jua V(=12 412 4 (—1)2 + 12 2
1 £
2
1 3
1 T2 4
1 1 3
1,1 1,1
uy = by = (by, v)or = | 3 —(_§+1_5+1) =18
2 1
1 1 3
2 2 1
3 1
1 1 g i
S T sl £ Bl P
16 16 16 16 3 1
1 2
ug = bg — (bg,v1>v1 - <b3702>?12
1 1 1
1 3 2 i
1 1 I _1
— |2 (1 1 _ 1,1 2 _ (14141, 1 2| — 4
— 11 (2""4 4+2) _1 <2+4+4+2) I I A
2 2 7 A
1 2 2 i
1 1
1 1 41 21
_ _ a1l =] 2
S T e e wras naaa il [ ) B
16 16 16 16 1 1
4 2

Folglich ist (v, vq,v3) eine Orthonormalbasis von Lin({by, ba, b3}).

Bemerkung: Die lineare Unabhéngigkeit der drei gegebenen Vektoren folgt daraus, dass
man beim Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren drei von Null verschiedene
Vektoren erhélt. Alternativ kann man die lineare Unabhéngigkeit auch vor dem Verfahren
nachrechnen.

Definition 8.13. Zwei euklidische Vektorrdume (V,(-,-)) und (W,[-,-]) heien isome-
trisch isomorph, falls es einen R-Vektorraumisomorphismus o : V' — W mit der Eigenschaft

(v1,v9) = [o(v1), 0(v2)]
fir alle vy, vy € V' gibt.

Satz 8.14. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension n < oco. Dann ist
(V,(-,-)) isometrisch isomorph zu R"™ mit dem Standardskalarprodukt.
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Beweis. Sei (eq,...,e,) die Standardbasis des R™. Dies ist eine Orthonormalbasis beziig-
lich des Standardskalarproduktes. Sei (fi,..., f,) eine Orthonormalbasis von (V,(-,-)).
Betrachte den Isomorphismus ¢ : R” — V' definiert durch

o(e;) = fi

Es gilt
(o(ei),a(e;)) = (fi, f5) = 055 = (es, €5).

Daraus folgt, dass ¢ isometrisch ist. ]

8.2 Unitare Vektorraume

Auf dem Vektorraum C”" ist das Standardskalarprodukt durch

(-,):C"x C" > C,
(z,y) =2 7=> 27,
=1

definiert. Diese Abbildung ist linear in der ersten und semilinear (auch antilinear oder
halblinear genannt) in der zweiten Variable, wobei letzeres heifit, dass

(x+2",y) = (2, y) + (2", y),
(Az,y) = Mz, y).

Sie erfiillt (x,y) = (y,x) und ist positiv definit, das heiit (z,x) > 0 fir alle x € C™\{0}.

Wir wollen vergleichbare Abbildungen allgemeiner betrachten.

Definition 8.15. Sei V' ein C-Vektorraum. Ein hermitesches Skalarprodukt auf V' ist eine
Abbildung (-,-) : V x V — C mit

i) Linearitdt: Fir festes y € V ist x — (z,y) eine C-lineare Abbildung V' — C.

ii) Hermitezitit: (z,y) = (y,z) fiir alle 2,y € V.

iii) Positive Definitheit: Es gilt (z,z) > 0 fir alle z € V\{0}.

Das Paar (V, (-,-)) heiBt unitdrer Vektorraum.
o Fiir festes v € V ist y — (z,y) semilinear.
e Zwei Vektoren x,y € V heilen orthogonal zueinander, falls (x,y) = 0. Schreibe x L y.
e Ist W C V ein C-Untervektorraum, so heif3t
W+ ={z e V]| (z,w) =0 fir alle w € W}

das orthogonale Komplement von W.
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Satz 8.16. Jeder endlichdimensionale unitare C-Vektorraum besitzt eine Orthonormalba-
818.

Beweis. Analog zu Bemerkung [8.5] und Korollar [8.6] O
Satz 8.17. Sei W C V' ein Untervektorraum von V. Dann ist

V=WaoWw.
Beweis. Analog zu Satz O

8.3 Normale Endomorphismen

Sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitarer Vektorraum. (Das Skalarprodukt (-, -) ist
C-linear im ersten Argument.)
Jedes a € V definiert eine lineare Abbildung

L,:V—=C, zw~(z,a).
Wir erhalten eine C-antilineare Abbildung
0V =V aw L,
Der folgende Satz zeigt, dass diese bijektiv ist.

Satz 8.18. Sei L : V — C eine lineare Abbildung. Es existiert ein eindeutig bestimmter
Vektor a € V', so dass
L(z) = La(z) = (z,a)

fiir alle x € V.

Beweis. Sei (e, ..., e,) eine Orthonormalbasis von V. Schreibe

n
a = Z a;€;.
i=1

Es ist dann klar, dass die Abbildung L, gegeben ist durch

n

——

L, = Z a;e;
i=1

*

wobei (€7, ..., e) die Dualbasis bezeichne. Da Y, a;e; — Y, a;ef einen Isomorphismus von

rn

V und V* definiert, ist auch die antilineare Abbildung
a= Zaiei — L, = Zaﬁef

bijektiv. Explizit ist zu L = 7, \ief € V* mit \; € C der Vektor a = 37, Ae; ein
Urbild, d.h. ¢(a) = L. O
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Satz 8.19. Sei f : V — V ein Endomorphismus. Es existiert genau ein Endomorphismus
f*: V=V mit der Eigenschaft

(f(a),b) = (a, (b))
fiir alle a,b € V. Die Abbildung f* heifit adjungierter Endomorphismus zu f.

Beweis. Sei fT:V* — V* die zu f duale Abbildung (die wir hier mal mit f7 bezeichnen,
um Verwechslungen vorzubeugen). Sei £ : V' — V* die C-antilineare Abbildung mit ¢(a) =
L,. Dann definieren wir f* = ¢~to fT o /. Da £ und ¢~! antilinear sind, ist f* wieder linear
und erfiillt
frot=1tof,
d.h.
(a, f*(b)) = €(f*(0)(a) = f1 (b)) (a) = £(b)(f(a)) = (f(a).b),

wie gefordert. Hierbei haben wir die definierende Eigenschaft der dualen Abbildung be-
nutzt, ndmlich dass

F1p)) = eb)o f
gilt. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit von f7, denn wire f’ eine weitere Ab-
bildung, welche

(f(a),b) = (a, '())
fir alle a,b € V erfiillt, so erhilte man mit g := £ o f’ o /7! eine weitere Abbildung, die
erfullt g(¢(b)) = £(f'(b)) = £(b) o f. Alternativ kann man auch folgern, dass

(a, (f" = f)(0)) =0

fur alle a,b € V gilt und somit f" — f* = 0.
0

Bemerkung 8.20. Sei F = (eq,...,e,) eine Orthonormalbasis von V', f : V — V ein
Endomorphismus und A = ME(f) seine darstellende Matrix. Dann ist die darstellende
Matrix von f* genau

A=A
Beweis. Es ist A = (a;;) mit

fleg) = ages,
=1

das heif3t
Qij = (ei, f(ej»-

Genauso ist A* = (aj;) mit

a;; = (e, f*(e5)).
Damit gilt S
aj; = (ei, [7(e;)) = (f(ei), €5) = {ej, f(e)) = Wjs.
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Definition 8.21. Ein Endomorphismus f von V heifit normal, falls er mit seinem Adjun-
gierten vertauscht, das heif3t

foft=Ffof
Ein Endomorphismus f von V heifit selbstadjungiert, falls f = f* gilt.

Bemerkung 8.22. Ein Endomorphismus f von V ist also genau normal, wenn seine
Darstellungsmatrix A beztiglich einer Orthonormalbasis die Gleichung

AA* = AA
erfiillt. So eine Matrix nennt man ebenfalls normal.
Beispiel 8.23. e Selbstadjungierte Endomorphismen sind normal.
o f:V — V heilt unitdr, falls
(a,b) = (f(a), f(D))
fur alle a,b € V. In diesem Fall ist f invertierbar, denn aus f(a) = 0 folgt
0= (f(a), f(a)) = (a,a).

Dann muss bereits a = 0 gelten. (f ist also ein isometrischer Isomorphismus von V'
nach V.) Weiterhin gilt f* = f~!, denn

(a, f*(b)) = (f(a),b) = (f(a), fo f71(b)) = {a, (b))
fir alle a,b € V. Es folgt
frof=idy=fof
das heifit unitdre Endomorphismen sind normal.

Definition 8.24. Eine Matrix A € C"*" heifit hermitesch, falls A' = A gilt (d.h. A* = A).

Bemerkung 8.25. Ein Endomorphismus f : V' — V ist genau dann selbstadjungiert,
wenn die darstellende Matrix A beztiglich einer Orthonormalbasis von V' hermitesch ist.
Hermitesche Matrizen sind normal.

Bemerkung 8.26. Ein Endomorphismus f : V — V ist genau dann unitér, wenn fiir
die darstellende Matrix U von f beziiglich einer Orthonormalbasis von V' die Gleichung
U*U = E, gilt. Dies ist aquivalent dazu, dass die Spalten von U eine Orthonormalbasis
des C™ bzgl. des Standard-Skalarproduktes bilden.

Beweis. Ubung. [
Definition 8.27. Die unitire Gruppe U(n,C) ist definiert als
U(n,C) ={U € GL(n,C) | U'U = E,}.

Dies ist also die Gruppe der unitédren Endomorphismen von C” mit dem Standard-Skalarprodukt.
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Lemma 8.28. Sei f : V — V normal, v € V und X € C mit f(v) = M. Dann gilt
f*(v) = Av.
Beweis. Falls A = 0, dann ist f(v) = 0. Es ist zu zeigen, dass f*(v) = 0.
0=(f(v), f(v)) = ("o f(v),v) = (fo f (v),v) = (f(v), ["(v))

Dies beweist die Behauptung fiir A = 0.

Sei nun A € C beliebig. Ersetze f durch g = f — \idy. Der Endomorphismus g ist ebenfalls
normal mit ¢* = f* — Xidy und erfiillt die Voraussetzungen des ersten Falles. Es folgt die
Behauptung fiir f. O

Satz 8.29 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). Zu jedem normalen Endomor-
phismus f:V — V' gibt es eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f.

Bemerkung 8.30. Normale Endomorphismen sind also insbesondere diagonalisierbar.
Beweis von Satz[8.29. Entscheidend ist:
e f hat einen Eigenvektor v mit f(v) = Av und ||v]| = 1 (da wir tiber C arbeiten).

e Setze W = v+ C V. Dann bildet f den Unterraum W auf sich selbst ab. Sei dazu
w e W. Es gilt

(f(w),v) = (w, f*(v)) = Mw,v) =0,

das heiBt f(w) € W. Der Beweis folgt nun per Induktion nach n = dim(V): Ist n = 1
so sind wir fertig.

Andernfalls hat man dim(W) =n — 1 und es ist also

— W ebenfalls ein unitdrer Vektorraum mit der Einschrénkung von (-, -) auf W,

— und die Einschrénkung f |y ein normaler Endomorphismus von W.

Damit W also nach Induktionsannahme eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von f |w. Zusammen mit v erhalten wir eine Orthonormalbasis von V.

Es gilt auch die Umkehrung von Satz [8.29] Genauer haben wir:
Satz 8.31. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Es sind dquivalent:
i) f ist normal.

it) V besitzt eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren von f.
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Beweis. (1) = (i1): Satz |8.29]

(i1) = (i): Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren und
A, ..., A, € C die zugehorigen Eigenwerte von f, also

f(bi) = Aibi.
Es gilt

woraus

folgt. Weiter gilt dann
fo fr(bi) = fNibi) = Xif (bi) = Xihibi = Xihibi = X f*(bi) = f*(Nibi) = f* 0 f(ba),
das heifit fo f* und f* o f stimmen auf der Basis B iiberein. Es folgt fo f*= f*o f. [
Satz 8.32. Sei A € C™" FEs sind dquivalent:
i) A ist normal, das heifst AA* = A*A.

M 0
it) Es gibt eine Matriz U € U(n,C) so dass U*AU = ( :

' ) eine Diagonalmatriz
An
ist. Die Fintrdge auf der Diagonalen sind die Figenwerte von A.

Beweis. Folgt direkt aus Satz [8.31} Der erste Punkt besagt genau, dass die lineare Abbil-
dung f4 : C" — C", 2 — Az normal ist. Nach Satz[8.31], ist dies dquivalent dazu, dass eine
C™ eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f4 besitzt. Ist U die Basiswechselmatrix,
so ist dies eine unitare Matrix, denn die Spalten von U sind eine Orthonormalbasis von C”
(die Eigenvektoren von f4. Somit ist U~ = U* und es ist also U* AU eine Diagonalmatrix
mit den Eigenwerten auf der Diagonalen. ]

Bemerkung 8.33. Sei f: V' — V normal. Es gilt:
i) f ist selbstadjungiert <  alle Eigenwerte sind reell.
ii) f ist unitir <  alle Eigenwerte haben Betrag 1.

Beweis. 1): Sei B = (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f mit
Eigenwerten Ay, ..., \,. Es gilt

f ist selbstadjungiert
<f(bl), bj> = <bl, f(bj)> fur alle ’l,j

)\Z<b27 b]> = )\J<bZ7 bj> fur alle Z,j
\; = \; fiir alle s.

Tt e

ii): Ubung. .
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Korollar 8.34. Hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar. Alle ihre Figenwerte sind

reell.
Beweis. Hermitesche Matrizen sind normal, denn fir sie gilt A* = A. Damit sind sie
diagonalisierbar. Mit der vorigen Bemerkung sind die Eigenwerte alle reell. ]

Bemerkung 8.35. Sei f ein normaler Endomorphismus eines unitaren Vektorraums. Sind
v und w Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\ # u, so gilt v L w.

Beweis. Dies folgt nun klar aus Satz Man kann dies aber auch direkt einsehen: Es ist

einerseits
(f(v),w) = (Av,w) = Av,w)

und andererseits

(f(v), w) = (v, f*(w)) = (v, fw) = p(v, w).
Zusammen ergibt sich (v, w) = 0, falls A # p ist. O
Satz 8.36. Sei f : V — V ein Endomorphismus endlicher Ordnung (das heif$t es existiert
ein m € N mit f™ =idy ). Dann ist f diagonalisierbar.
Beweis. Definiere ein neues Skalarprodukt auf V' durch

m

[+]:C"xC" = C, [a,b] =3 (f'(a), f'(b)).

=1

Das Skalarprodukt |-, -] ist auch hermitesch. Der Endomorphismus f ist unitér beziiglich
dieses Skalarproduktes, denn

[f(@), fO)] = 3 (@), fH0) = Do (f(a), £(0)) = la, .
Hier haben wir benutzt, dass (f™"!(a), f™™(b)) = (f(a), f(b)). Mit Satz folgt, dass
(V,[-,-]) eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von f besitzt. O

Bemerkung 8.37. Sei f : V — V ein Endomorphismus der Ordnung m (das heifit
f™ =1idy). Dann sind die Eigenwerte von f m-te Einheitswurzeln (das heifit A™ = 1, also
A = e2™/™ fiir ein b € 7).

Beweis. Ubung. [

8.4 Anwendung: Selbstadjungierte Endomorphismen euklidischer
Vektorraume
Lemma 8.38. Sei (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Sei f : V. — V ein selbstadjun-

gierter Endomorphismus von V', d.h. f = f*. Sei A die darstellende Matriz von f beziiglich
einer Orthonormalbasis von V.. Dann gilt A = A, d.h. A ist symmetrisch.
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Beweis. Dies folgt direkt aus Satz da die Strukturmatrix des Skalarproduktes be-
ziiglich einer Orthonormalbasis von V' die Einheitsmatrix ist (also B = E,, in Satz [7.33)).
Es ist also die Darstellungsmatrix von f* durch A! gegeben, da aber f* = f gilt, so folgt
A* = A. O

Satz 8.39. Sei (V, (-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Sei f : V' — V ein selbstadjungierter
Endomorphismus von V', d.h. f = f*. Dann ist f diagonalisierbar (iber R ).

Beweis. Ist f selbstadjungiert, so ist die Darstellungsmatrix A von f beziiglich einer Or-
thonormalbasis symmetrisch. Da A nur reelle Eintrége hat, gilt insbesondere A" = A mit
Lemma Damit ist A also hermitesch und alle Eigenwerte von A sind reell. Also zer-
fallt das charakteristische Polynom von A schon iiber R. Man kann jetzt den exakt gleichen

induktiven Beweis wie bei Satz durchfihren. ]

Korollar 8.40. Jede symmetrische Matriz A € R™*™ ist diagonalisierbar.

9 Quadratische Formen

9.1 Quadratische Formen
Sei K ein Korper.

Beispiel 9.1. In Dimension 1: Sei ¢ € K fest. Dann ist die Abbildung

¢: K=K, xw— c2?

eine quadratische Form.

Allgemeiner in Dimension n: Seien ¢;; € K fir 4,57 = 1,...,n gegeben. Betrachte
n
q:Kn—)K, T — ZCUZ'Z'.T]'.
ij=1

Fragen.

o Welche Werte nimmt ¢ an?

e Klassifizierung (bis auf Isometrie)?

e Invarianten von ¢?

Die Antworten héngen stark von K ab. ,Schwer® fiir K = Q, ,einfacher® fiir K = R, C.

Definition 9.2. Eine quadratische Form auf V ist eine Abbildung ¢ : V' — K, mit den
Eigenschaften:

i) Es gilt ¢(ar) = a’q(x) fir allea € K und z € V.
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ii) Die Abbildung
Po: VXV =K, (2,y) = qx+y) —qlx) —qy)
ist eine Bilinearform auf V.
Bemerkung 9.3. Sei 8 = 3, die Bilinearform zu ¢. Fir x € V gilt
Bz, x) = q(z + ) — q(z) — q(x) = q(22) — 2q(x) = 2q().

Ist char(K') = 2, so folgt B(x,z) =0 fir alle z € V.

Ist char(K) # 2, so folgt q(z) = 36(x, ) fiir alle 2 € V. Die quadratische Form ¢ ist in

diesem Fall eindeutig durch die Bilinearform 5 bestimmt und (i) folgt aus (ii).
Fiir den Rest des Kapitels sei char(K) # 2.

Bemerkung 9.4.

i) B, ist eine symmetrische Bilinearform.

ii) Die Zuordnung ¢ — f3, definiert eine Bijektion zwischen der Menge der quadratischen
Formen auf V und der Menge der symmetrischen Bilinearformen auf V.

Viele Begriffe der Theorie der Bilinearformen iibertragen sich auf quadratische Formen.

Definition 9.5. Sei 8 = ;.

e ¢ heifit nicht ausgeartet, falls 8 nicht ausgeartet ist.

e Ist by,...,b, eine Basis von V', so heifit

B(blabl) 5(b17bn>
B : :

B(bp,b1) ... B(bp,by)
Strukturmatriz oder Gram-Matriz von q beztglich by, ..., b,. Es gilt B = B,
e Ist X C V eine Teilmenge, so ist X beziiglich 3 definiert.

Bemerkung 9.6. Sei ¢ : V — K eine quadratische Form mit Strukturmatrix B beziiglich
einer Basis by, ..., b,. Dann ist ¢ genau dann nicht ausgeartet, wenn B invertierbar ist.

Beweis. Es gilt

q ist nicht ausgeartet << V+ = {0}.
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Fir o =370 x;0; € V gilt

reVt & Bb,r)=0firallei=1,...,n

= Zﬁ(bz,bj)sz()fur alleizl,...,n
j=1

x1
& B 1 =0
Tn
o
& . | € Kern(B).
g:n

Damit ist ¢ genau dann nicht ausgeartet, wenn der Kern von B trivial ist. Es folgt die
Behauptung. [

Bemerkung 9.7. Sei q : V — K eine quadratische Form. Sei W C V ein Untervektor-
raum, so dass V = V- @ W. Dann ist ¢|w : W — K eine nicht ausgeartete quadratische
Form.

Beweis. Ubung. O

9.2 Orthogonalbasen und der Kiirzungssatz von Witt

Sei K ein Korper.

Definition 9.8. Ein quadratischer Raum tber K ist ein Paar (V,q) bestehend aus einem
K-Vektorraum V' und einer quadratischen Form ¢ : V — K.

Definition 9.9. Eine Isometrie zwischen zwei quadratischen Raumen (V) ¢) und (V’,¢’)
ist eine lineare Abbildung s : V' — V' mit der Eigenschaft ¢'(s(z)) = ¢(z) fur alle z € V.
Zwei quadratische Raume (V, ¢) und (V’, ¢') heiflen dquivalent, wenn es einen isometrischen
Isomorphismus s : V' — V' gibt. In diesem Fall schreiben wir (V, q) ~ (V',¢').

Bemerkung 9.10. Ist s : (V,q) — (V',q') eine Isometrie, so gilt fiir die zugehorigen
Bilinearformen

B'(s(x), s(y)) = B(,y)

fir alle x,y € V.

Im Folgenden nehmen wir stets char(K') # 2 an.
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Satz 9.11. Sei (V,q) ein quadratischer Raum tiber K. Dann besitzt V' eine Orthogonalbasis
bi,...,b,, das heifst eine Basis mit

5(blvbj) =0

fir alle i # j. Setzt man a; = B(b;, b;), so gilt

q (Z xibi> = 1 Z aix?.
i=1 24

Beweis. Induktion nach n = dim(V).
n = 1: Wahle einen beliebigen Vektor b; € V\{0}.

n > 1: Ist g(v) = 0 fiir alle v € V, so ist jede Basis eine Orthogonalbasis und wir sind
fertig. Angenommen es gibt ein b € V mit ¢(b) # 0. Sei

W =bt={weV|Bbw) =0}
Die Dimensionsformel fiir orthogonale Komplemente (Satz [7.36)) liefert

dim(Kb) + dim(W) = dim(V) + dim(V+ N Kb) .
——— N———
=1 =0 wegen q(b)#0

Daher ist (W, q|w) ein quadratischer Raum der Dimension n — 1. (Alternativ sicht man
dies, indem man W als Kern der linearen Abbildung V' — K, z +— (b, z) auffasst.) Nach
der Induktionsannahme hat W eine Orthogonalbasis bs,...,b,. Die Vektoren b,bs, ..., b,
bilden dann eine Orthogonalbasis von V. ]

Bemerkung 9.12. Beziiglich einer Orthogonalbasis b4, .. ., b, hat die Strukturmatrix Dia-
gonalgestalt
B(b1,b1)
B =

B(bn, by)

Definition 9.13. Ist A € K™ " eine symmetrische Matrix, so schreiben wir g4 fiir die
quadratische Form

1
ga: K" > K, x> §xtAx.
Sind ay,...,a, € K, so schreiben wir [aq, ..., a,] fir die quadratische Form zu
(431
A=2 ,
an

also q(z) = a12? + ... + a,x?. Solche Formen heiflen Diagonalformen.
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Bemerkung 9.14. Ist (V,q) ein quadratischer Raum und A die Gram-Matrix beziiglich
einer Basis by, ...,b,, so ist

s:(V,q) = (K",q4), bi—e

eine isometrische Isomorphie. Die quadratischen Rédume (V,¢q) und (K", q4) sind damit
aquivalent. Satz besagt dann, dass jede quadratische Form zu einer Diagonalform
aquivalent ist.

Achtung. Die in der Diagonalform [a4,...,a,]| auftretenden Koeffizienten sind durch ¢
nicht eindeutig bestimmt.

Frage. Wann sind zwei Diagonalformen [ay,...,a,], [b1,...,b,] auf K™ dquivalent tber
K? Aquivalent: Wann gibt es ein S € GL(n, K) mit

aq bl
=S S?
Qn, bn,

Antwort. Dies hiangt von K ab. ,Finfach“ iiber R oder C (siehe unten), ,schwierig® iiber
Q (Satz von Hasse-Minkowski).

Uber C:
Bemerkung 9.15. Sei ¢ eine nicht ausgeartete quadratische Form auf dem C-Vektorraum
V. Dann gibt es eine Basis by, ..., b,, so dass die Strukturmatrix

B =2F,

ist, das heiit ¢ ist aquivalent zur Einheitsform [1,1,...,1] auf C".

Beweis. Sei ¢y, ..., ¢, eine Orthogonalbasis von V und v; € C mit 72 = ¢(¢;) = %B(Ci, Ci)-

Die Existenz solcher ; folgt aus der algebraischen Abgeschlossenheit von C. Es gilt ~; # 0
da ¢ nicht ausgeartet ist. Setze b; = %cl Dann ist bq,...,b, eine Orthogonalbasis mit

Q(bl):,%_zQ(Ci):lﬁ'll"Z‘:1,...,7’L. n

Satz 9.16 (Kiirzungssatz von Witt). Seien k,n € N mit 1 < k <n. Seienay,...,a, € K*
und by, ..., b, € K*. Falls

(1)

{[al,...,ak,akﬂ,...,an] ~[by,. .., bg, by, .-, bn]  und

[al,...,ak] ~ [bl,...,bk],

so folgt
[akﬂ, c. ,an] >~ [bk+1, . ,bn]
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Beweis. Schritt 1: Aus folgt direkt

[ar, ..., ag, Ggy1, -y an) = [a1, .o, byt - - o, Dol
denn wenn es Matrizen S € GL(n, K) und Ty € GL(k, K) mit
ai by
St . S —
an, b,
und
b ay
T; Ty =
bk (07%
so folgt mit T' = (TO >, dass
Enfk:
a1
a1
(ST)! - ST = h
br41
an
bn

Schritt 2: Aus folgt die Behauptung, dies zeigen wir per Induktion nach k.
Sei k =1 (und n beliebig). Dann bedeutet (), dass es ein T' € GL(n, K) mit

ai
a2

T , T =
Qp,

gibt. Schreibe
b2 c ’Ut

A: ) B: 7 T:
wl| S

Qn

mit ¢ € K, u,v € K" ' und § € K®1*(=1) Dann gilt
ar 0\ fc u'\[ax O) [c o
0 B) \v StJ\0 A)\u S
_feay uAN [e O
~\agv StA) \u S
[ Pay +utAu cagvt +utAS
~ \ecayv+ StAu  aqvvt + STAS )
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Dies ist aquivalent zu
utAu = (1 — ?)ay,
StAu = —cayv,
StAS + ayvvt = B.
Gesucht: Eine Matrix M € K®=Dx(0=1) i
M'AM = B. (x3)
Ist (k3) fiir ein M € K®=Dx0=1 erfilllt, so ist M € GL(n — 1,K), da det(M)? =
det(A)~!det(B) € K*.
Ansatz: Sei M = S + Auv' mit A € K. Dann gilt
(&) < (S"+ Mouh)A(S + ') = B
s S'AS + v u'AS )\ STAu vt + N2 wlAu o' =B
—— ~—— —— ~——
=B—ajvvt =—cajvt =—caiv =(1-c?)aq
& B —awv' — 2 cavvt + N2 (1 — Hav' = B
& a(-1-2xc+ XN (1-c*))=0 oder v=0
< (=N +2cA+1=0.

Fiir ¢ = 1 ist die Gleichung (¢ — 1)A\? + 2¢\ + 1 = 0 lésbar. Fiir ¢ # 1 gilt

(=N +2eA+1=0

2 1
& Nt ‘ A 1:0
1
< ( ) c2—1_0
2 -1
& =0
( ) (2—1)2

<=>)\+ =+
C

c 1 c:Fl -1
S A= — + )
2-1 -1  2-1 c¢+1

Dies liefert auch im Fall ¢? # 1 eine Losung der Gleichung (¢ — 1)A\% +2cA + 1 = 0. Es
gibt daher in beiden Féllen eine Matrix M welche erfiillt, dies zeigt Behauptung fiir
k=1.

Sei nun k£ > 1 und die Behauptung fiir £ — 1 (und alle n) bewiesen. Nach Schritt 1 gilt

lar, ..., ag, Qgy1y -y an) > a1, .o, byt - - -, bl (x2)
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woraus nach der Induktionsannahme

[ak,ak+17 e ,(Zn] ~ [ak,ka, ey bn]

folgt. Wie im Fall £ = 1 folgt hieraus

[Clk+17 e ,an] ~ [bk+1, e ,bn],

die Behauptung ist somit insgesamt bewiesen. O

9.3 Die orthogonale Gruppe

Definition 9.17. Sei (V, ¢q) ein quadratischer Raum. Ein Vektor v € V heifit isotrop, falls
q(v) = 0. Er heifit anisotrop, falls g(v) # 0. Die quadratische Form ¢ heifit isotrop, falls
V' einen isotropen Vektor v # 0 enthélt. Ein Teilrtaum U C V heif3t total isotrop, falls
q(v) =0 fir alle v € U.

Beispiel 9.18.

i) Sei A = (a;;) € K™ eine symmetrische Matrix. Dann ist die quadratische Form
qa : K™ — K genau dann isotrop, wenn die Gleichung

n
> aywiz; =0
ij=1
eine nicht-triviale Losung hat.

ii) Die Diagonalform ¢ = [1, —1] auf K? ist nicht ausgeartet und isotrop, denn

()

Bemerkung 9.19. Es gibt keinen nicht ausgearteten isotropen quadratischen Raum der
Dimension 1.

Sei nun (V, q) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum iiber einem Kérper K mit Cha-
rakteristik ungleich 2. Fir x,y € V misst ¢(x — y) € K den ,Abstand“ zwischen z und y.
Wir interessieren uns fiir Abbildungen, die diesen Abstand invariant lassen.

Satz 9.20. Sei f : V — V eine distanztreue Abbildung, das heifst es gelte
q(f(x) = f(y) = a(z —y) (1)

fir alle x,y € V. Dann ist f eine affine Abbildung, das heif$t es existieren v € V' und eine
lineare Abbildung s : V — V', so dass

f(z) =s(z)+w

fir alle x € V. Hierbei sind die Abbildung s und der Vektor v eindeutig bestimmt und s ist
eine Isometrie.
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Beweis. Schritt 1: Setze v := f(0) und definiere s : V. — V. s(x) := f(z) — v. Es gilt dann
s(0) = 0.

Schritt 2: Behauptung: Die Abbildung s ist linear.

Schritt 2.1: Aus folgt, dass s auch distanztreu ist, also

q(s(z) = s(y)) = q(f(x) = f(y)) = q(z —y)
fir alle x,y € V. Mit y = 0 folgt daraus
q(s(x)) = gq(x)
fir alle x € V. Es gilt dann
q(s(z) = s(y)) = q(s(x)) — B(s(x), 5(y)) + q(s(y))

= —B(s(x),s(y) = q(z —y) —q(z) — q(y) = Bz, —y)

= Bs(x),s(y)) = Bz, y). (x2)
Schritt 2.2: Behauptung: Es gilt

s(ax + by) — as(x) — bs(y) L s(z)
fir alle x,y,z € V und a,b € K.
In der Tat:
B(s(ax + by) — as(z) — bs(y), s(z2))
=B(s(ax +by), s(2)) — aB(s(x),s(z)) — bB(s(y), s(2))

=B(az + by, 2) — af(x, 2) — bB(y, 2)
=0

fir alle z,y,z € V und a,b € K.

Schritt 2.3: Behauptung: Das Bild s(V') der Abbildung s erzeugt V.
Sei dazu by, ..., b, eine Orthogonalbasis von V. Es gilt

0, i#J
#0, i=].
Hieraus folgt, dass s(by),. .., s(b,) eine Orthogonalbasis von V ist, insbesondere gilt
Lin(s(V)) = W.
Schritt 2.4: Aus den Schritten 2.2 und 2.3 folgt (da ¢ nicht ausgeartet ist)
s(ax + by) — as(x) — bs(y) € s(V)*= = Lin(s(V))* = V*+ = {0}
fir alle x,y € V und a,b € K, das heifit die Abbildung s ist linear.

Schritt 3: zeigt, dass s eine Isometrie ist. Der Vektor v ist eindeutig als f(0) bestimmt.
Die Abbildung s : V' — V ist dann durch s(x) = f(z) — v auch eindeutig bestimmt. O

B(s(bi), s(bj)) = B(bi, by) = {



156 Jan Hendrik Bruinier

Definition 9.21. Sei (V,¢) ein quadratischer Raum. Die Gruppe
O(V,q) :=={s:V — V| s ist eine Isometrie} C GL(V)
heifit orthogonale Gruppe von (V,q). Die spezielle orthogonale Gruppe von (V, q) ist
SO(V,q) := {s € O(V.q) | det(s) =1} C O(V.q).
Beispiel 9.22. Fir V = K" mit ¢ = ¢ = [1, ..., 1] schreibt man einfach

O(n,K) := O(K",q),
SO(n, K) := SO(K", q).

Bemerkung 9.23. Es gilt

O(n, K) = {S € K™*| §'S = B},
SO(n,K) ={S € K™ | S'S = E, und det(S) = 1}.

Bemerkung 9.24. Sei A € K™*" symmetrisch. Dann gilt
O(K",qa) = {S € GL(n,K)| S'AS = A}.

Bemerkung 9.25. Sei (V, ¢q) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum und s : V. — V
eine Isometrie. Dann gilt
det(s) = £1.

Beweis. Es geniigt (V, q) = (K™, qa) zu betrachten, wobei det(A) # 0. Es folgt

det(STAS) = det(A)
= det(S)? - det(A) = det(A)
= det(5)? =1
O
Beispiele von Isometrien erhélt man durch Spiegelungen. Sei (V) ¢) ein nicht ausgearteter
quadratischer Raum der Dimension n. Sei H C V eine Hyperebene, also ein (n — 1)-
dimensionaler Teilraum. Sei H nicht ausgeartet. Dann ist V = H @ H+. Sei s = sy die

lineare Abbildung s : V' — V, definiert durch

s(x) =z firallex € H,
s(y) = —y firalley c H*.

Die Abbildung s heift Spiegelung an der Hyperebene H.
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e Es gilt s2 = idy.
e Die Spiegelung s ist eine Isometrie von (Vq).
e Falls dim(V) =1, so ist H = {0}, H* =V, sy = —idy zugelassen.
Bemerkung 9.26. Sei s: V — V eine Isometrie, so dass
H={zeV]|s(x)=a}CV
eine nicht ausgeartete Hyperebene ist. Dann ist s = sy die Spiegelung an H.

Beweis. Esist dim(H*) = 1. AuBerdem gilt s(H+) C H*, denn fiir y € H* und = € H ist

Bs(y), ) = B(s(y), s(x)) = By, ) = 0.

Fiir 0 # y € H* ist daher s(y) = Ay mit A € K. Es ist ¢(y) # 0 da (V, ¢) nicht ausgeartet
ist. Daraus folgt

0# q(y) = q(s(y)) = q(My) = Nq(y)

= N=1
Y A= 1
= S =S8g.
]
Bemerkung 9.27. Seien V, H, s = sy wie oben. Sei by, ...,b,_1 eine Basis von H und b,
eine Basis von H*. Dann ist by,. .., b, eine Basis von V und s hat die darstellende Matrix
1 0
1
0 -1

Insbesondere ist det(s) = —1.
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Bemerkung 9.28. Seien V, H, s = sy wie oben. Sei 0 # yo € H*. Dann gilt

ﬂ(’U, yO) Y

sv)=v= *Blorw0) "

fur alle v € V.

Beweis. Ubung. [

Erinnerung. Die Symmetrische Gruppe n-ten Grades S,, wird durch Transpositionen er-
zeugt.

Ziel. Wir zeigen nun, dass die Orthogonale Gruppe durch Spiegelungen erzeugt wird.

Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 9.29. Sei s : V — V eine Isometrie. Sei v € V ein anisotroper Vektor, so dass
auch s(v) —v anisotrop ist. Dann existiert eine Spiegelung so : V' — V', so dass der Vektor
v ein Fixpunkt von sg o s ist.

Beweis. Sei H C V die Hyperebene (s(v) — v)*. Da s(v) — v anisotrop ist, ist H nicht
ausgeartet und
V=H®K(s(v)—wv).

Sei sy = sy. Dann gilt
As(v) +v,s(v) —v) = B(s(v), 5(v)) = (v, v) =0,
das heiit s(v) +v € H. Hieraus folgt
so(s(v) +v) = s(v) + v,

andererseits gilt

so(s(v) —v) = —s(v) 4+ v.
Addiert man diese Gleichungen, so erhélt man

2(s0 0 s)(v) = 2v.

Da char(K) # 2 folgt (sg 0 s)(v) = v. O

Satz 9.30. Sei (V,q) ein nicht ausgearteter quadratischer Raum der Dimension n. Dann
ist jede Isometrie s € O(V,q) ein Produkt von héchstens n Spiegelungen.

Beweis. Wir beweisen hier nur den Fall, dass (V,q) anisotrop ist durch Induktion nach
dim(V). Fiir den allgemeinen Fall siche [4] Satz 4, Seite 56.

Fall 1: Angenommen es existiert ein v € V mit ¢(v) # 0 und s(v) = v. Sei H = vt C V.
Dann ist V = H @ Kv und dim(H) = n — 1. Es gilt s(H) C H und s’ := s|y ist eine
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Isometrie des nicht ausgearteten quadratischen Raums (H,qg). Per Induktion existieren
Spiegelungen ¢y, ...,t, € O(H,qy), mit r < n — 1, an Hyperebenen von H, so dass

s=tio...0t,.
Definiere lineare Abbildungen s; : V — V furi=1,...,r durch

si(x) = t;(x) fur alle z € H,
v.

Diese sind Isometrien von (V,q) die eine Hyperebene von V fest lassen und nicht die
Identitét sind. Nach Bemerkung sind s1,...,s. € O(V) Spiegelungen. Es gilt s =
$10...0 5, die Isometrie s ist damit ein Produkt von hochstens n — 1 Spiegelungen.

Fall 2: Angenommen es existiert kein v € V' mit ¢(v) # 0 und s(v) = v. Falls V' = {0}, so
ist nichts zu zeigen.

Sei daher V' # {0} und 0 # v € V. Da (V,q) anisotrop ist, gilt ¢(v) # 0. Aufgrund
der Annahme gilt auch s(v) —v # 0 und ¢(s(v) — v) # 0. Der quadratische Raum (V, q)
enthdlt daher einen anisotropen Vektor v, so dass s(v) — v anisotrop ist. Nach Lemma [9.29]
gibt es eine Spiegelung sg, so dass sg o s den Vektor v fest ldsst. Aus Fall 1 folgt, dass
Sp08§ = Ss10...085, fir ein r < n — 1 und Spiegelungen si,...,s,. Da 53 = idy folgt
S =5p0...08,, die [sometrie s ist damit ein Produkt aus hochstens n Spiegelungen. [

Bemerkung 9.31. Sei dim(V) = 2. Fir idy # s € O(V, ¢) sind dquivalent:
i) s € SO(V,q), das heifit det(s) = 1.
ii) s ist das Produkt von 2 Spiegelungen.
iii) 0 ist der einzige Fixvektor von s.
Beweis. Ubung. [
Hieraus kann man folgern, dass SO(V,q) fir dim(V') = 2 abelsch ist. Fur char(K) # 2,3
ist O(V, q) nicht abelsch.

9.4 Quadratische Formen iiber R

Bisher haben wir quadratische Raume (V,q) iber einem Korper K mit char(K) # 2
betrachten. Nun betrachten wir speziell K = R. Im Folgenden bezeichnet V' einen R-
Vektorraum mit dim (V') = n und ¢ eine nicht ausgeartete quadratische Form auf V.

Bemerkung 9.32. Unter diesen Voraussetzungen gilt

g~1[1,...,1,-1,...,-1]

T n—r
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mit einer ganzen Zahl r > 0. Fiir Matrizen formuliert heifit dies:
Jede symmetrische Matrix A € GL(n,R) ist kongruent zu einer Diagonalmatrix der Form

diag(l,...,l,—l,...,—l):(ET 0 )
—— e — 0 _En—r

s n—r

Beweis. Nach Satz gibt es eine Orthogonalbasis (b, . .., b,) von V, das heifit 5(b;, b;) =
0 fiir « # j. Die quadratische Form ¢ ist dann eindeutig durch die reellen Zahlen

bestimmt. Da ¢ nicht ausgeartet ist, gilt a; # 0, also entweder a; > 0 oder a; < 0 fiir
jedes i € {1,...,n}. Nach Umnummerieren der Basis kann man ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dass

aiy...,a, >0 und apyq,...,a, <O0.
Setze
! by, firi=1
¢ =—=b, firi=1,...,r
Vai
1
;= by, firi=r—+1,...,n.
Dann ist (cy,...,¢,) eine Orthogonalbasis von (V,¢) und

B (L)Qai:—kl, i=1,...,m

q(ci) = \/T 2 .
( /7_(11_) a;=-—1, 1=r+1,...,n.
Folglich ist
g~1,...,1,—=1,...,—1].
—_——— — ——
Fir Matrizen: Ist A die zu ¢ gehorige Matrix, so folgt aus ¢ ~ [1,...,1,—1,..., —1], dass

A kongruent zu
5 E, 0
O _En—r
ist. Da\/ieR, ist A dann auch zu
E.o 0 \_ (L) (26 0 1
0 —-E,.)] \y2 " 0 —2E,,)\v2 "

kongruent. ]

Nachfolgend zeigen wir nun, dass r nur von (V, ¢) abhéngt und eindeutig bestimmt ist.
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Satz 9.33 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Unter den obigen Voraussetzungen ist die Zahl r
aus Bemerkung[9.39 eindeutig bestimmt. Das heifit: Ist V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum
und q eine nicht ausgeartete quadratische Form auf V', dann gibt es genau ein r > 0, so
dass q~1[1,...,1,—1,...,—1].

T n—r

Fiir Matrizen: Gilt fiir ganze Zahlen 0 <r <n, 0 <71’ <n, dass

ET’ 0 _ t Er O
(¢ )=o)

mit einer reellen n X n-Matriz S, so gilt r =r’.

Beweis. Nach Bemerkung9.32|gilt ¢ ~ [1,...,1,—1,...,—1] mit einer ganzen Zahl r > 0.
—_——— — ——

n—r

Es gelte nun auch ¢ ~ [1,...,1,—1,...,—1] mit einer ganzen Zahl r’ > 0, also
————

<

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei v’ > r. Annahme: 7’ > r.

Wir haben dann

1,...,1,1,. 1, =1, =1 ~[1,...,1,—1,...,—1].
—_——— ——— — —— ——

r r—p n—r' r n—r

S A A R~ R

—r n—r’ n—r

Die Diagonalform auf der rechten Seite stellt nur reelle Zahlen kleiner gleich Null dar
(das heiBit g(v) < 0 fur alle v € V), die Diagonalform auf der linken Seite stellt hingegen
mindestens eine positive Zahl dar. Die quadratischen Formen kénnen daher nicht dquivalent
sein. Dies ist ein Widerspruch, es muss daher ' = r gelten.

Da die zu
[1,...,1,—1,...,—1]
—_—— ——— —
gehorige Matrix
5 E, 0
O _En—r
ist, folgt hieraus auch die Aussage iiber Matrizen. ]

Wir haben also gesehen, dass fiir einen nicht ausgearteten reellen quadratischen Raum
(V,q) die Zahlen r und n — r eindeutig festgelegt sind.



162 Jan Hendrik Bruinier

Definition 9.34. Sei V wie oben und ¢ eine nicht ausgeartete quadratische Form auf V.
Gilt ¢ ~ [1,...,1,—1,...,—1] mit ganzen Zahlen r, s > 0, so nennt man das Paar (r, s)
—_——— —— —

T
die Signatur von q.

Definition 9.35. Eine quadratische Form ¢ auf einem beliebigen R-Vektorraum V' heifit
positiv semi-definit, wenn g(x) > 0 fir alle z € V. Gilt sogar ¢(z) > 0 fiir alle z € V\{0},
so heifit g positiv definit. Gilt hingegen ¢(z) < 0 fiir jedes = € V| so nennt man ¢ negativ
semi-definit. Negativ definit nennt man ¢, wenn ¢(z) < 0 fiir alle z € V\{0}. Ist ¢ weder
positiv noch negativ semi-definit, so heifit g indefinit.

Bemerkung 9.36. Sei (V, q) ein quadratischer Raum tiber R. Ist ¢ positiv definit, so gilt
det(B) > 0 fur die Strukturmatrix von ¢ beziiglich einer beliebigen Basis by, ..., b, von V.
Ist ¢ positiv semi-definit, so gilt det(B) > 0.

Beweis. Ist cq,. .., c, eine weitere Basis von V' und C' die zugehorige Strukturmatrix , so gilt
det(C) = a*det(B) mit @ € R*. Das Vorzeichen der Determinante ist daher unabhéngig
von der Wahl der Basis. Sei by, ..., b, eine Orthogonalbasis. Dann gilt

det(B) = B(b1,b1) ... B(bn, bn)
=2"-q(by) ... q(by)
> (0, falls ¢ positiv definit ist,
{2 0, falls g positiv semi-definit ist.

]

Definition 9.37. Eine symmetrische Matrix A € R™ ™ heifit positiv definit, wenn die
quadratische Form ¢4 auf R™ positiv definit ist, das heift, falls

2t Ax >0

fir alle z € R™\{0}. Entsprechendes gilt fiir die Bezeichnungen positiv semi-definit, negativ
definit und negativ semi-definit.

Bemerkung 9.38. Fiir eine symmetrische Matrix A € R"*" gilt

A positiv definit = det(A) > 0,
A positiv semi-definit = det(A) > 0.

Achtung. Aus det(A) > 0 folgt im Allgemeinen nicht, dass A positiv definit ist. Beispiel:
1

A= —1
—1
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Satz 9.39 (Determinantenkriterium). Sei A = (a;;) € R™" eine symmetrische Matriz.
Dann gilt

aiy ... Qg
A ist positiv definit < det| @ .. ¢ | >0 firalek=1,...,n.
a1 ... Qg

Beweis. Sei ¢ = g4 die quadratische Form auf V' = R" mit Strukturmatrix A beziiglich
der Standardbasis ey, ..., e,.

=" Folgt leicht aus Bemerkung angewandt auf (W, i) mit W = Lin(eq, ..., ex) fur
k=1,...,n.

<" Beweis per Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar, sei n > 1. Sei W C R" der von

€1,--.,en_1 € R" erzeugte Teilraum. Der quadratische Raum (W, gy) hat Strukturmatrix
aii e a1 n—1
A =
an—l,l ce an—l,n—l

Diese erfiillt das Determinantenkriterium, woraus nach der Induktionsannahme folgt, dass
A’ positiv definit ist. Es ist daher auch gy positiv definit und insbesondere (W, qy) nicht
ausgeartet. Es gilt dann

V=Wea&Rec

mit 0 # ¢ € W+, Denn: da (W, gi) nicht ausgeartet ist, gilt W NW+ = {0}. Damit ist die
Dimension von W + W+ gleich dim(W) + dim(W+). Aulerdem gilt nach der Dimensions-
formel fiir orthogonale Komplemente

dim(W+) = dim(V) — dim(W) =n — (n — 1) =1,

da (V,q) ebenfalls nicht ausgeartet ist. Damit ist V = W + W+ und die Summe ist direkt,
da der Schnitt leer ist und jedes 0 # ¢ € W+ spannt W+ auf.

Um die positive Definitheit von ¢ zu zeigen, betrachten wir die Basis (ey, ..., e,_1,¢) von
V. Die Gram-Matrix von ¢ beziiglich dieser Basis ist

A0
]

mit a = f,(c, ¢) = 2¢(c). Da sich det(C) von det(A) nur um das Quadrat einer von Null
verschiedenen rellen Zahl unterscheidet, und da nach Voraussetzung det(A) > 0 ist, muss
auch det(C') > 0 sein. Andererseits gilt det(C) = det(A’) - @ und det(A’) > 0. Folglich ist
a > 0 und somit gy positiv definit. Es folgt die positive Definitheit von ¢, und damit
auch die positive Definitheit der Matrix A. ]

00 ) erfullt

Achtung. Fir positiv semi-definit gilt das Kriterium nicht analog: A = (0 1

a1 > 0 und det(A) > 0, aber A ist nicht positiv semi-definit.
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Satz 9.40. Sei A = (a;;) € R™" eine symmetrische Matriz. A ist genau dann positiv
semi-definit, wenn alle Hauptunterdeterminanten von A gréfier gleich 0 sind. Das heifst

falls
Qi - - ailyik
det(Ag) :=det | .. >0
aml e aik’ik
fir alle k =1,...,n und alle k-elementigen Teilmengen S = {iy,...,ix} C{1,...,n}.
Beweis. Ubung. Ahnlich wie der Beweis des Determinantenkriteriums (Satz (9.39)). O

Satz 9.41 (Variante des Sylvesterschen Tréagheitssatzes). Sei (V,q) ein nicht ausgearteter
quadratischer Raum tber R. Dann ldsst sich V' als orthogonale Summe

V=UaU
schreiben, wobei qu, positiv definit und qu, negativ definit ist. Die Gréfien
r = dim(U;),
s = dim(Us)
sind durch (V,q) eindeutig bestimmdt.
Beweis. Dies folgt aus dem Sylvesterschen Trigheitssatz (Satz . ]

Satz 9.42 (Determinantenbeschreibung der Signatur einer quadratischen Form). Sei (V, q)
ein nicht ausgearteter quadratischer Raum diber R mit Signatur (r,s). Sei A = (a;;) die
Strukturmatriz von q beziiglich einer Basis von V', so dass die Bedingung

aypy ... Qg
dp:=det| : .. 1 |#0
arr ... Qi
fur alle k = 1,...,n erfillt ist. Dann ist s gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel der

Folge (1,dy,ds, ..., d,).
Beweis. Dies beweist man wie das Determinantenkriterium (Satz[9.39) mit passenden An-

derungen. Induktion nach n:

n = 1: Ist d; > 0, so hat die Folge (1, d;) keinen Vorzeichenwechsel. Es gilt A = (a1;) =
(d1) ~ (1) € R™! das heiBt s = 0. Ist d; < 0, so hat die Folge (1,d;) einen Vorzeichen-
wechsel. Es gilt A = (a11) = (d1) ~ (1) € R™! das heifit s = 1. In beiden Féllen is s
gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel.

n > 1: Sei B = (b, bs,...,b,) eine Basis von V' mit Strukturmatrix A. Definiere den Un-
terraum W = Lin(by,...,b,—1) C V. Der quadratische Raum (W, gy/) hat Strukturmatrix

ayp ... a1n—1

Qp-11 --- Qp-1n-1
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beztiglich der Basis (by,...,b,_1). Nach der Induktionsannahme hat (W), gy ) die Signatur
(r', "), wobei s gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge (1,ds,...,d,_1) ist. Da
det(A") = d,—1 # 0, ist (W, gw) nicht ausgeartet. Es gilt dann wieder

V =W @ Lin(c)
mit eindimensionalem W+ = Lin(c). Sei ¢p,...,c,—1 eine Orthogonalbasis von W mit
Strukturmatrix
o Er’ 0
Dann ist ¢q,...,¢,_1, c eine Orthogonalbasis von V' mit Strukturmatrix
E. 0 0
C=210 —-Eys 0
0 0 gl
Nach Lemma gilt
q(C) ( 1)* - det(C)
(= 1)5l det(A)
" (=17 dy,

(1) :21 ”-det(C)
=a? det(A) =d” - d,_,

mit a,a’ € R*. Schreiben wir ,,~“ fiir die Kongruenz von Matrizen, so folgt fiir die Signatur
(r,s) von (V, q)
E, 0
C~ |7
()
q(c) <0

d,, und d,,_; haben unterschiedliche Vorzeichen
Die Folge (1,ds,...,d,) hat s’ + 1 Vorzeichenwechsel.

(r,s) = (r', s +1)

t o 0

Analog gilt

(r,s)=(r"+1,5)

<~

< q(c)>0
< d, und d,,_; haben das gleiche Vorzeichen

< Die Folge (1,dy,...,d,) hat s Vorzeichenwechsel.

In beiden Féllen ist s gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge (1,dy,...,d,). O



166 Jan Hendrik Bruinier

Satz 9.43 (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung). Sei (V,q) ein quadratischer Raum tber R
und q positiv semi-definit. Fir alle x,y € V' gilt

B(x,y)* < B(x,2)B(y,y).

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei V' = Lin(z,y). Falls dim(V) = 0, so
folgt © = y = 0 und die Ungleichung ist erfiillt. Falls dim(V') = 1 so sind = und y linear
abhéngig und es herrscht Gleichheit aufgrund der Bilinearitat von (. Falls dim(V') = 2, so
ist z,y eine Basis von V. Bezliglich dieser hat g die Gram-Matrix

s (G e,

Nach Bemerkung folgt B(z,2)B(y,y) — B(x,y)? = det(B) > 0. O

Bemerkung 9.44. Sei (V, q) ein quadratischer Raum tiber R und ¢ positiv definit. Dann
gilt in der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung genau dann Gleichheit, wenn die Vektoren
x,y linear abhéngig sind.

Beweis. ,,<=*: Dies steht bereits im obigen Beweis.

»=" Aus B(z,y)? = B(z,z)B(y, y) folgt det(B) = 0. Da ¢ nicht ausgeartet ist, ist dies nur
fiir linear abhéngige Vektoren x,y moglich. [

9.4.1 Matrix-Zerlegungen

Bemerkung 9.45. Ist ¢ eine positiv definite quadratische Form auf einem R-Vektorraum
V', so ist die zugehorige Bilinearform [ ein Skalarprodukt auf V. In diesem Fall kann
man zu (V,q) eine Orthonormalbasis finden. Zum Beispiel mit dem Gram-Schmidtschen
Orthonormalisierungsverfahren. Hierzu ersetzt man in Algorithmus [8.11| ||z|| durch \/@
und (z,y) durch 38(z,y) fir z,y € V.

Fiir positiv definite symmetrische Matrizen bedeutet dies:

Satz 9.46. Sei A € R™™" eine symmetrische positiv definite Matriz. Dann ezistiert eine
obere Dreiecksmatriz C' € R™ "™, so dass

C*AC = E,,.

Korollar 9.47 (Cholesky-Zerlegung). Sei A € R" "™ eine symmetrische positiv definite
Matriz. Dann ldsst sich A in der Form

A=DB'B
fiir eine obere Dreiecksmatriz B schreiben.

Lemma 9.48. Sei x € R™ mit ||z||> = z'z = 1. Dann exzistiert ein S € O(n,R) mit
Sey = x, wobei e den ersten Standardbasisvektor bezeichnet.
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Beweis. Erganze x zu einer Orthonormalbasis (z, b, ..., b,) des R™. Fassen wir diese Ba-
sisvektoren als Spalten einer Matrix S € R™*" auf, so gilt S € O(n,R). Asserdem ist
Se; = x. O

Satz 9.49 (QR-Zerlegung). Sei A € GL,(R). Es existieren ein @) € O(n,R) und eine
obere Dreiechsmatrizc R = (r;;) € R™™ mit r;; >0 firi=1,...,n, so dass

A=QR.
Hierbei sind QQ und R eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir zeigen die Existenz durch Induktion nach n.

Fir n =1 ist die Behauptung klar.

Sein > 1. Sei a die erste Spalte der Matrix A. Da A invertierbar ist, gilt A # 0. Der Vektor
a = a/||a|| € R™ hat Norm 1. Nach Lemma existist ein S € O(n,R) mit Sa’ = e;.

Somit gilt Sa = ||a| - e; und
_ (llall %
A= ( o+

mit einer Matrix A; € GL,,_1(R). Nach Induktionsannahme existieren ein S; € O(n—1,R)
und eine obere Dreiecksmatrix R; € R®=Dx(=D mit A, = S R;. Es folgt, dass

_g (L0 (llall
a=s(o 5) (' 5

und damit die Existenz von ) und R.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus der Tatsache, dass eine obere Dreiecksmatrix
mit positiven Diagonaleintragen genau dann in O(n,R) liegt, wenn sie die Einheitsmatrix
ist. O]

Satz 9.50 (Iwasawa-Zerlegung). Sei A € GL,(R). Es existieren ein @@ € O(n,R), eine
Diagonalmatriz D mit positiven Diagonaleintragen und eine unipotente obere Dreiecksma-
triz

1 *
N = e R™"
0 1
so dass
A=QDN.

Hierbei sind QQ, D und N eindeutig bestimmd.
Beweis. Sei A= QR die Zerlegung nach Satz mit R = (r;;). Setze
11 0
D=

0 Trn

und N = D7'R. Dann haben @, D und R die gewiinschten Eigenschaften.
Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt leicht aus der Eindeutigkeit in Satz[9.49] O
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Eine weitere Zerlegung ergiebt sich leicht aus dem Gauf3-Algorithmus.

Satz 9.51 (LR-Zerlegung). Sei A € R™*". Es ezistieren eine Permutationsmatriz P, eine
untere Dreiucksmatriz L und eine obere Dreiecksmatriz R, so dass

A= PLR.

Lemma 9.52 (Quadratwurzel-Lemma). Sei A € R"*" eine positiv semidefinite symmetri-
sche Matrix. Es existiert eine eindeutig bestimmte positiv semidefinite symmetrische Matriz
P mit

A= P?

Falls A positiv definit ist, so ist auch P positiv definit.
Beweis. Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen kann A durch eine orthogonale

Matrix diagonalisiert werden. Es gibt also ein S € O(n,R) und eine Diagonalmatrix D, so

dass
A=StDS.

Da A positiv semidefinit ist, sind die Diagonaleintrige von D nicht-negativ. Sei v/D
die eindeutig bestimmte Diagonalmatrix mit nicht-negativen Diagonaleintragen, so dass
(v'D)? = D. Dann hat

P =5DS

die gewiinschten Eigenschaften. Den Nachweis der Eindeutigkeit von P lassen wir als
Ubung. ]

Bemerkung 9.53. Sei T' € GL(n,R). Dann ist 7T symmetrisch und positiv definit.

Beweis. Symmetrisch: klar.
Positiv definit: Sei z € R". Dann gilt

o' T'Tx = (Tx) (Tx) = | Tx||3 > 0.
Gleichheit gilt genau dann, wenn Tz = 0. Weiter gilt Tx = 0 genau dann, wenn z = 0. [

Satz 9.54 (Polar-Zerlegung). Zu jeder Matriz A € GL,(R) existiert ein S € O(n,R) und
eine positiv definite symmetrische Matriz P, so dass

A=SP.
Hierbei sind S und P eindeutig bestimmt.

Beweis. Existenz: Die Matrix B = A'A ist symmetrisch und positiv definit. Nach Lemma
existiert eine eindeutig bestimmte positiv definite Matrix P mit B = P?. Setze S =
AP7!. Dann gilt 'S =1und A = SP.

Eindeutigkeit: Aus A = SP folgt A'A = P!S!SP = P2. Damit ist P die eindeutig be-
stimmte Quadratwurzel von A*A und S ist ebenfalls eindeutig bestmmit. ]
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Satz 9.55 (Cartan-Zerlegung). Zu jeder Matriz A € GL,(R) existieren Si,Ss € O(n,R)
und eine Diagonalmatriz D mit positiven Diagonaleintrdgen, so dass

A= 5DSs.

Beweis. Sei A = SP die Polar-Zerlegung von A. Nach dem Spektralsatz fiir symmetrische
Matrizen gibt es ein 7" € O(n,R) und eine Diagonalmatrix D, so dass

P=T'DT.

Da P positiv definit ist, sind die Diagonaleintriage von D positiv. Durch Einsetzen erhalt
man

A= ST'DT,
also die Behauptung mit S; = ST* und Sy = T. O
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