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Ubungsblatt Nr. 9

zum 1.7.2010

Aufgabe 1) Sei U eine offene Teilmenge des R? und f : U — R, seien F = (f1, fa, f3) : U — R3 glatte
Abbildungen. Wie in der Vorlesung sind gradf : U — R, rot(F) : U — R3 und div(F) : U — R der
“Gradient” von f und die “Rotation” bzw. die “Divergenz” von F'.

o Zeige: Es gilt df = (gradf)idz1 + (gradf)adas + (gradf)sdas (wobei (grad(f)); die jeweilige Kompo-
nentenfunktion von grad(f) bezeichnet).

e Setze w := fidxy + fodwa + f3dxs; dann ist also w eine 1-Form auf U . Zeige: dw = rot(F');dxs Adzs —
rot(F)odxzy A deg + rot(F)sdzy A dzy (wobei (rot(F)); die jeweilige Komponentenfunktion von rot(F')
bezeichnet).

e Sei nun w := fidaxo A dzs — fodxy A dzs + fsdze A dxs; dann ist w eine 2-Form auf U. Zeige:
dw = div(F)dx; A dzg Adexs .

e Man zeige: d? = 0 ist equivalent zu rot o grad = 0 und div o rot = 0 auf Q*(U).

Aufgabe 2) Man zeige: Ist ej,..., e, eine Basis von V und ist €1,...,€; die duale Basis, so ist {e; A
-+ A€, }iee eine Basis von APV . Dabei bezeichne I, die Menge aller “Multiindizes” {(i1,...,%p)|1 <41 <
-+ -1, < k}. Welche Dimension hat APV ?

Aufgabe 3) (schriftlich) Sei X eine glatte Mannifaltigkeit. Man zeige: X ist wegweise-zusammenhéngend
genau dann, wenn X zusammenhangend ist.

Aufgabe 4) Sei U eine offene Teilmenge von R" | eq,...,e, die Standardbasis und €y, ..., €, die duale
Basis.

(a) Zeige: Es gibt genau einen linearen Operator d : Q*(U) — Q*(U) mit:

d(QP(U)) c QPTYHU) fiir jedes p.

df = 2Ler + ...+ ZLe, fiir alle f € QO(U).

e d>=0.

o d(wy Awg) =dwi Awa + (—1)Pwy A dwsy fiir alle wy € QP(U) und we € Q4(U).
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(b) Sei U eine offene Teilmenge von R* und f : U — U eine glatte Abbildung. Dann hat man f*dw = df*w
fir jedes w € Q*(U).



