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Aufgabe 1) Sei 0 - A* — B®* — C* — 0 eine kurze exakte Sequenz von Ketten-Komplexen. Zeige, dafl
der in der Vorlesung definierte “Rand-Operator” & : kern(dl,) — H?"!(A) alle “Rénder” auf Null abbildet

(d.h. 950 d% " = 0) und daher eine Abbildung 9% H1(C) — H7"(A) induziert.

Aufgabe 2) Sei C*® ein endlicher Ketten-Komplex (d.h. C™ = 0 fiir grofles n) mit der zusétzlichen
Eigenschaft, da§ dim(C") < oo fiir alle n. Zeige: Die ganze Zahl > o (—1)" dim(C") ist gleich der “Euler-
charakteristik” Y 2% (—1)" dim(H*(C)).

Aufgabe 3) Seien A;, B;, C;,D; ,E; (i = 1,2) Vektorraume und sei

A1 B1 01 D1 El
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ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Zeige: Sind «, £,  und € jeweils Isomorphismen, so ist
automatisch auch v ein Isomorphismus. Man kann sogar mehr sagen:
e Sind B und § injektiv und ist « surjektiv, so ist v injektiv.

e Sind B und § surjektiv und ist € injektiv, so ist v surjektiv.

Dieses Resultat wird auch das “Fiinfer-Lemma” genannt.

Aufgabe 4) Sei X eine Mannigfaltigkeit und {U;};cr eine Uberdeckung von X . Seien geschlossene p-
Formen w;; auf Us; := U; N Uj gegeben (d.h., dw;; = 0). Zeige:
(a) Folgendes ist dquivalent:

e Es existieren jeweils p-Formen §; auf U;, so dafl auf U;; die Gleichung §; — & = w;; gilt.

e Es gilt die “Cozykel-Bedingung” w;; + wjr = wi, auf U; NU; N U, .
(b) Die p+ 1-Formen d¢; “verkleben” sich zu einer globalen p + 1-Form »n auf X (d.h., n|U; = d¢;) .

(c) Die Kohomologie-Klasse von 7 hiangt nicht von der Wahl der &; ab.



