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1. Rauschen in elektronischen Schaltungen

Technologie: Technologischer Fortschritt in der Mikroelektronik
90nm — 75nm — 45nm — . ..
Betriebsspannungen:
5V — 1.3V — ... @ hdhere Nutzfrequenzen

o kleinere Bauteile

o geringere Betriebsspannungen
— verringertes Signal-Rausch-Verhaltnis

Transiente Rauschanalyse wird notwendig

o pfadweise Integration von SDAEs
mit einer groBen Anzahl kleiner Rauschquellen

ASX(8) + F(8 X(0) + a6 X(D)& (1) =0
r=1

Quelle: www.gimonda.com

@ Adaptive Verfahren mit "hoher Ordnung”
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2. Uberblick

@ Einfiihrung
@ Modellierung elektronischer Schaltungen mit Rauschen
o 1t6-SDEs und Index-1 [t6-SDAEs
@ Zwei Konzepte: Schwache oder starke Approximation?

© Adaptive Verfahren
o Lineare Zweischritt-Maruyama-Verfahren mit variabler Schrittweite
o Numerische Stabilitdt, Konsistenz und Konvergenz im Quadratmittel
o Test-SDE mit polynomialer Drift und Diffusion

© Lokale Fehlerschitzung und Schrittweitensteuerung
@ Schatzung des dominierenden lokalen Fehlerterms im Quadratmittel
o Algorithmus zur Schrittweitensteuerung
o Anwendungsbeispiel: MOSFET-Inverter-Schaltung
o Anwendungsbeispiel: Spannungsgesteuerter Oszillator (VCO)

@ Geichzeitige Steuerung der Schrittweite und Pfadanzahl
@ Stichprobenfehler und die effiziente Anzahl der Pfade
o Adaptive Pfadreduktion und -expansion
@ Numerische Beispiele
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3. Modellierung der Rauschquellen

Rauschmodell

Rauschen wird mittels einer
externen GauBschen
Stromquelle modelliert.

@ Thermisches Rauschen in @ Schrot-Rauschen in Halbleiteriibergiangen
Widerstanden (Elementarladung)
(thermische Bewegung) Schottkys Formel (1918):

Nyquists Formel (1928):

KT ishot(t7 u(t)) = \/qel’.det(u(t))lg(t)v
. N———
irn(t) = \/ R &(1), O shor (U(t))
——
Oth Multiplikatives Rauschen,

. ge = 1.602 x 1071° [C]
Additives Rauschen,

k = 1.3806 x 10~23 [JK—1]
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4. Modellierung elektronischer Schaltungen mit Rauschen

Gleichungen der modifizierten Knotenanalyse (MNA)

Acqd’ + Arg(Age,t) + ALl + Aviv + Aris(e, ji,jv, t)
+Ay diag(o(Afe, t))E(t) =
¢ —Ale =

Ale—vs(e,ji,t) =
q—aqc(Alet) =
¢— ol t) =

oo o o o

Unbekannte des Systems: Bezeichner im Rauschterm:
o g: Ladungen, e & m-dim. GauBsches weiBes Rauschen,
o ¢: Fliisse, @ 0: m-dim. Vektor der Rauschintensitaten
@ e: Knotenpotentiale,
@ j;: Strome durch Induktivitaten

@ jy: Strdme durch Spannungsquellen
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4. Modellierung elektronischer Schaltungen mit Rauschen

Gleichungen der modifizierten Knotenanalyse (MNA)

Acq' + Arg(Afe, t) + ALjL + Avjv + Ajis(e, ji, v, t)

+An diag(o(Age, 1))é(t) = 0,
¢ —Ale = 0,
Aae —vs(e,ji,t) = 0,
q—qc(Ale,t) = o,
¢—¢1(ji,t) = O. )
fithrt zur stochastischen Algebro-Differentialgleichung:
" t t
A X(s)’ - / f(s,X(s)) ds — / G(s,X(s)) dW(s) = o0,
to to to
mit X(t,-) = X(t) = (q(t), 9(t), e(t),jr(t),jv(t))T € La(,R") und A = diag(Ac, Id;,0,0,0),
ARe(ARe. t) + ALip + Ayiy + Ajis(e. iy iy 1) Ay diag(o (AT e(t), ©)
—Al e 0
(e, X()) = — ATe — vs(e s 1) .G X(0) = — 0
q—ac(Acet) g
b~ 0L 1)
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5. 1t6-SDEs und Index-1 1t6-SDAEs

AX(S)‘; = /tt f(s,X(s)) ds + /tt G(s,X(s)) dW(s), X(to)=Xo, te€J=][to, T

Sy I 8r(s,X(s)) dWi(s)

o Drift f: J x R" — R", Diffusion G = (g1,...,8m) : J X R" — R"™m;
o W ist m-dim. BB auf W’'raum (€, F, P) mit Filtration {F;}¢c 7;
@ Xp ist ein Fy,-messbarer Anfangswert, unabh. von W und IE|X0|2 < 0.

Klassifizierung:
o A= Id: 1t6-SDE

o A=Id und G = €G (e < 1): 1t6-SDE mit kleinem Rauschen
(Milstein/Tretyakov 1997 und 2004; Buckwar/Winkler 2006)

@ A singuldr und algebr. Nebenbedingungen rauschfrei: Index-1 1t6-SDAE
(Schein 1999, Winkler 2003)

@ A singular, algebr. NB rauschfrei und G = €G: Index-1 [t6-SDAE mit kleinem Rauschen

Wir nehmen an, es existiere eine pfadweise eindeutige starke Losung.
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6. Zwei Konzepte: Schwache oder starke Approximation?

Berechnung der Momente Simulation von Losungspfaden
(Erwartungswert, Varianz, ...

L L L L
0 2e-09 4e—09 6e-09 8e-09 le-08 Time

Yy v
> Simulierte Pfade geben Auskunft iiber das
Phasenrauschen
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7. Adaptive Verfahren

Lineare Zweischritt-Maruyama-Verfahren mit variabler Schrittweite
2 2 2 m o
(A e oXej=he > Brof(te—js Xe—j) + > vje D & (te—jp Xe—j) I,
j=0 j=0 j=1 r=1

£=2,...,N, Anfangswerte Xp, X1 € L2(2,R") sodass X; (£ = 0,1) Fy,-messbar.

Notationen:

IPE = Wit + h) = We(t) ~ N(0,h), e =he/hpy,  hi= max hy.

3

Globaler Fehler in t,:
er = ||X(te) — Xe||r, wobei X(t) € Lo(£2) mit der Norm || X(¢)|l, = (E|X(¢)[?)'/2
Konvergenz im Quadratmittel mit Ordnung ~ (v > 0):
maxp—1,... n|[X(te) — Xe|lL, < ch? fiir h — 0.

Mehrschritt-Maruyama-Verfahren mit konstanter Schrittweite fiir SDEs: Buckwar/Winkler 2006

Dipl.-Math. Thorsten Sickenberger Effiziente transiente Rauschanalyse HU Berlin, 25. April 2008



8. Numerische Stabilitat und Konsistenz im Quadratmittel

Stabilitatsungleichung

Voraussetzungen: f, g, Lipschitz-stetig, g- erfiillt eine lineare Wachstumsbed., zugehoriges
Verfahren mit konstanter Schrittweite erfiillt Dahlquist’'s Wurzelbed., k < ky < K und
h-N < a(T — tp).

Dann

2 <o . 2
| Rellx. \/ijl 157,e~j+1llE,
,nax ||X(t£) Xe||]1‘2 < 5{ max ||X(te) Xe||1L2+ Ta N( g 2 4 y- )}’

fiir t,-messbare Stérungen D, = Ry + Zle Sje—j+1, wobei Sj o1 is Ft,_j,,-messbar ist und
E(Sj’g_j+1‘.7‘—t[7j) =0 firalle{=2,...,N undj=1,2 gilt.

Beweisskizze:
e Existenz und Eindeutigkeit der Lésung X des gestorten Systems
o E(X2) < o0
@ Herleitung der Stabilitatsungleichung

Lokaler Fehler L,: Defekt der exakten Losung im numerischen Verfahren

~ 1
Konvergenz: Setze X, = Xy, Dy = Ly mit ||Ry||L, < thZH und [|S¢|lL, < cshz+2.

Konsistenz im Quadratmittel
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9. Wahl der Koeffizienten

o Stabilitdt (oj(ke) == o) : laz(1)] <1, ap(1) #1
o Konsistenz:

2 2

1
E aj =0, ot — (0,e +ao,4):§ Bje, @oe=716, Qoeta1 =720
j=0 j=0

,max 1X(te) — XellL, =| O(h + €2h?/2) |+ O(l";gxl [1X(te) — Xellr,)

o det. Ordnung 2 (zusatzlich):

1 2 1 2 2
—+—+1)aoe+ — are— | —+2) Boe— — B1,e=0.
Ky Ky Ky Ky Ke

max [1X(te) = Xelli, =| O(W + ch+h'/2) |+ O(ma [ X(t) = Xell,)
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10. Verfahrensbeispiele fiir die transiente Rauschanalyse

o Drift-implizites Euler-Maruyama Verfahren
m
A(Xe = Xo—1) = hef (te, Xe) + > gr(te—1, Xe1)r
r=1
o Stochastische Trapezregel
, 1 ™ to_1,t
A(Xg = Xg-1) =hes (F(te, Xe) + F(te—1, Xe—1)) + Z:l gr(te1, Xeq) 10
—

o BDF;-Maruyama Verfahren

(’i€+1)2 v ke +1
Al Xp — ————Xp— Xe—2) =h f(te, X,
(e T R R e 52) 22,%_’_ (te, Xe)
m 2
+ 3 gr(te1, Xe1) 70— 2H£+1 Zgr t 2, Xp-2) I/

r=1
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11. Test-SDE mit polynomialer Drift und Diffusion

X(t) = /Ot—(oé +62X(s))(1 = X(5)%) d5+/0tﬂ(1 —X(s)?) dW(s), te[o,1],

exp(—2at +28W(t)) — 1

Exakte Lésung; X(t) =
xakte Lésung (®) exp(—2at +28W(t)) +1

Simulationsergebnisse: BDF2-Maruyama-Verfahren, 100 Pfade

=0.1—e=102

a=-10, 3=0.01 - e=10"3

100 10
tolerance (ATOL-RTOL) = folerance (ATOL-RTOL) &
N L2-norm of the global error, variable step-size -+ i L2-norm of the global error, variable step-size +
10} e L2-norm of the global error, constant step-size  x 4 0 . L2-norm of the global error, constant step-size  x
» slope ~0.5 -~~~ slope -0.5 -~~~
10 Xex g slope -2 1 10%F slope -2
Tt 10°% x
0% X N q %
a 4 * 4.
M . 10°F . .
10" . B 3 R .
S N ot . o
10° T ] x .
e 10 .
M “
107 N q ol x
4 . . . . . 10
Hh 107 10° 10* 10° 10° steps. 10" 107 10° 10* 10° steps.
” v
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12. Lokale Fehlerschatzung mittels Defekt-Korrektur

Gaines/Lyons 1997; Mauthner 1999; Hofmann/Muiiller-Gronbach/Ritter 2000;
Lamba 2003; Rémisch/Winkler 2006 (kleines Rauschen)

Fehlerschiatzung mittels Defekt-Korrektur
Defekt eines Hilfsverfahrens mit det. Konvergenzordnung p:=p ({ =2,...,N)

2 2 2 m
_ 2 - . te—jite—,
Dy =Y & Xej—hed Bjef(tej, Xej) —€> oD &rlto—j, Xej)I, 07+
=0 =0 s —

Wie sind die Koeffizienten des Hilfsverfahrens zu wahlen?
° &j,é = aj,l:j =0,1,2— S/j,l = 7],@7./’ =12
o Konsistenzbedingungen fiir p = 2

ey —c=1

2Ky 2k2
Dy = hy - [W 1 f(te, Xe) — 2kpf (tg—1, Xe—1) + o +Z1 f(tz—27Xe—2)]

— Schéatzung des dominierenden lokalen Fehlerterms im Quadratmittel
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13. Fehlerschatzer fiir SDEs und SDAEs (kleines Rauschen)

o Verfahren mit det. Ordnung 1 (Rémisch/Winkler 2006)

el = el Delli, = o he [[(Fe =) ||+ O + e + 2hi)

1< e
e e \| 37 0| =) s [ > @ |
i=1

Q

o Verfahren mit det. Ordnung 2

23 3/2
ILell, = e he H 1fg—2l€gfg L+ +1fe 2)H +O(hE + ch®? 1 hy)

~

2Kyp 2N2 i 2 ..

Skalierungen fiir Index-1 SDAEs:

o ||L¢llL, = c¢l|De||L, fiir Toleranz zu AX,
o ||Le|lL, = cell(A — heBo,ede) "1 DellL, fiir Toleranz zu X oder
o ||LellL, = cel|A Dellr, fiir Toleranz zu PX.

Dipl.-Math. Thorsten Sickenberger
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14. Algorithmus zur Schrittweitensteuerung

Lose das System gleichzeitig fiir alle xé (i=1,..., M Anzahl der Pfade)

2 2 2 m
. . et
AN ajexp i =heY Bef (teg, i)+ e &r(teg, xpy) 177
=0 =0 s —

Berechne den Fehlerschitzer und die Toleranzen (komponentenweise)

Benutze eine Steuerungsstrategie (z.B. P134 mit Sicherheitsfaktor fac = 0.7):
0.3 0.4

hnsw . { fac - TO/V 241 LE71,IJ 2+1 }

‘= min .

hZ v=1,...,n LZ,L/ LZ,L/

Falls Ly ,, < TOL, fiir alle v = 1,..., n, akzeptiere den Schritt. Falls t, > T, stoppe,
ansonsten setze £ := £+ 1, hy := hpew und gehe zu 1).

Falls L, ,, > TOL, fiir mindestens eine Komponente v € {1,..., n}, verwerfe den Schritt
und wiederhole ihn mit kleinerer Schrittweite hy := hpew.
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15. Anwendungsbeispiel: MOSFET-Inverter-Schaltung

Schaltkreis

i

Parameter der Schaltung:
C=2-1078 [F],R=5-10° [Q], Vop =5 [V], Zeitintervall 7 = [0,2.5-1078] [s].

Parameter der Simulation:
Toleranzen: RTOL = 102, ATOL = C - RTOL.
Rausch-Intensitaten skaliert mit Faktor 1000.
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16. Anwendungsbeispiel: MOSFET-Inverter-Schaltung (2)

Simulationsergebnisse fiir einen und 100 simultan berechnete Pfade:
(BDF2-Maruyama-Verfahren)

1 Pfad: 100 Pfade:
127 (429 abgelehnte) Schritt 134 (+11 abgelehnte) Schritt

el —
Vin
h o+

0 5e-09 1e-08 1.5e-08 2e-08 2.50-08 Timelsec 0 5e-09 1e-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08 Time(sec!
<

o’

Drift-implizites Euler-Maruyama-Verfahren benétigt 188 (4 46) bzw. 166 (+ 9) Schritte.
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17. Anwendungsbeispiel: Spannungsgesteuerter Oszillator (VCO)

VCO Schaltkreis

Vaalt)

=i "

v

Rauschquellen eines MOSFETs

Wir betrachten einen VCO mit

- 5 rauschenden Widerstanden und
- 6 rauschenden MOSFETs

> 47 Rauschquellen

Die Unbekannten sind

- Ladungen der 6 Kapazitaten,

- Flisse der 4 Induktivitaten,

- 13 Knotenpotentiale und

- Stréme durch die Spannungsquellen.

Test-Konfiguration:

~ 1.2 GHz Oszillation

- Skalierung der Rauschintensitdten mit
Faktor 500.
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18. Anwendungsbeispiel: VCO - Rauschendes transientes Signal

Simulationsergebnis:
(rauschfreie Simulation und 4 Pfade zu verschiedenen Rauschrealisierungen)

Transientes Signal (Rauschen verstarkt um den Faktor 250)

Noisy transient output signal V(7) = V(8) of the VCO

3 T T T T
noise—free ~jy
d ] 1 Path |
) Path 2 f;
i 3f

I I I I I I I
0 Te-09 2e-09 3e-09 4e-09 5e-09 6e-09 Te-09 8e-09
TIME(s)
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18. Anwendungsbeispiel: VCO - Rauschendes transientes Signal

Simulationsergebnis:

(rauschfreie Simulation und 4 Pfade zu verschiedenen Rauschrealisierungen)

Transientes Signal (Rauschen verstarkt um den Faktor 250)

Noisy transient output signal V(7) = V(8) of the VCO

I |

|

T
noise—free -
Path |

0 Te-09 2e-09 3e-09 4e-09 5e-09
TIME(s)

6e-09

Te-09

HU Berlin, 25. April 2008
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19. Anwendungsbeispiel: VCO - Analyse des Phasenrauschens

Simulationsergebnis:
(rauschfreie Simulation und 10 Pfade zu verschiedenen Rauschrealisierungen)

kt um den Faktor

Boxplots des Phasenrauschens (Rauschen versta

Box plots of the phase noise
1.21e409 T T T

T T T
fincan - signs, fncan, fincan + sjer m
fmin, fm:

12056409 4
126409 - -
1.195¢+09 [~ 4+ 1 -

1.19e+09 [~ -

1.185¢+09 — -

1.18e+09
noise 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
free

Dipl.-Math. Thorsten Sickenberger Effiziente transiente Rauschanalyse



20. Effiziente Anzahl der Pfade

Approximation der Ly-Norm durch M simultan berechnete Pfade:

M

P 1 . . 2
Me = cohe v ; (X(Xé,nqxé,p)) ~ cohe [[x(Xes -, Xe—p)||p, = e

Somit

ILell, = me + O(HE2 + e/ + Ehy) = fip + 04 + O(HH2 + eh/? + hy)

Terme "hoherer Ordnung’

mit Fehlerschatzer 7j, = O(h?"™") und Stichprobenfehler 9, = O(M~1/2).

Lemma: (Stichprobenfehler)

Sei 7jg ein Schatzer fiir die Lo-Norm des lokalen Fehlerschatzers 7. Dann kann der
Stichprobenfehler berechnet werden mittels

1 lll2'&2
Vg = M 12 )
s+

wobei i = cohe g S My X(xps -+ x5 ) und 8% = cihy g 1(Zf‘ilx(XL.u,XLp)z—Mﬂz)-
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20. Effiziente Anzahl der Pfade

Approximation der Lo-Norm durch M simultan berechnete Pfade:

M

N 1 . . 2
e = cehe m > (X(X', . 7X2_,,)) ~ cohe || x(Xe, - .- 7X€—P)H]L2 ="
-1

Somit

ILellL, = ne + O(WEY2 4 eh)/? + Ehy) = iy + 90 + O(WE ™2 + ehy/? + hy)

Terme "hoherer Ordnung’

mit Fehlerschatzer 7j, = O(hZJrl) und Stichprobenfehler ¥, = O(M~1/2).

Theorem: (effiziente Anzahl an Pfaden)

Sei STOLy eine Toleranz fiir den Stichprobenfehler ¥, zur Zeit ty, also ¥, < STOLy, dann ist die
effiziente Anzahl an Pfaden gegeben durch

1 ﬁ2’6'2
Metr = | a2 a0 |
stoL; (42 + 62)
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21. Simultane Steuerung der Zeit-Schrittweite und Pfadanzahl

Baumartige Approximation des Ldsungsprozesses:

o Initialisierung (zum Zeitpunkt ty = 0) Baum approximierter Lésungspfade

o :={1,..., Mo} Indexmenge der Pfade
71'(') = l/Mo (i S Io) Gewichte, (Zielg Tl'(') = 1) X solution pathtree  +———
Setze £ = 1 und sei h; die Startschrittweite

@ Numerische Integration:
Benutze (Me = ‘/g|)

fle = cehe | mh(x(xg, - Xp_ )2
iel, L ‘ ‘ ‘

o Konstruktion der baumartigen Approximation:
Berechne die effiziente Anzahl My, q:

1 fi2 - 62
Mgy = {

sTOL? (A2 + 62)

wobei STOLy eine Toleranz fiir den Stichprobenfehler ¥, ist.
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22. Pfadreduktion und -expansion

o Myy1 = My: keine Veranderung der Indexmenge oder Gewichtung

o Myi1 < My: Pfadreduktion (J Indexmenge der verworfenen Pfade)
ST min dZ(x',x) 1 JC g, [J] = Mg — Mgy
- i€lg\J

Opt. Indexmenge und Neuverteilung: lp11 = I;\J, 7re+1 = 7r£ +ZJ€J i€ lpyq.

o M1 > M, Pfadexpansion (J Indexmenge der ergdnzten Pfade)

i Mg 1—M, Mgi1—Mpg
min{z Z zj mlndeﬂ(x xY: z;j€{0,1},y;= ZZ,J>1VI Zz,jflw}
e, Vi =1 ke
4 J= i€ly
Opt. Indexmenge und Neuverteilung: lp11 = lp U J, 7r£+1 ﬂJ( ), i€ lpyr.

de(x', xJ) ist Semimetrik auf R+ _ Distanz zwischen zwei approximierten Lésungspfaden bzgl.
der Zeitpunkte tg, ..., tp_p.

Gelbrich 1995; Dupatova/Growe-Kuska/Rémisch 2003; Heitsch/Rémisch 2005

Dipl.-Math. Thorsten Sickenberger Effiziente transiente Rauschanalyse HU Berlin, 25. April 2008 23 /27



23. Numerische Beispiele fliEaus

X ‘ ‘ ‘ ‘ error
10 0.001
Simulationsergebnis fiir die 08l “ 1 0.0008
Test-SDE: 06 -{ 0.0006
. .
04 | ~ 0.0004
Losungspfade, — ozt 7 Coomo RIS ooz
globaler Fehler und . — O Qlltion path tree .
verwendete Schrittweiten 0 06 08 time t
error T T T T M
used number of paths M~ x
calculated error bound -----
estimated sampling error 1 1000
100 | . ]
Anzahl der Pfade M, , — \\/\/\\& B P
Stichprobenfehler und w07 { RS ]
. X x
seine Toleranz ‘1 * N, 110
10° 1,
0 0.2 0.4 0.6 08 time t

simulierte 2t 1
Brownsche Bewegung —
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24. Anwendungsbeispiel

Simulationsergebnis fiir die
MOSFET-Inverter-
Schaltung:

Lésungspfade —
und Schrittweiten

Anzahl der Pfade M,, —
Stichprobenfehler und
seine Toleranz

Math. Thorsten Sickenberger

MOSFET-Inverter-Schaltu

t

el T p
5 9 8410°
4F 1

1 6410°
3l 1
1 410°
2k ]
1t ) 1 2410°
step-size +
solution path tree
0 . . I h ! 0
0 54108 1+10° 1.5+10°% 2+10°® 254108 time t
error T T T T T M
used number of paths M x
calculated error baund - - - - -
estimated sampling/error
-16 | 4
10 Xy 100
X %
x X7 x
XXX 3 x> x
1017 . . ! L . . 10
0 008 1108 154108 o108 254108 time t
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25. Zusammenfassung

o Motivation: Transiente Rauschanalyse in der Schaltungssimulation
@ Modellierung fiihrt zu stochastischen Algebro-Differentialgleichungen mit kleinem Rauschen

@ Vollstandige Theorie zur numerischen Stabilitdt, Konsistenz und Konvergenz im
Quadratmittel fiir stochastische lineare Mehrschritt-Verfahren mit variabler Schrittweite.

o Fiir kleines Rauschen: Schrittweitensteuerung basierend auf einem einfach zu berechnenden
Schéatzer des dominierenden lokalen Diskretisierungsfehlers

o Erheblicher Effizienzgewinn bei der Approximation von SDEs und SDAEs mit kleinem
Rauschen

o Simultane Steuerung der Zeit- und Zufalldiskretisierung in einer Approximation
(fihrt zu einer baumartigen Struktur von Lésungspfaden)

o Implementierung ist verfligbar in TITAN
(Qimonda’s in-house analoger Schaltungssimulator)
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