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Topologie

Abgabe: Mittwoch, 6.5.2015 bis 14:00 Uhr im Ubungskasten dieser Vorlesung.
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Zeigen Sie, dass ein Raum X genau dann kompakt ist, wenn er die folgende
Eigenschaft hat. Fiir jede Familie (C,)aca abgeschlossener Teilmengen C,, gilt:
Der Durchschnitt aller C,, ist genau dann nicht-leer, wenn der Durchschnitt jeder
endlichen Teilfamilie der C,, nicht-leer ist.

Sei X ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

a) X ist kompakt genau dann, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge be-
sitzt.
b) Ist X kompakt, so besitzt X eine abzdhlbare Basis.

Hinweis: Uberdecken Sie X durch Bille mit Radius 1/n und finden Sie eine abzihl-
bare dichte Teilmenge.

Seien (X, d;) metrische Raume mit Durchmesser < 1. Zeigen Sie, dass die Metrik

d auf dem Produkt X = X x X5 x ... gegeben durch d((z;), (v;)) := Eid"(”;iT’}”)Q
die Produkt-Topologie auf X definiert. (Sie brauchen nicht zu beweisen, dass d
eine Metrik ist, aber konnen es sich natiirlich gerne iiberlegen).

Es sei L, C R? gegeben durch L, := {{(t,%) € R?/ t € [0,1]} und Lo gegeben
durch L, := {(¢,0) € R?| ¢t € [0,1]}. Der Raum X sei definiert als Vereinigung
aller L,, inklusive L.,. Also

t
X = {(t, Es) cR*te[0,1],neN,sc {0,1}}.

Eine Teilmenge O C X sei offen, wenn O N L,, offen ist fiir alle n < oo, wobei L,
die Teilraum-Topologie tragt. Zeigen Sie, dass so eine normale Topologie auf X
definiert wird, die sich nicht metrisieren l&sst.

Hinweis: Finden Sie fiir eine gegebene Metrik d auf X eine Folge (x,) mit =, € L, so
dass z,, gegen (0, 0) konvergiert beziiglich d, nicht jedoch beziiglich der oben definierten
Topologie auf X.



