1. FLACHE VON DREIECKEN

Das Ziel dieses Abschnittes ist es den folgenden Satz zu beweisen,
den bereits Bolyai und Gauf kannten.

SATZ 1.1. Sei H eine hyperbolische Ebene. Dann gibt es eine Kon-
stante k, so dass ein Dreieck mit Defekt 0 Flache k -9 hat.

Wir werden nicht genau definieren was die Flache einer Figur ist. Fiir
diejenigen die es kennen, ist die Flache das 2-dimensionale Hausdorffmaf.
Wenn im Folgenden von einem Dreieck oder konvexen Viereck die Rede
ist, so kann, anders als bis jetzt, je nach Kontext, nicht nur die Ecken
oder Seiten, sondern das Innere gemeint sein, d.h. die Menge aller
Punkte die auf einer Strecke zwischen zwei Punkten auf den Seiten
liegen. Darauf bezieht sich der Begriff Flache eines Dreiecks oder
Vierecks.

Wir werden im Folgenden iiber die Flache nur benutzen, dass jedes
nicht-ausgeartete Dreieck eine endliche Flache hat und, dass zwei Drei-
oder Vierecke, die aus jeweils zueinander kongruenten Dreiecken zusam-
mengesetzt sind dieselbe Flache haben. Wir prazisieren den letzten
Begriff ein wenig:

Definition 1.2. Zwei Vielecke (fiir uns viel = 2,3) Ay, Ay heifSen zer-
legungsgleich, wenn man sie als Vereinigung von Dreiecken Ty, ...,T,
bzw. Si,...,S, darstellen kann, so dass sich verschiedene T; bzw. ver-
schiedene S; hochstens entlang von Seiten oder Ecken schneiden, und
so dass T; kongruent zu S; sind.

Wir werden iiber die Flache lediglich benutzen, dass kongruente
Dreiecke gleiche Flache haben, dass bei einer Zerlegung wie oben die
Flache von F(A;) gleich F(Ty) + F(Ty) + ... + F(T},) ist.

Der wichtigste Bestandteil von dem Satz von Bolyai-Gaufl oben ist
der folgende

SATZ 1.3. Zwei nicht-ausgeartete Dreiecke in der hyperbolischen Ebene
H mit gleichem Defekt sind zerlequngsgleich.

Zum Beweis benutzen wir folgenden Begriff:

Definition 1.4. Ein konvezes Viereck JABC D ist ein Saccheri- Viereck
mit Basis [AB] und Gipfel CD, wenn (AB) L (AD) und (AB) L (BC)
und AD = BC.

In einem Saccheri-Viereck gilt L BCD = LCDA. Ist dieses Winkelmafl
« positiv, so gilt a < 7. Ferner hingt a nur von AB und AD ab. Let-
ztlich sind zwei Saccheri-Vierecke mit gleichen o und Gipfel-Langen

kongruent.
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Lemma 1.5. Sei das Dreieck AABC' gegeben. Dann ist es zerlequngs-
gleich mit einem Saccheri-Viereck mit Gipfel [AB] und Gipfelwinkel
o = 3(m — defekt(AABC)).

Beweis. Sei [A’'B'] die Strecke zwischen den Mittelpunkten von [BC]|
und [AC]. Sei P der Fuipunkt von C' auf (A’B’). Lege die Dreiecke
ACPB’ und ACPA’" an die Seiten [AB’] und [BA']. O

Korollar 1.6. Zwei Dreiecke mit gleichem Defekt und einer gleichen
Seite sind zerlegungsgleich.

Fiir den allgemeinen Fall benutzt man nun folgenden Trick:

Lemma 1.7. Ist AABC' gegeben und r € R grdsser als alle Seit-
enldngen des Dreiecks, so gibt es ein Dreieck AABC' mit AC' = r
und gleichem Defekt wie AABC.

Beweis. Legt man C” mit AC” = r auf dem Strahl [AC') ab, so kriegt
man ein Dreieck mit gewtinschten Seitenléngen und Defekt grofler als
der Defekt von AABC. Bewegt man nun C” auf dem Kreis mit Zen-
trum A und Radius 7, so dndert sich der Defekt stetig. Im Schnittpunkt
des Kreises mit [AB) ist der Defekt 0. Nach dem Zwischenwertsatz
findet man ein gesuchtes Dreieck. 0

Nun kann man den Beweis von Satz 1.3 zu Ende fiihren:

Wahle ein r grofler als alle Seitenlangen beider Dreiecke. Finde zwei
Dreiecke mit dem gleichen Defekt, einer Seite der Lange r und einer
Seite gleich je einer Seite des jeweiligen Dreiecks. Dann wende drei Mal
Korollar 1.6 an.

Jetzt konnen wir auch Satz 1.1 leicht beweisen:

Die Flache hiangt nur von Defekt ab. Sei f : (0,7) — R die Abhéngigkeit
der Flache vom Defekt 6. Die Funktion f ist positiv, monoton und
erfullt f(51 + (52) = f(51) + f<52) fur alle 51,52 > 0 mit 51 + 52 < TT.

Daraus kann man leicht folgern, dass f eine lineare Funktion ist.



